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AVVERTIMEIVTO. 


In  questi  elementi  di  Calcolo  differenziale  e di  Cal- 
colo integrale,  di  cui  fanno  anche  parte  il  Calcolo  delle 
variazioni  ed  il  Calcolo  delle  differenze , abbiamo  se- 
guito ( come  nella  prima  parte  di  quelli  pubblicati  nel 
1843)  il  metodo  degl’ infinitamente  piccoli,  che  dalla 
piupparte  dei  geometri  è tuttavia  riguardato  il  più  ac- 
concio a tradurre  in  equazione  i problemi  di  geometria 
e di  meccanica  , che  han  bisogno  di  un'  analisi  superiore 
all’  algebrica.  Nel  tempo  stesso  però  , a fine  di  presen- 
tare un  tal  metodo  colla  dovuta  esattezza  , abbiam  fatto 
dipendere  la  ricerca  dei  difierenziali  da  quella  del  limite 
del  rapporto  del  cambiamento  della  funzione  al  cambia- 
mento della  variabile  : limite  la  cui  esistenza  è resa  lu- 
cidissima per  la  considerazione  delle  curve. 

Trovati  così  i differenziali , abbiam  potuto  in  molte 
applicazioni  servirci  di  essi  col  principio  degl’  infinita- 
mente piccoli.  In  altre  applicazioni  poi  ci  siamo  serviti 
direttamente  dei  coefficienti  differenziali  , risguardandoli 
però  sempre  come  limiti  di  rapporti , e non  già  come 
funzioni  derivate  dallo  sviluppo  di  altre  funzioni  in  se- 
rie ; poiché  il  metodo  dello  sviluppo  in  serie , detto  al- 
trimenti metodo  delle  funzioni  derivate,  non  ò tenuto  le- 
gittimo ; e la  piupparte  dei  geometri  moderni  si  accor- 
dano in  riguardare  come  sospette  le  dimostrazioni  e le 
ricerche , dove  intervengono  serie  non  prima  dimostrate 
convergenti.  Essendo  anche  noi  di  questo  avviso  , ab- 
biam procurato  di  rendere  al  possibile  indipendenti  dalle 
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serie  di  Taylor  e di  Stirliog  le  applicazioni  dei  due  Cal- 
coli ; e facendo  talvolta  uso  di  tali  serie  (come  pur  con- 
>eniva  par  dimostrarne  la  utilità)  abbiamo  avuto  riguardo 
alla  convergenza  di  esse  , o pure  abbiam  procurato  di 

eluderla  mediante  i resti  delle  medesime. 

\ 


I 

N.  B.  / capiloli  e i n‘  segnali  colf  asterisco  • si  possono  tra- 
lasciare in  un  primo  studio  di  ^sti  elemeati  ; il  che  può  farsi 
ancora  di  molti  altri  , e di  alcuni  altri  capitoli,  se  tanto  esiga 
lo  stato  degli  allievi , o la  durata  dell'  insegnamento. 
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SEZIÒHE  PRIMA 

'ÌIjo&ioMt  fMellÌ4HÌi«att  iutXe.  ^H&ioni,  £e  òi^eieuac  , t i>iJ|i;tcHbKxfi  , 
i coe^icieuti  òi^eteiubiafi  o funkioMi  detivate , e t (Uiitti. 

I 

I 

. « 

CAPITOLO  1.  ■ * . 

Delle  fumimi  e loro  diverse  specie. 

1.  L’c'ilgcbra  comune,  o più  vcramenic  quella  parto  doU’ a- ’ 
iialisi  algebrica  che  diccsi  elemenlare  , e che  aa  alcuni  6 
anche  della  analisi  o algebra  dei  finiti,  insegna  si  bene 
a risolvere  l’ equazioni , ^ ma  non  sempre  basta  a rinvenirle. 

In  molti  casi  la  ricerca  dell’ equazioni  necessario  alla  risolu- 
zione dei  problemi  dipende  ancora  analisi  differenziale , 

o integrale,  detta  altrimenti  analisi o calcolo  sublime,  cal- 
colo o analisi  irfinilesimale  o degl  infiniti , e con  più  ve- 
rità calcolo  o teorica  delle  funzioni.  Quest’ altra  parte  dell’a- 
ualisl  algebrica  introduco  all’  uopo  corte  quantità  ausiliario 
che  p'oi  scompariscono  : esse  sono  dei  cangiamenti  clic  si  at- 
tribuiscono ad  alcune  delle  quantità  cui  occorre  considerare, 
e quelli  che  ne  risidtano  in  altre  (|uantilà  dipendenti  dalle 
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ftrime  ; c dallo  stadio  di  tali  cangiamenti  simultanei  , dai 
oro  rapporti , e sopratutto  dai  valori  ai  (juali  si  avvicinano 
questi  rapporti  secondo  che  i can^amenh  impiccioliscono  , 
r analisi  anzidella  si  fa  strada  alla  ricerca  delle  richieste  equa- 
zioni. Lo  sviluppo  del  pensiero  espresso  come  in  germe  da 
queste  poche  parole,  costituisce  in  sostanza  quella  parte  dell’a- 
nalisi che  prendiamo  ad  esporre. 

2.  Le  quantità  che  per  ipotesi  o per  la  natura  del  soggetto 
che  si  toglie  a discutere,  son .capaci  di  subire  dei  cangiamenti 
arbitrariamente  piccoli,  si  dicono  variabili ^ e si  chiamano 
costatili  quelle  che  nel  tempo  stesso  restano  immutate.  D’or- 
dinario poi  lo  costanti  si  dinotano  colle  prime  lettere  dell’ al- 
fabeto , a,b,c,  ...  e le  variabili  colle  ultime  x,y,z,  ... 

Per  esempio , le  coordinate  di  una  linea  o superficie  qua- 
lunque sono  variabili  , c sono  costanti  gli  assi  o i parametri 
della  linea  o della  superficie. 

3.  Le  quantità  variabili  si  distinguono  in  indipendenti  o 
principali,  e dipendenti  o come  proprio  suol  dirsi , ^nzion» 
delle  indipendenti. 

Variabili  indipendenti  son  quelle  che  infatti  non  dipen- 
dono nè  da  altro  quantità  nè  fra  loro  , cosicché  possono  va- 
riare tutte  insieme  o una  parte  di  esse  , c ciascuna  può  pren- 
dere tutti  i valori  della  sua  specie  da  — oo  sino  a -1-  oo . 

Esempio  di  una  sola  variabile  indipendente  è 1’  ascissa 
di  una  linea  ; e le  due  ascisse  di  una  superficie  sono  un 
esempio  di  più  variabili  indipendenti  considerate  insieme. 

Funzioni  poi  di  una  o più  variabili  indipendenti  son 
queir alfre  variabili , i cui  valori  per  essere  determinali  è n'' 
cessano  e sufficiente  che  siano  tali  i valori  delle  indipendenti. 

Quindi , a cagion  di  esempio , per  ogni  linea  esistente  in 
un  piano  una  delle  due  coordinate  è funzione  dell’  altra  ; e 
similmente  per  ogni  si^rficie  una  delle  tre  coordinate  è fun- 
zione dell’  altre  due.  E se  fra  m indeterminate  x,y,z,  ... 
si 'abbia  un  numero  n di  equazioni  , minore  di  m;tn — n 
delle  indeterminate  saranno  variabili  indipendenti , e 1’  altre 
n saranno  funzioni  delle  prime. 

4.  Per  indicare  una  funzione  non  individuala  di  x,  sen- 
z’altro simbolo  di  quantità  tranne  ar,  si  adopera  una* delle 
nutazioni , 

/(j-)'  F{x),  <f(a-),  4>(a-),  '1'(x),(h;. 
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La  pureulcsi  non  serve  che  a distinguerò  la  lettera  x la 
quale  dinota  una  quantitii,  dalle  altre  ec.  che  ten- 

^n  luo^  della  parola  funzione  e si  chiamano  caratterisUche. 

Perciò  , quando  si  vuole  indicare  che  una  variabile  detta 
y ò funzione  di  un’  altra  chiamata  x , si  eguaglia  y ad  una 
delle  notazioni  anzidetto , scrivendo 


y=f{x),  y=F{x),  y=9i{x),  ce. 

5.  Similmente,  per  indicare  le  funzioni  di  due  o più  va- 
riabili senza  nuovi  simboli  di  variabili , si  scrive 

f{x,y),  F{x,y),  ec.  f{x,y,z),  F{x,y,z),  ec. 
si  dinotano  poi  con  altre  variabili  scrivendo 
z=f{x,y),  u=f{x,y,z),  ec. 

6.  Le  funzioni  si  possono  distinguere  in  varie  classi  o spe- 
cie , sia  in  quanto  al  modo  di  dipendenza  dalle  loro  varia- 
bili , sia  in  quanto  agl’  infiniti  valori  che  possono  prendere, 
disposti  ordinatamente. 

Finché  la  dipendenza  di  una  funzione  dalle  sue  variabili, 
quantunque  suscettibile  di  definizione  rigorosa , non  si  trova 
espressa  da  una  equazione  tra  l’una  e r altre,  nessuna  qua- 
lificazione potrebbe  aggiungersi  al  nomedi  funzione,  tranne 
se  si  vuole , quella  di  matematica. 

7.  Dato  poi  che  quella  dipendenza  sia  già  espressa  da  una 

equazione,  la  funzione,  che  allora  suol  dirsi  sarà 

esplicita  o pure  implicita  rispetto  alle  sue  variabili , secondo 
c^e  r equazione  sarà  o no  risoluta  per  rapporto  alla  funziono 

iguardata  come  una  incognita  ; cosicché  per  esprimere  nel 
modo  il  più  generale  ( ed  acconcio  ancora  per  le  semplici 
funzioni  matematiche  ) che  y è funzione  esplicita  di  x , clic 
z ò funzione  esplicita  di  ir  e y,  ec.  si  scriverà  come  sopra 

2=/(®»y).  ec. 

laddove  si  useranno  le  notazioni , 


/(®»y)=0,  F{x,y,z)=0,  (^{x,y,z,u)=0,  oc. 


per  indicare  che  y é funzione  implicita  di  x , che  z è fun- 
zione implicita  di  X c y,  ec. 

8.  Ancora  : le  funzioni  analitiche  ( siano  esplicite  siano 

♦ 4 
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implicite)  (liconsi  algebriche  rispetto  alle  loro  variabili,  quan- 
do r une  e 1’  altre  nell’  espressioni  o nell’  equazioni  ove  son 
contenute  veggonsi  sottoposte  a sole  operazioni  di  algebra , 
sotto  il  qual  nome  intendiamo  qui  l’ addizione , la  sottrazio- 
ne , la  moltiplicazione,  la  divisione,  l' elevazione  a potenze 
o r estrazione  di  radici  di  grado  individualo , e la  risolu- 
zione dell’  equazioni.  In  ogni  altro  caso  le  funzioni  diconsi 
irascendenh  ; e però , quando  la  funzione , od  una  o più 
delle  sue  variabili  entrano  nella  formazione  di  un  esponente , 
o si  trovano  affette  da  un  esponente  irrazionale , o sono  sot- 
toposte ad  una  delle  caratteristiche  log,  sen,  cos,  ian,  ec. 
aresen,  are  eoe,  ec.  allora  la  funzione  si  reputa  traseen- 
denie  (a).  Queste  trascendenti  poi:  lo^,  sen,  ec.  ore  sen,  ec. 
e le  mentovate  quantità  esponenziali  , siccome  appartengono 
a quella  che  ordinariamente  dicesi  analisi  algebrica , chia- 
mansi  pur  esse  trascendenti  ordinarie  o eorrnaù , per  distin- 

Srle  dalle  altre  senza  numero  alle  quali  dà  origine  l’ analisi 
irenziale  o integrale. 

9.  Le  funzioni  algebriche  esplicite  sono  razionali  quando 
ninna  delle  variabili  fe  sottoposta  a segni  radicali , irrazio- 
nali quando  una  o più  delle  variabili  si  trovano  soggette  a 
tali  segni , intere  quando  non  vi  ha  denominatori  se  non 
costanti,  e fratte  quando  ve  ne  ha  dei  variahili.  Laonde  , 

fier  giudicare  a quale  delle  dette  specie  appartenga  una  data 
unzione  algebrica  esplicita , bisogna  metter  prima  in  evi- 
denza i radicali  e i denominatori  variabili,  che  vi  si  possono 
trovare  sotto  forma  di  potenze  frazionarie  o negative , e ri- 
durli al  minor  numero  colle  ovvie  regole. 

Simili  distinzioni  sarebbero  senza  oggetto  nelle  funzioni 
algebriche  implicite  , perchè  le  equazioni  di  cui  esse  sono  ^ 
radici  possono  sempre  liberarsi  da  radicali  e da  rotti. 

IO.  Dobbiamo  osservare , specialmente  riguardo  allo  fun- 
zioni implicite , che  una  funzione  analitica  e veramente  una 


(a)  Una  quantità  si  dee  avere  per  /rascenrfen/e  rispetto  ad  un’altra 
non  individuata,  quando  ad  esprimere  il  valor  della  prima  con  indivi- 
duate operazioni  algebriche  da  eseguirsi  tra  la  seconda  e quantità  co- 
stanti, non  basta  un  numero  comunque  grande  di  tali  operazioni.  Quindi, 
per  esempio,  (d  dee  riputarsi  quantità  trascendente  rispetto  a ò non 
individuata,  c quantità  algebrica  rispetto  ad  a non  individuata.  E per 
questo,  si  novera  tra  le  ruuzioiii  algebriche,  ad  fra  le  trascendenti. 
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funzione  sola , quando  per  ogni  valore  della  sua  variabile 
( o per  ogni  sistema  di  valori  delle  sue  variabili , se  queste 
siano  più  di  una  ) , prende  essa  stessa  un  valor  solo  ; e che 
quando  essa  prende  due  o più  valori , devesi  stimare  equi- 
valente a due  o più  funzioni  distinte.  Così  per  virtù  delP  e- 

a unzione  xy=x*-\-ay,  la  y è in  verità  una  funzione  indivi- 
iiata  di  Xi  laddove  per  effetto  del  l’equazione  y* — 2^-l-a*=0, 
la  y indica  ad  nn  tempo  due  distinte  funzioni  di  x\ 

' X-\-^x‘ — a*  ) X — V®* — <** > 

difatti  la  sua  espressione  in  x ha  due  forme  distinte.  Nel 
primo  caso  la  funzione  dicesi  uniforme;  e nel  secondo  chiama- 
si biforme,  triforme,  ec.  seconao  il  numero  di  valori  che  ani-  . 
mette  pei  singoli  valori , o sistemi  di  valori  delle  sue  variabili. 

11.  Tutte  le  funzioni  razionali  di  x,  egualmente  che  senar, 
cosar,  tonar,  ec.  sono  dunque  uniformi.  Al  contrario  \Jx  , 

^x,  ec.  son  funzioni  biformi,  triformi,  ec.  e il  logaritmo  di  x, 
logar,  rispetto  ad  una  base  qualunque,  dee  stimarsi  funzione 
injtmtiforme  di  x,  avendo  un  sol  valore  reale  quando  x sia  po- 
sitivo , e in  ogni  caso  infìniti  valori  immaginari.  Infinitifor- 
me  ancora  devesi  stimare  ciascuna  delle  funzioni  are  scn  ar , 
are  cosar,  ec.  Nondimeno,  se  i radicali  si  riguardino  come 
aventi  il  solo  valor  reale  ( quando  lo  ammettono  ) , e questo  * 
si  tenga  positivo  o pur  negativo  secondo  che  vengano  jire- 
ceduti  dal  segno  -f- , o pure  dal  segno  — ; se  con  log  x s in- 
tenda il  solo  logaritmo  reale  del  numero  ar  supposto  positivo  ; 
e da  ultimo  se  i simboli  are  sen ar,  are  cosar,  ec.  si  suppon- 
gano dinotare  fra  lutti  gli  archi  aventi  ar  per  seno,  coseno,  ec. 
qivello  che  ha  il  minimo  valore  assoluto , o ( se  questi  archi 
sono  eguali  c di  segni  contrari  ) quello  che  ha  il  minimo 
valore  positivo  ; potremo  considerare  come  uniforme  o indivi- 
duata ogni  funzione  esplicita  appartenente  all’analisi  algebri- 
ca. (a)  O^r  noi  supponiamo  che  non  si  tratti  se  non  di  queste 
funzioni  in  tutto  ciò  che  aggiungiamo  qui  appresso  circa  la 
loro  classificazione.  , 


(a)  11  siguor  Cauchj  ha  proposto  di  indicare  gli  n valori  della  ra- 
dice n"'"“  di  X con  ((«))•,  lutti  i logaritmi  di  x con  log((x)),  e tulli  gli 
archi  aventi  x per  seno,  coseno,  ec.  con  are  sen  ((x)),  are  cos  ((x)),  cc. 
Ma  questi  simboli  non  ancora  sono  stali  generalmente  adottati.  •• 


.‘8»' 


Digilized  by  Google 


ELEMENTI 


6 

12.  Circa  le  funzioni  esplicite  di  una  variabile  sono  anco- 
ra da  osservarsi  quelle  che  si  dicono  inverse  l’une  dell’ altre. 

Due  funzioni  esplicite  di  due  distinte  variabili  si  dicono 
inverse  ( nella  forma  ) una  dell’  altra,  quando  nascono  dal  ri- 
solvere una  medesima  equazione  tra  quelle  variabili , or  per 
rapporto  ad  una , or  per  rapporto  alF  altra. 

2 — 

Per  esempio  x'  ed  y sono  funzioni  inverse  una  dell’al- 
tra , perche  derivano  amendue  dalla  risoluzione  dcH’equazione 
y“=a:"  rispetto  ad  y e rispetto  ad  x.  È lo  stesso  della  fun- 
zione log  X nel  sistema  di  base  a , e della  funzione  o’’  la 
quale  nasce  dal  risolvere  per  rapporto  ad  x 1’  equazione 
y =loga:. 

Sono  parimente  funzioni  tra  loro  inverse  sen  x ed  are  sen  y, 
cosa:  ed  arccosy,  tana:  ed  arctany,  ec.  e in  generale 
resprcssionc  della  ordinata  per  l’ascissa  e quella  dell’ascissa 

f»er  la  ordinala  , in  una  curva  qualunque.  Vedremo  a suo 
uogo  una  proprietà  notevole  delle  funzioni  che  sono  inverse 
una  dell’  altra  ^a). 

13,  Consideriamo  ora  le  funzioni  di  una  variabile  per  rap- 
porto ai  valori  che  prendono  corrispondentemente  ai  valori 
successivi  della  variabile. 

Una  funzione  f{x)  dicesi  continua  tra  due  valori  di  x 
1 .“  quando  per  ogni  valore  intermedio  a questi  due  prende 


(a)  Non  da  superfluo  notare  circa  le  funzioni 

m 

X’  , log  X , sen  x , ec. 
paragonale  alle  rispettive  loro  inverse 


\ 


y"  , 1 are  seny , ec. 

che  la  inversione  sta  nell’  ordine  inverso  con  che  si  succedono  le  ca- 
ratteristiche espresse  o sottintese  innanzi  alle  variabili  x ed  y.  Infatti 

m n 

X*  ed  y possono  considerarsi  come  indicazioni  abbreviate  di 


/ m\“~  / m 

potenza  VTT / del  numero  x,  c numero  la  cui  potenza  l ì è y. 

Similmente  log  x nel  sistema  di  base  a,  od  oT  equivalgono  a 
logaritmo  del  numero  x,  e numero  il  cui  logaritmo  è y. 

Lo  stesso  è evidente  nelle  funiioni  sen  x o vero  sen  are  x , eti 
are  sen  y . 
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un  valor  solo,  finito  c reale;  il  che  importa  ebe  la  funzione  sia 
innanzi  tutto  uniforme  ; 2.°  quando  nel  passare  la  x da  uno 
all’  altro  valore , non  per  salti  ma  in  un  modo  successivo , 
avviene  che  procedano  similmente  i valori  della  funzione. 
Mancando  una  di  queste  due  condizioni  , la  funzione  dicesi 
disconlinna. 

La  continuità  dell’ ordinata  di  una  curva  qualunque  è 
evidente  nei  singoli  rami  di  questa  curva  ; e dalle  teoriche 
dell’  Algebra  si  desume  ancora  facilmente  che  le  funzioni  ra- 
zionali e intere,  composte  di  un  numero  finito  di  termini,  come 

a + bx  , a-^bx-\-cx'  , a-\- bx ex* dx^ , ec. 

son  tutte  continue  da  — oc  sino  ad  x=-\-oc.  Possono 
ancora  stimarsi  continue  le  funzioni  log  or  ed  a*  quando  la  ba- 
se a dei  logaritmi  e dell’  esponenziale  ò positiva , la  prima  fun- 
zione da  = 0 fino  ad  x=-j-  oc  , la  seconda  da  x= — oc  sino 
ad  a:=-+-oo  ; e dalle  prime  nozioni  della  Trigonometria  ò 

fialese  che  almeno  fra  certi  limiti  sono  ancora  continue  le 
unzioni  sena;,  cosa;,  tana;,  ec.  del  pari  che  le  altre  are  sena:, 
are  cosa:,  are  tana:,  ec. 

D’  altra  parte  le  funzioni  frazionarie  , dove  la  variabile 
entra  nella  composizione  di  uno  o di  più  donominatori , pos- 
sono divenire  infinito , o quindi  andar  soggette  a soluzione  ® 
di  continuità  per  quei  valori  finiti  di  x che  annullano  un 
denominatore.  £ in  simil  modo  le  funzioni  irrazionali  ( intere 
0 fratte  che  si  vogliano  ) provano  soluzioni  di  continuità  per 
valori  della  variabile  che  rendono  immaginario  alcun 
cale  esistente  nella  funziono  (a). 


(a)  È bene  osservare  che  le  funzioni  spettanti  all'  analisi  algebrica 
sono  generalmente  continue  ira  valori  della  variabile  abbastanza  vicini 
r uno  all’  altro  , talché  uguagliate  ad  un’  altra  variabile  si  ha  sempre 
l’equazione  di  una  qualche  linea.  Non  sembrano  fare  eccezione  a que- 
sta massima  se  non  i logaritmi  o l’esponenziali  di  base  negativa:  infatti 
quando  a è negativa  la  funzione  a'  pei  valori  di  x interi  , o frazio- 
nari e di  denominatori  dispari , prende  valori  reali  ; ma  riesce  imma- 
ginaria pei  valori  di  x frazionari  odi  deuoininatori  pari.  Quindi,  sic- 
come tra  due  valori  qualunque  di  x si  può  sempre  frapporne  altri  espressi 
da  frazioni  vere  o spurie  di  quest’  ultima  specie , é chiaro  che  tra  due 
valori  reali  e comunque  vicini  di  (C  ve  ne  avr.ì  sempre  degli  imina- 


Digltized  by  Google 


ELESIEHTI 


8 

* 14.  Le  funzioni  analitiche  ammettono  ancora , guanto  ai 
lor  valori , la  distinzione  in  funzioni  pari  c funzioni  impari. 
Diconsi  funzioni  pari  di  x quelle  che  rimangono  le  stesse  nel 
cangiamento  di  a:  in  — x,  come  per  esempio  a:*, cc, 
tra  le  funzioni  algebriche;  e cosar,  secar,  scn  v.ar  fra  le 
trascendenti  ordinarie.  Chiamansi  poi  funzioni  dispari  di  ar 
quelle  che  mutano  soltanto  il  segno  nel  cangiamento  di  ar 
in  — ar':  tali  sono  ar*,  x\J\ — x*,  ec.  tra  le  funzioni  alge- 
briche ; e sen  ar , tan  ar , cot  ar , cosec  ar  fra  le  trascendenti  or- 
dinarie. 

La  funzione  cos  v.  ar  non  sarebbe  nè  pari  nè  dispari , 
perchè  essendo 

et»  V.  ar  = sen  v.  — ar^=l — cos^g  — ar^=l  — sonar, 

si  vede  che  muta  valore  quando  si  cangia  ar  in  — ar. 

In  sìmil  modo  , una  funzione  di  ar  e y sarà  pari  o di- 
spari, secondo  che  al  mutare  areyin  — are  — y rimane 
la  stessa  o cangia  soltanto  di  segno  ; talché  riguardando  una 
funzione  pari  di  ar  e y come  l’ ordinata  a di  una  superficie, 
ed  ar  e 7/  come  le  ascisse  corrispondenti  e perpendicolari 
alla  a , ugni  sezione  prodotta  nella  superficie  da  un  piano 
menato  per  1’  asse  delle  a sarà  simmetrica  per  rapporto  a 
quest’  asse , e tale  potrà  dirsi  ancora  la  superficie. 

* IS.  £ osscrvabde  che  una  funzione  qualunque  può  esser 
considerata  come  somma  di  due  funzioni  , una  pari  1’  altra 
impari.  In  fatti,  supponendo  essere ^la  caratteristica  della 
funzione  a considerare , niente  impedisce  di  supporre 

/(^)+./(— 

e cosi  ognun  vede  che  è funzione  pari,  c 4- (a:)  funzione 
impari.  Ma  da  queste  due  equazioni  si  desume 

J{x)  = <!i{x)-\-\{x), 


ginari  ; c quindi  l'equazione  y = a’  non  pnlrà  esprimere,  quando  a è 
negativa  , alcun  tratto  di  linea  , minimo  che  si  voglia. 

L’ analisi  diircrcnzialc  c integrale  non  considera  punto  questo  specie 
di  funzioni. 
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dunque  è vera  la  proposizione  enunciata.  La  stessa  dimostra- 
zione vale  per  le  funzioni  di  più  variabili. 

• 16.  Sono  da  notarsi  le  funzioni  periodiche , cioè  quelle 
che  ripigliano  ordinatamente  gli  stessi  valori,  per  valori  della 
variabile  separati  da  eguali  intervalli  ; e la  grandezza  di 

Juesti  intervalli  misura  la  estensione  del  perio^.  Pertanto , 
etta  X la  variabile  indipendente  , son  funzioni  periodiche 
sen  mx  , cos  mx , tan  mx,  ec.  e tutte  le  espressioni  analitiche 
in  qualsivoglia  modo  formate  da  linee  trigonometriche  di  uno 
stesso  arco  , e da  quantità  costanti.  In  fatti,  dopo  che  il  seno, 
il  coseno,  la  tangente,  ec.  dell’arco  mx  han  presi  tutti  i 
valori  che  li  competono  da  mx  = 0 sino  ad  mx=2fKy  ossia 

da  a:=0  ad  , essi  (com’è  noto)  ritornano  ordinata- 
mi ' ' 

mente  i medesimi  da  ad  ;/w:  = 47r,  ossia  da  ar=  — 

m 

ad  x= — ; e poscia  di  nuovo  tornano  gli  stessi  da  mx—hr 

ad  mx=iyK,  ossia  daar= — adar= — , e cosi  sempre  ; tal- 

m m 

chè  l’estensione  del  periodo  è — . 

Quindi  ognun  vede  che  una  curva  la  cui  ordinata  è fun- 
zione periodica  dell’ascissa,  dee  costare  di  infinite  parti  eguali 
e simili,  che  si  seguono  l’una  all’altra,  e si  proiettano  in 
parti  eguali  e successive  dell’asse  delle  ascisse,  rispetto  alle 
quali  parti  sono  ancora  similmente  poste. 

17.  Meritano  pure  attenzione  le/unz/om' semplicemente  erta- 
li 0 identiche,  e le  funzioni  eguali  o identiche  fra  dati  limiti. 
Le  prime  son  quelle  che  sotto  forme  comunque  diverse  prendo- 
no valori  tra  essi  eguali  per  ciascun  valore  della  variabile,*  qua- 
lunque esso  sia  ; le  altre  poi  son  quelle  che  assumono  valori 
eguali  pei  soli  valori  della  variabile  compresi  tra  quei  limiti. 

Per  esempio  a:* — a*  ed  (ar  + a)(ar — a)  w>a  funzioni egua~ 
li,  come  pur  sono 

Var*-f-a*— a ed  ■ ec. 

ma  d’ altra  parte  la  funzione  fratta  — — , e la  serio  infinita 

‘ X — 1 
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l + + funzioni  eguali  fra  i limiti  1 ed  oo, 

X X 

e fra  i limiti  — le  — oo  ; perchè  l’eguaglianza  delle  prime 
si  verifica  per  tutti  i valori  di  x,  quella  poi  delle  seconde 
ha  luogo  pei  soli  valori  di  x compresi  fra  gl’  indicati  limiti, 
cioè  pei  valori  maggiori  di  1 o minori  di  — 1 , fuori  dei 
quali  limiti  la  serie  infinita  è divergente. 

È chiaro  da  ciò,  che  le  funzioni  eguali , prese  come  or- 
dinate di  curve  riferite  ai  medesimi  assi  danno  una  sola  e 
medesima  curva. 

Si  noti  che  ogni  equazione  tra  n variabili  può  dare  due 
funzioni  identiche  fra  n — 1 di  tali  variabili , e quindi  può 
considerarsi  come  una  equazione  virtualmente  se  non  attual- 
mente identica.  Infatti  , se  1’  equazione  si  supponga  risoluta 
rispetto  ad  una  delle  variabili  presa  come  ignota  , e il  va- 
lore che  ne  risulta  si  supponga  sostituito  ad  essa  variabile 
nei  due  membri  della  equazione  , questi  per  la  natura  delle 
radici  di  qualsiasi  equazione,  dovranno  cangiarsi  in  due  fun- 
zioni attualmente  identiche.  Cosi  1’  equazione 

y — O = — ; — , 

risoluta  per  rapporto  ad  y dà  y = , e questa  espres- 

sione di  y sostituita  ad  y nei  due  membri  dell’  equazione  dà 
r equazione  attualmente  identica 

— 0=  ^ 

18.  Finalmente , due  funzioni  di  una  stessa  variabile  si  di- 
cono^ talora  simili  quando  non  differiscono  se  non  nei  valori 
che  in  esse  ha  la  variabile.  Ciò  si  esprime  adoperando  la 
stessa  caratteristica  per  indicare  tali  funzioni , e notando  per 
esempio  con  x eà.  x-^h  i valori  essenzialmente  distinti  della 
T^ianile.  Adunque  J'\x)  e f{x-\~h)  esprimono  funzioni  si- 
mili di  una  variabile:  ed  è chiaro  che  in  linguaggio  geome- 
trico ciò  corrisponde  a dire  , che  in  una  stessa  curva  le  or- 
dinate son  funzioni  simili  delle  ascisse  corrispondenti. 

Queste  nozioni  delle  funzioni  eguali  o simili  si  estendo- 
no , come  ognun  vede,  anche  al  caso  di  più  variabili. 
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Differenze,  differenziali,  e metodo  degt infinitamente  piccoli. 


19.  Fino  a che  i geometri  si  restrinsero  à considerare  i di> 
Versi  valori  delle  funzioni  comparativamente  a quelli  delle 
loro  variabili  , le  applicazioni  e le  risorse  dell’  analisi  ncm 
furono  che  limitatissime.  Fu  la  considerazione  dei  cangiar 
menti  simultanei  delle  variabili  e delle  funzioni,  quella  che 
per  opera  di  uomini  di  genio  fece  cangiar  di  aspetto  all’  a* 
nalisi  , e per  essa  a tutte  le  matematiche.  Ora  in  questo  capo 
intendiamo  dare  le  nozioni  più  distinte  che  per  noi  si  potrà 
di  tali  cangizunenti  ^ ai  quali  accennammo  nel  n.  1 ) dei  loro 
rapporti , e dei  limiti  di  questi  rapporti. 

I cangiamenti  delie  variabili  chiamansi  differenze  di  esse, 
ed  altro  non  sono  se  non  aumenti  che  si  attribuiscono  alle 
medesime  , e che  si  supponine  indipendenti  fra  loro  e dallo 
stato  di  grandezza  delle  variabili . 1 cangiamenti  poi  che  sof> 
frono  le  funzioni  per  effetto  degli  aumenti  attribuiti  alle  va* 
riabili  si  chiamano  differenze  delle  funzioni.  L’uue  c l’ altre 
differenze  si  notano  colla*^  lettera  greca  A posta  innanzi  alle 
variabili  ed  alle  funzioni,  in  qualità  di  caratteristica.  Quindi, 
supposto  essere  y una  fflnzioue  di  x,  indicheranno  Aor  e Ay  un 
aumento  qualunque  attribuito  ad  x,  ed  il  cangiamento  che  ne 
consegue  per  y;  cosicché  x-\-àx  e y-f- Ay  esprimeranno  due 
nuovi  e simultanei  stati  di  grandezza  della  variabile  e della 
funzione,  e supposto 

y=.f{x),  sarà  necessariamente  y+ Ay=y(ar+ Aar). 


Giova  osservare  come  Aor  e Ay  siano  effettivamente  le 
differenze  tra  x ed  ar  + Aa:,  e tra  y ed  y-f-Ay;  e che  per 
ciò  quella  denominazione  sia  loro  bene  appropriata. 

20.  D’ altra  parte  sottraendo  f una  dall’  altra  le  due  equa- 
zioni precedenti , nasce 


+ /{^)» 


o pure  ( quando  non  si  voglia  indicare  la  funzione  y(ar)  con 
una  semplice  lettera  ) 


^ •/(2-)=/{x+  At)— /(x)  : 

forranlc  che  indicano  ancora  il  mezzo  generale  da  seguirsi 
per  trovare  la  differenza. 
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Così  per  esempio,  supposto  y=ar*,  sarà 
Ay  = A.ar*=(a:+ Ajr)* — ar*=3ar*Aar  + 3ar(Aj:)*+(ùar)*. 

21.  Supponendo  sempre  continua  la  funzione  f{x)  , sia 
LMNU  / J la  curva  espressa  dalla  equazione 

y=fÌF)’ 

È chiaro  che  ùkx  e potranno  rappresentare  un  aumento 
come  PQ  dato  all’ascissa  OP=ar,  ed  il  cangiamento  KR  che 
ne  risulta  per  1’  ordinata  PM  = y , il  quale  si«ottiene  con- 
ducendo per  M una  parallela  ali  asse  OX  fino  ad  incontrare 
r ordinata  QN , prolungata  se  fia  d’  uopo.  Ora  la  semplice 
ispezione  della  curva  fa  evidente,  che  almeno  da  un  valore 
di  ùkx  sulficientemente  piccolo  sino  a zero,  il  valore  di  Ay 
va  diminuendo  con  quello  di  Aa?,  e che  tutte  due  svaniscano 
insieme.  Può  anche  affermarsi  che  supponendo  essere  Aa; 
ossia  PQ  minore  di  qualunque  retta  data  o assegnabile , tale 
eziandio  debba  essere  Ay  ; poiché  se  si  potesse  assegnare  in 
tal  caso  il  valore  di  Ay  , ne  avverrebbe  che  prendendo 
sull’  asse  delle  y una  retta  uguale  ad  y -f-  Ay  , e menando 
per  l’estremo  di  essa  una  parallela  alF  asse  delle  x,  torne- 
rebbe assegnabile  ancora  il  punto  N,  e con  questo  la  retta 
PQ  = Ax  : il  che  è contro  la  ipotesi. 

In  simil  modo  per  la  considerazione  della  superficie  rap- 
presentata dall’equazione 

Si  renderebbe  evidente  che  da  valori  sulficientemente  piccoli 
in  giù  ^ Ax  e Ay,  la  differenza  Az  della  funzione  impiccio- 
lisca  con  esse  fino  a svanire  tutte  insieme , e che  non  potreb- 
b’  essere  assegnabile  il  valore  di  Az  allorché  quelli  di  Aar 
e Ay  si  supponessero  tutti  due  al  di  sotto  di  ogni  valore 
assegnabile. 

22.  Per  esprimere  con  una  sola  parola  che  una  quantità  si 
suppone  minore  di  qualunque  altra  dola  o assegnabile  della 
stessa  natura , chiamasi  in/ìnitamenie  piccola , o più  sempli- 
cemente infinitesima;  del  pari  che  dicesi  infinita  quando  si 
concepisce  maggiore  di  ugni  quantità  data  della  medesima 
natura.  Dunque  per  ciò  che  pocanzi  abbiamo  detto  , sarà  in- 
finitamente piccola  Ay  quante  volte  si  supponga  tale  Aa:  , 
quantunque  possa  esserne  incomparabilmente  maggiore  o mi- 


Digitized  by  Google 


Di  calcolo  DirrEHENZiAL£.  i3 

nere.  Ora  in  (pesta  ipotesi  particolare  le  miantità  Ax  c Ay 
non  più  si  chiamano  differeuze  , ma  sì  bene  differenziali 
( voce  diminuiiiva  di  differenze  ) , e si  denotano  con  dx  e dy. 

Adunque  il  differenziale  di  una  variabile  è per  noi 
un  aumento  injirùlamente  piccolo , e nel  resto  arbitrario, 
che  si  suppone  attribuito  ad  essa;  e il  differenziale  di  una 
funzione  continua  di  una  variabile  è il  canmamento  irdfni- 
tornente  piccolo,  che  questa  funzione  dee  soffrire  per  effetto 
di  un  aumento  irifinitameiUe  piccolo  attribuito  alla  varia- 
bile o che  torna  lo  stesso  , è ciò  che  diviene  la  differenza 
della  funzione  allorché  quella  della  variabile  si  suppone 
infinitamente  piccola. 

23,  Kon  essendo  una  quantità  infinitesima  minore  di  ogni 
altra  possibile  ( chè  allora  il  suo  valore  assoluto  non  potreb- 
b’  essere  che  zero  ),  ma  solo  di  ogni  altra  data  della  stessa 
natura  , si  concepisce  senza  difficoltà  che  un  infinitesimo  po- 
trebb’ essere  infinitamente  piccolo  rispetto  ad  un  altro  infini- 
tesimo. Supposto  per  esempio  che  1’  angolo  A031  ( Jiy.  2 ) 
sia  infinitamente  piccolo  al  confronto  di  un  qualunque  angolo 
dato  , ninno  potrà  negare  che  il  seno  MP  di  esso  , preso 
in  un  cerchio  di  qualun({ue  dato  raggio  AO  , non  sia  del 
pari  infinitamente  piccolo  rispetto  a questo  raggio  » e in 
conseguenza  ad  A'P;  ma  d’altronde  è noto  che  il  seno  verso 
PA  dello  stesso  angolo  è terzo  proporzionale  in  ordine  ad 
A'P  e PM  , dunque  PA  sarà  infinitamente  piccolo  rispetto 
a PM  siccome  lo  è PM  rispetto  ad  A'P.  Ora  un  infimtesi- 
mo  che  è tale  per  rapporto  ad  un  altro  infinitesimo , diccsi 
infinitesimo  di  secondo  ordine;  c in  simil  modo,  una  quan- 
tità che  fosse  infinitamente  piccola  rispetto  ad  un  infinitesimo 
di  secondo  ordine  si  direbbe  infinitesimo  di  terzo  ordine,  e 
così  appresso  per  quanti  altri  ordini  successivi  si  voglia. 

24.  Da  ciò  segue  ad  evidenza  che  il  prodotto  di  due  in- 
finitesimi di  primo  ordine,  e il  quadrato  di  uno  di  essi,  deb- 
bano riputarsi  come  infinitesimi  di  secondo  ordine  , quando 
anche  fossero  moltiplicati  per  un  qualunque  numero  dato. 
E che  similmente  il  prodotto  di  tre  infinitesimi  di  primo  or- 
dine , quello  di  uno  di  essi  pel  quadrato  di  un  altro  o per 
un  infinitesimo  di  secondo  ordine , e il  cubo  ancora  di  uno 
di  essi  , debbonsi  avere  in  conto  di  infinitesimi  di  terzo  or- 
dine , quando  anche  fossero  moltiplicati  per  numeri  grandis- 
simi ma  finiti  : e così  via  discorrendo. 
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2^.  È chiare  che  a funzioni  diverse  o disuguali  di  una 
variabile  debbano  ancora , generalmente  parlando , corrispon- 
dere differenze  e differenziali  diversi  ; ma  ciò  vien  reso  an- 
che sensibile  dalla  considerazione  delle  due  curve  distinte 
LAINU,  "kfAvoi  (Jig.  3 ) aventi  per  ordinate  quelle  funzioni , 
e per  ascisse  la  variabile  comune  ; poiché  ognun  vede  che 
per  la  diversità  delle  curve  le  ordinate  PM  e Pfz  corrispon- 
denti ad  una  medesima  ascissa  OP,  differiscono  in  generale 
disugualmente  dalle  rispettive  ordinale  QN  e Qv  corrispondenti 
all’ altra  ascissa  comune  OQ. , 

26,  Merita  nondimeno  attenzione  che  quando  la  curva 

non  fosse  che  la  curva  LMMJ  traslocata  parallelamente  al- 
l’asse delle  y,  e rappresentata  in  Imnu^  le  differenze  del  pari 
che  i differenziali  sarebbero  gli  stessi  per  le  ordinale  cor- 
rispondenti ad  una  medesima  ascissa  nelle  curve  LMNU , 
Imnu.  Ciò  equivale  a dire  che  sono  identici  i differenxùiU 
non  che  le  differenze  di  due  funzioni  le  quali  differiscono 
una  dall’  altra  per  una  quantità  costante , come  sono  f {x) 
e f{x)  + C quando  C si  supponga  costante  per  rapporto 
&a  X : e in  conferma  le  due  equazioni 

?/  ~f  (^)  ^ =/  (^)  + ^ 

si  accordano  in  dare  le  altre 

^y=f{x+^x)—f{x)  , ^Y—f{x-^^x)—f{x), 
le  quali  sussistendo  per  qualunque  valore  di  Ax , saranno 
anche  vere  per  quello  infinitamente  piccolo  indicato  da  dx, 
' nel  qual  caso  l’ equazioni  precedenti  si  voltano  nelle  altre 

ffy=f{^  + dx)—f{x) , dY^f{x  + dx)—f{x). 

Pertanto , comunque  sia  vero  che  un  medesimo  differen- 
ziale possa  competere  a funzioni  primitive  differentissime  , 
pure  il  divario  tra  queste  non  può  essere  che  una  quantità 
costante  ; e quindi  detta /{j")  una  delle  funzioni  aventi  un 
certo  differenzialo , tutte  le  altre  capaci  di  aver  lo  stesso  dif- 
ferenziale potranno  indicarsi  con  f \x)  C , essendo  C una 
quantità  che  non  varia  con  x,  eu  affatto  arbitraria  quando 
non  siavi  altra  condizione  a soddisfare. 

27.  La  considerazione  delle  varie  quantità  infìnilamenle 
piccole , sia  di  diversi  sia  dello  stesso  ordine , prestandosi 
d’ordinario  maravigliosamente  alle  più  astruse  ricerche  geo- 
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metriche  e fìsiche  , viene  risguardala  come  il  fondamen- 
to deir  analisi  infinitesimale.  Il  principio  dominante  di 
quest’analisi  consiste  l.“  in  dover  tenere  come  vrjuali  due 
quantità  sfinite  fonando  non  differiscono  una  dall'  altra  che 
di  un  infinitesimo , perché  non  si  saprebbe  assegnare  tra 
esse  alcuna  ineguaglianza  , per  piccola  che  si  voglia  ; 2,®  in 
dover  parimente  stimare  uguali  due  infinitesimi  dello  stesso 
ordine  quando  non  differiscono  che  di  un  irfinitesimo  di 
ordine  superiore , percnè  questa  loro  differenza  non  fe , per 
la  sua  picciolezza  relativa  , paragonabile  ad  essi. 

Questo  medesimo  principio  si  enuiizia  più  brevemente  di- 
cendo che  nell’  espressioni  analitiche  dove  intervengono 
miantità  infinitamente  piccole , è lecito  disprezzare  ( salva 
l’esattezza  dei  risultati ) gl’infinitesimi  aggiunti  a quan- 
tità sfinite , 0 ad  altri  infinitesimi  di  ordine  inferiore. 

28.  Stando  a questo  principio  , facilissima  è la  ricerca 
del  differenziale  di  una  data  funzione  di  x quando  consti  che 
la  differenza  di  essa  sia  un  polinomio  della  forma 

P^x■^  U{^xY  , 

come  accade  per  ogni  funzione  algebrica , razionale,  ed  in- 
tera ; poiché  allora  trovato  il  solo  primo  termine  P^x  di 
questo  polinomio , basterà  voltare  Aj  ’m  dx , e il  differen- 
ziale della  funzione  ‘ sarà  Pdx. 

Gos'i  per  la  funzione  y = aaf'^  dove  n supponiamo  che 
sia  intero  e positivo , si  ha 

Ay==o(a:+ Aar)* — aa:"=ngar*~*Aa?4-”^”  ^^og*~*(Aar)* 

k •Iti 


e per  conseguenza 


+ 

dy  = naaf~‘  dx. 


+ a(Aar)-, 


29.  Men  facile  però  sembra  essere  la  ricerca  del  differen- 
ziale della  funzione  data  f (x),  quando  sebbene  siasi  certo  che 
la  differenza  di  essa  ammette  di  essere  sviluppata  secondo  le 
potenze  ascendenti  di  Aa:,  pure  questo  sviluppo  é una  serie 
mfìnita  ; perché  allora  , quantunque  Ax  si  supponga  iufìni- 
tamcnle  piccola , pur  non  si  vede  chiaro  come 


Q ( Aar)*  -f-  7?  ( Aa:)’  -j-  ...  all’  iufluilu 
possa  disprczzarsì  al  confronto  di  PAx. 
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30.  In  oltre,  quando  si  tratta  di  una  quantità  di  cui  si 
scorge  chiaramente  la  dipendenza  da  ar  e da  una  data  fun- 
zione y di  questa  variabile , ma  di  cui  s’ ignora  la  erores- 
sione  m ar,  ed  anco  l’ equazione  che  stabilisce  la  dipendenza 
di  essa  da  x ; la  ricerca  del  suo  differenziale  non  procede 
altrimenti  per  regole  generali,  ma  esige  che  si  combini  accor- 
tamente il  principio  di  sopra  (n.  27)  enunciato  colle  proprietà  . 
della  funzione  data  e delta  funzione  richiesta.  E il  ragiona- 
mento che  si  adopera  all’  uopo  , o qualche  ipotesi  che  paresi 
se  utile  di  adottare  , voglion  essere  o indipendenti  dalla 


alla  curva  LMN  ai  data  equazione , si  scorge  ne  ne  essere 
una  certa  funzione  di  ar  = OP  , quando  l’ ordinata  AG  dalla 
quale  incomincia  si  suppone  assegnata  , e non  variare  con  x; 

Serchò  la  determinazione  di  ar  è necessaria  e suiBciente  alla 
eterminazione  dell’  area.  Ciò  nondimeno , supposta  esser  t 
cotal  funzione , non  si  ha  nè  la  espressione  di  / in  or , nè 
una  equazione  fra  t,  x,  e quantità  date  : che  anzi  la  determi- 
nazione di  tale  espressione  o di  tale  equazione  potrebb’essere  il 
fine  che  vuoisi  conseguire.  Ora,  per  ciò  che  concerne  il  diffe- 
renziale di  / si  osserverà  che  facendo  PQ  = Aa: , torna  come 

f»iù  sopra  NR=Ay,  e A/=PM1NQ.  Di  più,  riguardando 
’ arco  MIN  come  ima  linea  retta  ( il  che  sarebbe  la  ipotesi 
alla  quale  pocanzi  accennammo  ),  e con  ciò  misurando  questo 
trapezio  colla  nota  regola , il  risultato 

I Aar  (2y  + Ay)  = yàx  + i Aar.  Ay 

è certamente  erroneo  ; ma  qiiesto  errore  impicciolisce  con 
Aar  e Ay,  e quando  queste  differenze  divenendo  infinitamente 
piccole  si  voltano  in  dx  e dy , il  risultato 
ydx  + i dxdy 

presenta  due  termini  , il  secondo  dei  quali  è infinitamente 
piccolo  non  solo  in  sè  stesso,  ma  si  bene  rispetto  al  primo.  É 

3 e questo  primo  termine  ydx  il  differenziale  dell’area 
, e in  questa  asserzione  non  v’ha  che  un  errore  in- 
finitamente piccolo  di  secondo  ordine  ; cosicché  ancora  l’ in- 
sieme di  inaiti  errori  consimili  sarebbe  minorp  di  qualsivo- 
glia quantità  finita. 
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31.  Nel  caso  particolare  della  curva  espressa  dalla  eoua- 

zione  y=x* , ossia  di  una  parabola  conica  OWSfJìg.p  J, 
sarebbe  dl  = x'dx ; e sapendo  d’altronde  ( /?.  28  ) ebe  x'dx 
è il  differenziale  di  ar* , o piuttosto  di  y a:*  + C,  ne  viene 
in  conseguenza  che  trovasi  determinata  la  funzione  stessa  in- 
dicata da  i , risultando  ( n.  26  ) t = \ -{•  C.  Per  verità  in 

(mesta  espressione  la  forma  insieme  ed  il  valore  della  costante 
C sono  affatto  arbitrari , quando  non  si  dee  o non  si  vuole 
adempiere  se  non  alla  condizione  che  il  differenziale  di  t sia 
3^dx  ; ma  se  inoltre  si  voglia  che  l’area  indicata  da  / sia 
OPM  , la  detta  espressione  dovrà  ridursi  a zero  con  x , ed 
allora  dovendo  esser  zero  anche  C,  sarà  definitivamente 

/ = OPM  = y X*  = y xy. 

Questo  facilissimo  esempio  basta  esso  solo  a mostrare  il 
doppio  scopo  e il  doppio  procedimento  dell’  analisi  infinite- 
simale , cioè  il  diretto  del  metodo  o calcolo  differenziale 
ordinato  a trovare  il  differenziale  di  una  data  funzione  , 
e l’inverso,  che  dicesi  wjc/orfo  o calcolo  integrale,  ordinalo 
a trovare  una  funzione  di  dato  differenziale. 

CAPITOLO  111. 

Rapporto  della  differenza  della  funzione  a quella  della 
variabile , e Ugnile  di  esso.  Metodo  dei  limili , e metodo 
delle  funzioni  derivale. 

32.  Le  cose  per  noi  dette  dal  «.  23  fin  (pii , sembrano 
bastevoli  a provare  che  se  il  metodo  infinitesimale  cosi  pre- 
sentato può  essere  tenuto  esatto  nei  suoi  risultamenti  ( come 
per  esempio  in  quello  che  dianzi  abbiam  trovato  per  1’  area 
parabolica  , e che  si  accorda  perfettamente  con  un  teorema 
rimastoci  da  Archimede  ) lascia  nondimeno  alcun  che  a desi- 
derare in  ordine  al  principio  ( «.  27  ) su  cui  riposa , o come 
suol  dirsi , in  ordine  alia  sua  metanica e in  conferma  di 
ciò  non  mancano  esempi  di  notevoli  errori  incorsi  da  geo- 
metri altronde  abilissimi  , che  tolsero  ad  unica  loro  guida 
quel  principio.  Ciò  ha  dato  origine  ad  una  maniera  più  acj 
curata  , che  nasce  dalla  consiiTerazione  del  rapporto  delle 
differenze  Ax  e Ay,  più  che  dai  valori  assoluti  di  esse. 
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Unendo  nella  fig.  6 il  punto  M avente  per  coordinate  x,  y, 
eoU’altro  N avente  per  coordinate  ar-f- Aar,  y + Ay,  e prolun- 

Sdo  la  corda  MN  sino  ad  incontrare  l’asse  delle  x,  nascono  i 
triangoli  simili  NRM,  MPS,  e però  abbiamo  la  proporzione 

NR  : RM  : : MP  : PS  , ossia  Ay  : Aar  ; : y : PS, 


donde 


= X 

X PS' 


Ora  se  noi  supponiamo  che  rimanendo  fisso  il  punto  M , preso 
dovunque  nella  curva  ( eh’  è quanto  dire  rimanendo  immutato 
il  valore  di  a:),  impiccioliscano  sempreppiù  Ax  e Ay;  il  punto 
N si  avvicinerà  continuamente  ad  M,  e la  secante  MIS  venendo 
come  a rotare  intorno  a questo  punto  , prenderà  evidente- 
mente e necessariamente  una  posizione  determinata  quando  il 
punto  N coincide  con  M.  Questa  posizione  generalmente  uni- 
ca , che  noi  supponiamo  indicata  da  TMU  , dicesi  tangente , 
e la  PU  si  chiama  sottangente  : ò dunque  chiaro  che  a se- 
conda che  Sx  e Ay  da  valori  suCBcientemente  piccoli  si  av- 
vicinano a zero  , il  loro  rapporto  avvicinasi  a quello  dell’or- 
dinata alla  sottangente , o pure  ( quando  gli  assi  si  suppon- 
gono rettangolari  ) alla  tangente  trigonometrica  dell’  angolo 
che  la  tangente  della  curva  comprende  coll’  asse  delle  x , e 
segnatamente  dell’  angolo  contenuto  da  quelle  porzioni  del- 
r asse  e della  tangente,  le  quali  dal  punto  a incontro  di  queste 
rette  si  distendono  nel  senso  delle  x positive  e delle  y positive. 
Ma  da  una  parte  è evidente  che  quest’  ultimo  rapporto  è una 
funzione  dipendente  da  y,  perche  ad  ogni  punto  di  una  data 
CHrva  non  può  corrispondere  che  una  sola  tangente  ; e da 
un’  altra  parte  è noto  che  quante  volte  una  quantità  variabile 

Suò  avvicinarsi  ad  un’  altra  fissa  tanto  da  differirne  meno 
’ ogni  quantità  assegnabile  , la  quantità  fissa  dicesi  limite 
della  variabile  : dunque  per  ogni  funzione  continua  di  ar , e in 
essa  per  ogni  valore  dì  ar  il  rapporto  della  differenza  della 
funzione  a ^ella  della  variabile  ha  sempre  un  limite  il  quale 
è un’  altra  funzione  di  x di  valore  ordinariamente  finito  (a). 


(a)  Nel  detto  modo  noi  riguardiamo  ( seguendo  l’uso  ordinario  ) la  tan- 
gente di  una  curva  in  un  punto  di  questa , come  il  limile  delle  suc- 
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33.  Indipendentemente  dalle  considerazioni  geometriche  ciò 
è anche  chiaro  , almeno  per  lo  funzioni  algebriche  e razio- 
nali , sotto  il  ponto  di  veduta  analitico.  Cosi  per  la  funzione 
y = ojr*  avendo  tro^  alo 

Ay  = nax"~‘  àr  -|-  ^ ^ aoT"  ( A.r )*  •+■ . . . -f  « ( A./- )’ , 

sarà 

— = nax’~'  -H  . ■ + ...  + a ( Ar)"”'  ; 

c siccome  i termini  del  secondo  membro  di  questa  equazio- 
ne , eccetto  il  primo  , convergono  a zero  con  Ax , è chiaro 
che  il  limite  di  esso  secondo  membro  è nax"'',  ciò  che  si 
suole  indicare  scrivendo 

lini  = mx"~'. 

Ax 

34.  La  nuova  funzione  di  cui  abbiam  provala  l’ esistenza , 
e la  cui  proprietà  carallcrislica  c di  rappresentare  il  limite 
del  rapporto  del  cangiamento  della  funzione  primitiva  a quello 
della  variabile  , dicesi  funzione  derivata  , perchè  infatti  de- 
riva o dipende  dalla  primitiva  ; e supponeiuìo  indicata  questa 
da  y o J'(x)  , suol  quella  indicarsi  con  uno  dei  simlxili 


cessive  posizioni  che  piglia  una  secante  menala  per  esso  e pfr  un 
altro  punto  della  curva  che  si  acticipa  indejinilamente  al  primo  ; ma 
è bene  osservare  che  si  può  anche  riguardar  la^  tangente  sotto  puntini 
veduta  più  generali  ed  egualmente  veri  : come  quando  una  curva  can- 
gia di  posizione  e di  forma  in  una  maniera  continua , e nel  tempo  stesso 
taglia  una  retta  fìssa  in  due  punti  sempre  più  vicini  tra  loro  ; o come 
quando  una  curva  nei  suoi  cangiamenti  successivi  converge  ad  un’altra 
fissa  , ed  insieme  due  suoi  punti  si  avvicinano  tra  loro  e si  raccolgono 
in  uno  sulla  curva  fìssa.  Mei  primo  di  questi  casi  c chiaro  che  la  retta 
fìssa  da  secante  finisce  per  divenire  la  tangente  della  forma  che  prende 
la  curva  , quando  i due  punti  d’ intersezione  si  confondono  ultimamente 
in  un  solo  ; e nel  secondo  caso  è ugualmente  chiaro  che  la  corda  la 
quale  unisce  i duo  punti , da  secante  di  posizione  variabile  finisce  per 
coincidere  colla  tangente  della  curva  fissa  nel  luogo  di  riunione  dei 
due  punti. 
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f/,  y' ,f  [t],  Dy  (a).  Cosi  per  la  funzione  y = f{x)=iax”, 
sorire 

y=f'ÌF)  — y'  = i>y  = nox"-'. 

3S.  La  funzione  derivala  potrchhe  a'^i-ai  bene  tener  le  veci 
dei  differenziali  della  variabile  e della  funzione  , perche  una 
data  funzione  non  può  avere  che  un’  altra  sola  funzione  per 
sua  derivala  ; e viceversa  , data  una  funzione  come  derivata 
di  un’altra,  quest’ altra  non  può  essere  che  una  sola  in  quanto 
alla  parte  variabile  , cui  poscia  ò lecito  unire  ( n.  26  ) una 
costante  di  forma  e di  valore  arbitrario.  Nondimeno  i più  , 
trovando  utile  nelle  quistioni  geometriche  c fìsiche  1’  uso  dei 
differenziali  propriamente  delti , o piuttosto  l’ uso  combinato 
delle  funzioni  (ferivate  e dei  differenziali  , noi  andremo  a 
stabilire  in  un  modo  più  preciso  la  nozione  di  questi  facendola 
emergere  dalla  nozione  della  funzione  derivata,  che  dee  sembra- 
re limpidissima  quando  si  riguarda  come  il  limile  del  rapporto 
del  cangiamento  della  funzione  a quello  della  variabile. 

Avendo  veduto  nei  n.'  32  c 33  che  quanto  più  Aa”  e Ay  con- 
vergono a zero  , tanto  maggiormente  il  rapporto  ^ avvici- 
nasi alla  funzione  derivata,  ne  viene  in  conseguenza  che  ~ 

<lx 

differirà  infinitamente  poco  da  questa  funzione  , c che  le  sa- 
rebbe rigorosamente  uguale  (piando  dx  e dy  si  supponessero 
con  Eulero  esattamente  nulli  : supposizione  la  quale  se  ha 
' del  paradosso  , perchè  non  saprebbe  concepirsi  rapporto  fra 
due  zeri , pure  non  è a credersi  assurda  perchè  non  conduce 
ad  assurdi.  Adunque  , riguardcindo  come  esatta  la  equazione 

dacché  l’ errore  che  essa  include  cade  al  di  sotto  d’ ogni  quan- 
tità assegnabile  , tale  sarà  pur  l’ altra 

dy  = y'dx=f{x).dx 


(a)  La  prima  di  queste  iiotazioDÌ  fu  adoperata  dal  Newton  , che 
chiamò  Jtuisione  la  nuova  funzione  ; le  due  seconde  furono  introdotte 
da  Lagrange  , e I'  ultima  dal  sig.  Cauchy. 
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che  ne  consegue , e che  ci  dimostra  che  tl  differenàale  di 
una  funzi<me  di  una  variabile,  definito  come  ài  n.  22,  egua- 
glia il  prodotto  della  derivala  della  funzione  pel  differen- 
ziale della  variabile.  E però,  quel  dificrenziale  sarà  deter- 
minato con  tutta  r esattezza  desiderabile,  quando  si  cerchi 
prima  la  derivata  della  funzione,  mediante  la  sua  proprietà 
caratteristica  di  essere  ( ».  32  ) il  limite  del  rapporto  del  can- 
giamento della  funzione  a quello  della  variabile  ; cioh  a dire 
mediante  la  formolo 

/'  (r)  = lim^  = , 

' A*  Ax 

che  vuol  esser  tenuta  come  fondamentale  nel  metodo  dei  li- 
miti , e dove  il  valore  di  x rimane  immutato  frattanto  che 
quello  di  Aar  converge  a zero. 

36.  Di  più  , essendo  provato  che  per  qualunque  funzione 

continua  y=f{x)  il  rapporto  ammette  per  ogni  valore 

di  X un  limite  y'  o ff{x) , al  quale  si  avvicina  secondo  che 

Ax  e Ay  convergono  a zero  , la  differenza  tra  ^ e y'  (ar) 

dovrà  amiullarsi  con  Aar , e quindi  equivalere  al  prodotto 
di  una  funzione  di  ar  e Aa:  per  l’ aumento  Aa:  elevato  ad  un 
esponente  positivo,  come  a dire  i^)(ar, Aar).(Aa’)«. 

Pertanto  avremo 

^ =/(^)  + ^>(a-,^:r).(Aa-)», 

c quindi  * 

Ay=f  (a:).  Aa*  + (a:,  Aa:).(Aa^)*-t-» . 

Or  questa  formola  , da  cui  emerge  anche  quest’  altra, 
notevolissima , 

/(ar  -h  Aa:)  =f{x)  +/'  {x) . Aa; (a: , Aa:) . { Aa:)»-*-» , 

ci  fa  vedere  che  quando  delle  due  parti  onde  si  compone  la 
differenza  Ay  , e che  debbono  svanire  con  Aa:  , la  prima 
/'(a*).Aa:  prende  un  valore  infinitamente  piccolo  ma  com- 
parabile a quello  di  Aa: , 1’  altra  dee  divenire  infinitamente 
piccola  di  ordine  superiore  , e come  nulla  rispetto  alla  prima 
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e a Nulla  dunque  di  più  giusto  di  quanto  dice  Pois* 
son,  il  quale  chiama  dilFerenziale  di  una  funzione  il  cangia- 
mento infinitamente  piccolo  di  questa,  ridotto  al  medesimo 
ordine  di  grandezza  di  quello  attribuito  alla  variabile  colla 
soppressione  degl’ infinitamente  piccoli  di  ordine  superiore. 

La  considerazione  delle  linee  curve  getta  vieppiù  luce  su 
questa  conclusione  , rendendone  in  certo  modo  sensibile  la 
verità.  Infatti , esprimendo  à.y  la  retta  NR  (fig.  d J , e per 
la  significazione  trigonometrica  di  /'{x)  dinotando  f'{x).Ax 
la  retta  RT , rappresenterà  NT  la  seconda  parte  della  diffe- 
renza. Ora  la  semplice  ispezione  della  curva  fa  palese  che 
da  un  valore  sufficientemente  piccolo  di  MT  in  sotto,  la  NT 
diminuisce  molto  più  rapidamente  della  MT  , e quindi  an- 
cora della  MR=Aar,  che  si  tiene  in  rapporto  costante  ad  MT. 

37.  La  funzione  derivala  f (a:)  servendo  come  di  coeffi- 
ciente a dx  nella  espressione  del  differenziale  f (x) . dx  della 
funzione  f{x),  chiamasi  coefficiente  differenziale  della  fun- 
zione , e per  le  cose  anzidette  la  ricerca  del  differenziale  è 
una  conseguenza  di  quella  del  coefficiente  differenziale. 

Reciprocamente  , se  si  volesse  far  dipendere  (salva  l’esat- 
tezza del  risultato  ) la  funzione  derivata  o il  coelficienle  diffe- 
renziale dai  differenziali  della  variabile  e della  funzione  primi- 
tiva , converrebbe  trovare  indipendentemente  dai  limiti  F e- 
spressione  analitica  di  Ay  in  x c Ar,  che  aUora  sopprimendo 
in  questa  i termini  affetti  da  Aor  innalzata  ad  esponenti  mag- 
giori di  1 si  avrebbe  il  differenziale,  c in  questo  sopprimendo 
ancora  il  Aa?  resterebbe  il  coefficiente  differenziale.  Or  questo 
modo  esigerebbe  spesso  F uso  di  serie  infinite  non  prima  di- 
mostrate convergenti , e per  quanto  ne  assicura  il  sig.  Gaueby 
la  piupparte  dei  geometri  sono  al  presente  di  accordo  in  ri- 
conoscere la  incertezza  dei  risultati  ai  quali  si  perviene 
coll’  uso  di  tali  serie. 

38.  Oltre  a ciò,  quando  con  procedimento  facile  e rigoroso 
si  potesse  avere  ( poiché  non  trattasi  di  verità  meramente 
spccolative  ma  pratiche  ) por  ogni  funzione  di  x quel  che  ò 
sì  facile  per  le  funzioni  algebriche  razionali  ed  intere , cioè 
una  serie  delia  forma 

Pdx  -f-  Qdx^+'*  -|-  ec. , 

che  fosse  convergente  quando  si  protrae  all'infinito,  e che  ugua- 
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glia89ey^(o?  + «fe) — ,f(x),  allora  non  vi  sarebbe  punto  bi- 
sogno di  considerare  ne  infinitamente  piccoli  nè  limiti  di 
sorta , potendosi  ottenere  i risultati  tutti  del  calcolo  infinite- 
simale colla  sola  algebra  ordinaria  o dei  finiti  : come  egre- 
giamente ha  dimostrato  Lagraiige  , il  cui  metodo  se  ha  pecca 
veruna  è appunto  questa,  che  riposa  sulla  considerazione  di 
una  serie  infinita  non  sempre  convergente. 

Questa  serie  infinita , conosciuta  sotte  il  nome  di  teorema 
0 serie  di  Taylor , è della  forma 


/ w + t/'  w + tt/'»  + S/'"  w + «=■ 


(Ax)’ 


(Ax)5 


ed  in  essa  (t)  , f"  [x) , ec.  sono  qui  scritte  per  indicare 
nuove  funzioni  di  x. 

Lagrange  dimostra  esser  dcssa  lo  sviluppo  della  funzione 
f{x-)-£ix)  secondo  le  potenze  intere  e positive  di  , quante 
volte  x si  lascia  indeterminata  ; ma  dacché  _/’(x-+-At)  possa 
così  svilupparsi  , non  segue  necessariamente  clic  debba  es- 
servi identità  fra  la  funzione  e il  di  lei  sviluppo  , allorché 
questo  si  protrae  all’  infinito.  Concessa  la  identità , tutto  pro- 
cederebbe a mara\iglia,  poiché  allora  da  una  partesi  vede 
facilmente  ( come  nel  n.  33  ) che  f'  (x)  è la  funzione  deri- 
vata di  f{x)’,  e d’  altra  parte  nufla  ci  sembra  potersi  ob- 
biettare al  modo- con  che  Lagrange  dimostra  esser  parimente 
/"  (x\  funzione  derivata  di  f'  {x) , f"  (x)  funzione  derivata 
ec  : come  agevolmente  si  può  verificare  sulla  fun- 
zione ax’  quando  n è numero  intero  e positivo. 

La  denominazione  istcssa  di  funzione  derivala  ( che  noi 
seguendo  l’ uso  generalmente  invalso  usammo  per  indicare  il 
limile  del  rapporto  del  cangiamento  della  funzione  a quello 
della  variabile  ) fu  introdotta  da  Lagrange  , il  cui  metodo 
ò per  ciò  conosciuto  sotto  il  nome  di  metodo  delle  finizioni 
derivate  , o dello  sviluppo  in  serie.  Il  medesimo  non  essendo 
in  oggi  seguito  che  da  pochissimi  geometri , noi  saremo  con- 
tenti di  averne  data  questa  brevissima  notizia  , rimettendo  il 
lettore  per  la  piena  conoscenza  di  esso  alla  Teoria  delle  fun- 
zioni analitiche,  ed  alle  Lezioni  sul  calcolo  delle  funzioni- 
opere  che  non  cesseranno  mai  di  essere  un  monumento  delle 
scienze  matematiche. 

39.  Al  contrario  , il  metodo  degl’ infinitamente  piccoli  es- 
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sendo  quasi  il  solo  adoper£ito  finora  nelle  quistioni  geome- 
triche e fisiche , e altronde  potendo  avere  tutto  il  rigore  de- 
siderabile quando  la  nozione  dei  diUercnziali  si  desume  da 
quella  dei  limiti , sarà  desso  il  metodo  che  noi  principalmente 
seguiremo  in  questi  elementi  , ed  a tal  fine  considereremo 
più  da  vicino  i limiti  delle  funzioni,  dopo  che  avremo  fatta 
circa  i differenziali  delle  funzioni  eguali  , e delle  funzioni 
che  diconsi  inverse  le  uno  delle  altre  , una  osservazione  che 
potrà  esserci  utile  nella  ricerca  di  questi  differenziali. 

40.  Supponendo  9 (a-)  = 4 (•^)  > curve  aventi  per  ascissa 
comune  x , e per  corrispondenti  ordinate  rettangolari  9 (x)  e 
non  sono  già  due  (n.  /7)  ma  una  sola  chì  istessa,  che  sup- 
poniamo rappresentata  da  LMi\  (Jig.  6 j.  Dunque  le  funzioni 
9'(ar)  e >!-' (x)  che  dinotano  l’una  e f altra  la  tangente  tri- 

Sonomctrica  dell’  angolo  MUX  compreso  dalla  tangente  MUV 
i detta  curva  colf  asse  delle  x , saranno  eziandio  eguali  tra 
esse  , e in  conseguenza  seu'à  pure 

9'  (t)  . fft:  = -4.'  • dx  , ossia  rf.  9 (ar)  = cf . 4-  (ar). 

Dunque  le  funzioni  eguali  hanno  bensì  eguali  derivate  o coef- 
ficienti differenziali , ed  eguali  differenziali  ; cosicché  l’equa- 
zioni  identiche  , o come  ad  altri  piace  le  idenlilà  , al  dippiù 
delle  operazioni  o trasformazioni  permesse  nell’  equazioni  de- 
terminate ne  ammettono  ancora  un’altra  che  diccsi  deriva- 
zione o differenziazione. 

La  verità  di  cui  si  tratta  è anche  facilissima  a dimostrar- 
si analiticamente.  Infatti  supponendosi  vera  la  equazione 

9 (^)  = 4 {x) 

per  tutti  i valori  di  x,  o pei  valori  compresi  fra  dati  limiti,  * 
sarà  pur  vera  l’equazione 

9(ar4-Aar)  = 4(a-  + Ar) 

da -valori  sufficientemente  piccoli  di  da:  sino  a zero.  Dunque 
r equazione 

y ( ar  -1-  Aa;  ) — (j) 4^  ( x -h  a j ) — j.  (a;) 

Ax  Ax 

che  emerge  da  esse , non  lasciando  mai  di  verificarsi  al  cop- 
vergerc  di  Aa;  a zero,  è forza  conchiudere  che  il  limite  del 
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primo  membro  sia  eguale  a quello  del  secondo,  cioè  a diie 
che  <5>' (t)  = >^' (x) , e quindi  <if>  {x).(/x  = ^' 

41.  Sunponiamo  ora  che  la  curva  LMN  rappresenli  un’equa- 
zione qualunque  J‘{x  , y)  = 0,  per  eirclto  della  quale  respres- 
sionc  (li  y \n  X , c quella  di  x iu  y si  dicono  (ri.  12  ) fun- 
zioni inverse  1’  una  dell’  altra.  La  derivala  ^ di  v conside- 

dx 

rata  come  funzione  di  x,  esprimerà  la  tangente  trigonometrica 

dx 

dell’ angolo  MUX  ; c in  siinil  mudo  ^ , ossia  la  derivata  di 

X considerata  come  funziono  di  y , esprimerà  la  tangente 
Iriconometrica  dcirangolo  MVY  ; ma  dal  triangolo  rettangolo 
UOV  abbiamo 


tan  MUX  . lan  MVY  = 1 , 


dunque  sarà  pure 

, dydx 

tf X',  Q vero  = 1 ; 

^ dx  dy 

come  se  si  trattasse  di  una  equazione  meramente  algebrica.  Ciò 
imporla  che  quando  due  funzioni  sono  inverse  l’una  dell’altra 
nel  senso  dichiiiralo  al  n.“  12,  il  prodotto  delle  loro  derivate  è 
r unità  ; cosicché  queste  derivale  sono  inverse  l’una  dell’  altra 
nel  senso  più  ovvio  che  1'  unità  divisa  per  una  vale  l’altra. 

* 42.  La  considerazione  delle  curve  rende  pure  manifesto 
che  la  derivala  di  una  funziono  pari  debba  essere  funziono 
impari , c viceversa.  Infatti , (piando  /‘(a*)  e come  x*  fun- 
zione pari  di  X , la  curva  espressa  dall’ equazione  y =f{x) 
giace  simelricamenle  (n.  14)  rispetto  all’asse  delle  y,  come 
la  ;w().M  della 5';  e però  le  tangenti  MT,wi/  di  essa  nei 
punti  M,  m relativi  alle  ascisse  a"  e — x formando  angoli 
eguali  colle  rispettive  parli  TX  e /a"  dell’ asse  delle  x,  l’an- 
golo tnl'L  è supplemento  di  MTX  ; ma  dal  n.”  32  abbiamo 

f (a")  = lan  MTX  ,/'  ( — x)  = tan  ml\  , 

dunque  , essendo  eguali  c di  segno  contrario  le  tangenti  tri- 
gonometriche di  due  angoli  supplementi  un  dell’ altro,  avre- 
mo f'(x)= — ■/'( — x),  e quindi  /' (ar)  sarà  funzione  impari. 

D’altra  parte,  supponendo  essere  f(x)  una  funzione  im- 
pari , come  x^  , le  parti  OM , 0/«  (Jiy.  7 ) della  curva  che 
vien  espressa  dall’ equazione  y = /(j'),  c che  necessariamente 
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dee  passare  per  0 , saranng  e^ali  tra  loro  , e inoltre  gia- 
ceranno similmente  una  però  m di  sopra  di  OX  1’  altra  al  di 
sotto  di  Ox  : il  perchè , le  tangenti  corrispondenti 

alle  ascisse  x , — ^ comprenderanno  angoli  eguali  con  TX 
e te  ; ma  di  nuovo  pel  u.°  32, 

f (x)  = tan  M I X , /'  ( — a:  ) = tan  mix  , 

duoque,  per  regungllanza  degli  angoli  MTX  od  mix  avremo 
J^(x)=zj'[  — x)„  e quindi  /*(x)  sarà  lunzione  pari. 

* 43.  Per  simili  considerazioni  è afTatlo  semplice  il  dimo- 
strare che  le  derivate  delle  funzioni  periodiche  debbano  es- 
sere anche  pcriodiclie  , ed  avere  un  periodo  di  eguale  esten- 
sione. Infatti  le  curve  aventi  per  ordinate  i valori  di  tali  fun- 
zioni costano  ( n.  16  ) di  inGnite  parti  eguali,  che  si  seguono 
le  line  alle  altre  e sono  similmente  poste  rispetto  alT  asse 
delle  X {.fig.  8 ) ; quindi  la  tangente  in  un  punto  qualun- 
que M di  una  ib  tali  parti  , e quelle  dei  punti  omologhi 
M',M", ...  presi  nelle  successive  altre  parti,  non  possono 
non  inclinarsi  egualmente  e nel  medesimo  senso  all’  asse  del- 
le X.  Ma  per  la  natura  delle  funzioni  periodiche  le  distanze 
successive  dei  nominati  punti  omologhi  eguagliano  tutta  l’e- 
stensione  del  periodo  ; dunque  la  funzione  derivata  , che  e- 
sprirne  la  tangente  trigonometrica  di  detta  inclinazione,  aven- 
do la  proprietà  di  rimanere  la  stessa  per  valori  di  x che  dif- 
feriscono successivamente  fra  loro  per  lo  dette  distanze,  sarà 
pur  essa  periodica  e di  eguale  periodo. 

CAPITOLO  IV. 

Proprietà  generali  dei  limiti  delle.  Junzioni , e ricerca 
effettiva  di  alcuni  di  essi. 

44.  Chiamiamo  limite  di  una  funziono  rispetto  ad  una  o 
più  delle  sue  variabili  , il  valore  a cui  la  funzione  può  av- 
vicinarsi indcfinitamenlc  e con  legge  di  continuità  , frattanto 
die  quelle  vaiiabili  convergono  similmente  verso  rfo/z  valori, 
a partir  da  altri  comunque  prossimi  ai  medesimi.  Nei  limili 
ordinari , il  valor  dato  verso  del  quale  convergono  le  va- 
riabili è zero;  ma  vi  ha  dei  limili  pei  quali  il  detto  valore 
è \' injìnito , o però  incapace  di  esser  dato;  e ve  ne  ha  pure 
dove  sono  valori  effettivi. 
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l*er  esempio  y/i  -4-«  e cos  x hanno  l’unilà  per  limite  or- 
dinario. Le  somme 

i i + T + i , T + { + T + , ee. 

hanno  ancora,  coni’ è noto  dall’ algebra  comune,  l’unità  per 
limite  a cui  si  avvicinano  a secomla  che  cresce  il  numero  dei 
loro  termini  ; e nel  medesimo  senso  si  dico  in  geome- 
tria che  il  cerchio  è il  limile  dei  poligoni  regolari  ad  esso 
iscritti  o circoscritti,  liguahncnle  puf)  dirsi  che  | ed  1 siano 
i limili  di  sen  as  e lan  x per  rapporto  ad  x convergente  ver- 
«v  «■ 

6 ° 4‘ 

4o.  Osserviamo  in  generale  che  supi)onendo  uniforme  e 
continua  una  funzione  qualunque  f(x)  da  x = a sino  ad 
xs=A,  j)er  ogni  vàlorc  « di  <»,  intermedio  ai  due  a ed 
il  corrispondente  valore  / (*)  della  funzione  può  dirsi  limite 
dei  valori  che  essa  prendo  da  un  valore  di  x snllicieulcmenle 
vicino  ad  a sino  ail  «.  infatti  supponejido  descritta  la  curva 
avente  x per  ascissa  ed  J\x)  per  ordinata  , questa  curva  sarà 
continua  ma  i punti  relativi  alle  ascisse  a ed  y/;  onde  qua- 
lunque forma  piaccia  supporre  che  essa  abbia  Ira  questi 
punti  , è evidente  che  a seconda  che  1’  ascissa  x da  un 
valore  sufficientemente  vicino  ad  a.  converge  ad  a,  anche  v 

le  ordinale  corrispondenti  si  avvicinano  di  contiiiuo  e quan- 
to vuoisi  all’  ordinala  fi») , cui  finalmente  raggiungono 
quando  x=  ol. 

46.  Dopo  ciò , indicando  i limili  ordinari  colla  cai’alleri- 
stica  lim.  posta  innanzi  alle  funzioni , c supponendo  essere 
P , Q due  funzioni  uniformi  e continue,  da  zero  ad  un  altro 
valor  qualunque  della  variabile  x a cui  supponiamo  che  si 
riferiscono  i limili , è facile  vedere  che 

lini  (/*  ih  iP)  — lini  bui  j(^, 

lim. /*iP=  lim /*X  liin  iP,  lim4==r-^  } ' 

V n*'’  V ■ ■ 

lim.  P*  = i lim  P)‘ , lim.  log  P = log  lim  P , 
lim.  =- a’*"  ^ , lim. ( lim  P ® , 

Hin.  sen  P fcen  lim  P , lim.  dà  P =cxìì  lim  P,  éfc. 


» 
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e in  generale 

Vim.f{U)=f.\ìm  U, 

essendo  U una  funzione  ([ualunque  di  <». 

Infalti , chiamando  ji  v.  q \ valori  clic  prendono  P c Q 
quando  la  variabile  <k  convcrgenle  a zero  diviene  effellivaincnle 
nulla,  è palese  che  le  curve  aventi  per  ascissa  quella  variabile 

P 

e per  ordinata  P±  Q,  PQ,  — , P ‘ , P^ , sen  P,  cos  P,  ec. 
avranno  per  ordinata  corrispondente  alla  origine , 
- sen/j , cosp  , ec.  e in  generale /(«),  chiaman- 

do u il  limite  di  U. 

47.  Non  ostante  che  la  ricerca  del  limite  ordinario  di  una 
funzione  già  espressa  per  la  variabile  a cui  si  riferisce  il  li- 
mite, riducasi  a trovare,  per  ciò  che  abbiam  detto,  il  valore 
che  essa  prende  quando  la  variabile  è nulla,  pure  assai  volte 
questa  ricerca  è difficile.  Essa  in  sostanz.a  costituisce , 1’  ob- 
bietto  delle  teoriche  dell’  analisi  differenziale  , perchè  nella 
ricerca  del  limite  indicato  dalla  formola  fondamentale  del 
n.®  3!> , converge  a zero. 

Nelle  funzioni  razionali  , come  ad  esempio  , 


a -+-  Al’  -t-  cw*  -H 

A -t-  Bv  -t-  6»*  + . . . . A»*' 


j 


i limili  ordinari  « , > si  presentano  con  ogni  evidenza;  ma 

in  talune  funzioni  irrazionali , anche  semplici  ( tra  le  quali 
vedremo  a suo  luogo  doversi  contare  i logaritmi  ) , e ancora 
in  alcune  funzioni  circolari  la  cosa  è tutt’ altra.  Infatti,  es- 
sendo pel  n.”  precedente 

« a 

lim  V 1 + <»  = V lim  (14-®) , 

ognun  vede  che  un  tal  limile  è 1.  Ma  non  apparisce  affatto  qual 
sia  il  limile  di  una  radice  di  1-|-  ® il  cui  grado  varii  con  ®,  come 

sarebbe  semplicissimamente  quella  indicala  da  ( 1 ® )“•  Ed 

in  vero,  supponendo  che  in  questa  funzione  la  ® divenga  suc- 
cessivamente i , r , ì , ec.  essa  tornerà  equivalente  mie  po- 
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lenze  ( 1 + ? )*  , ( 1 + 7 )* , ( I + ì )*»  ec.  e siccome  al  di- 
minuire il  binomio  contenuto  nella  parentesi , cresce  per  con- 
trario il  grado  della  potenza  iil  quale  è innalzalo  , non  si 
saprebbe  pronunziare  facilmente  intorno  al  valore  { ove  pur 
sia  finito  ) a cui  tal  potenza  può  avvicinarsi  ijuanlo  si  vuole 
frattanto  che  il  di  lei  grado  cresce  indefinitamente  : il  qual 

valore  è ciò  che  diccsi  limile  ordinario  di  (1  -f-®)'*.  Pure 
questo  limite  essendo  uno  di  quelli  che  più  interessano  l’analisi 
aifferenzialc,  conviene  che  qui  se  ne  compia  la  ricerca. 

48.  Per  quello  che  abbiamo  giù  detto,  supponendo  a>  = — , 
e ^quindi  - = « , è lo  stesso  cercare  il  limite  ordinario  di 

( 1 a?  )® , che  cercar  quello  di  ^ 1 -j-  ^ ^ per  rapporto  ad 

n considerato  come  un  numero  intero,  positivo,  e crescente 
al  di  là  di  ogni  numero  assegnabile. 

Or  dal  binomio  di  Newton  abbiamo 


„(„_!)  1 ,,(„_|)(„-_2)  1 


1 « ■ 1.2  n* 

n(/j  — I)(a  — 2)  .. 


1 .2.3 

(n  — v-H  I) 


1.2.3., 
fi  ( n — 1 ) ( » ■ 


+ . 


m 


2)  ...  [«  — (n-l)l  1 


1.2.3. 


0 vero 


ed  è manifesto  che  per  ciascun  valore  di  n i termini  di  que- 
sta serie  van  diminuendo.  Ma  ciò  non  bastando  in  generale 
per  concludere  che  la  serie  abbia  un  valor  finito  quando  i suoi 
termini  divengono  infiniti  di  numero  con  n,  osserveremo  che 
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il  numero  v può  essere  grande  quanto  basta  acciò  fermando 
la  serie  al  termine  v"'"”,  la  somma  di  lutti  gli  altri  sia  minore 
di  qualunque  numero  dato,  anche  quando  n ò infinito. 

Infatti  questa  somma  essendo  palesemente  piò  piccola  di 


1 


1.2.S...v(v-i-l)  ' 1.2.3...v(v-t-l)(v-i-2)  ' ”■  ■ 1.2.3...y(v-Hl)...n  ’ 
con  maggior  ragione  sarà  più  piccola  di 

1 . .1 


— + 

2”  2’'+* 


+ • • • + 


2«+J  ’ 

e con  assai  maggior  ragione  sarà  piò  piccola  delia  serie 


1 


2v^2’'+' 


-t- 


• + 


,ti— I 


+ 


2“  2"' 


protratta  all’  infinito.  Or  questa  eguagliando  ( come  si 

ha  dall’algebra  comune),  può  rendersi  minoro  di  qualunque 
numero  dato  mediante  un  valore  di  v convenevolmetile  grande. 
Ua  ciò  segue  che  il  limite  del  valore  di  tutta  la  serie  (iV)  può 

stimarsi,  con  errore  piò  piccolo  di  ■ , lo  stesso  che  il 

limite  di  quella  sua  parte  che  finisce  col  termine  v'""*,  an- 
che quando  n si  suppone  infinito.  31a  considerando  solo  que- 
sta parte  , si  vedo  che  al  crescere  n il  valore  di  essa  con- 
verge indefinitamente  verso  quello  della  serie 
„ , 1 , 1 , , 1 
^■^■172''  1.2.3  + • • • 1 1.2.3  . . . V ’ 
dunque  il  limile  della  serie  (.V) , ossia  il  limile  ordinario  di 

(1  + 03  sarà  dato  dalla  serie  precedente  con  crror  minore 
d’ ogni  piò  piccola  frazione  , prendendo  per  v , da  cui  di- 
pende la  misura  di  questo  errore , un  numero  più  grande 
di  qualunque  dato , o come  suol  dirsi , infinito. 

Epperò,  dinotando  con  e,  secondo  l’uso  generalmente  ri- 
cevuto , il  limite  di  cui  si  tratta , avremo 

lim.(l  + .)Ì  = »=2  + ^+j4^+j^+...(AÌ 
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intendendo  che  questa  serie  sia  protratta  alF  infinito.  Pure,  se 
essa  col  protrarsi  sempre  più  innanzi  potesse  superare  qua- 
lunque dato  numero  , il  suo  valore  , e in  conseguenza  il  li- 
mite che  rappresenta  dircbbi'si  infinito  o inassegnabile  ; ma 
non  c altrimenti  cosi  , poiché  la  serie  infinita 

_L+  + » l_ec 

1.2  ~ 1.2.3  ^ 1.2. 3. 4 ^ 

b ad  evidenza  minore  dell'  altra 

+ + 

la  cui  somma  sappiamo  essere  l’ imita.  Poiché  dunque  il  nu- 
mero e è sicuramente  minore  di  3 , ad  averne  il  valore  con 
uqa  assegnata  approssimazione,  basterà  considerare  nella  serie 
infinita  (E)  quel  numero  di  termini  che  vaglia  a raggiungere 
cotale  approssimazione.  Volendo  ad  esempio  portar  T appros- 
simazione sino  ai  milionesimi,  basta  voltare  in  decimali,  cia- 
scuno di  sette  cifre  , i primi  otto  termini  frazionari  della  se- 
rie {E)  ; e il  calcolo  sarA  molto  facile  , perché  ciascun  de- 
cimale si  desume  dal  precedente  diviso  successivamente  per 
3,4,<’>, . . .9.  In  questo  modo  si  ottiene  e = 2,718281. 

Spingendo  il  numero  dei  termini  sino  al  quattordicesimo  si 
trova  c = 2,71828  18284.. . e cosi  rendesi  anche  chiaro  col 
fatto  che  il  ritorno  delle  cifre  1828  é puramente  accidentale. 

49.  L'analisi  precedente  suppone,  com’è  chiaro,  che  il  nu- 
mero a>  sia  positivo  ; ma  noi  andiamo  a vedere  che  lo  stesso 

_ 

limate  e appartenga  alla  funzione  (1  — ® ^ , dove  avendo 

posto  in  evidenza  il  segno  — , la  ® dinoterà  tuttavìa  un  nu- 
mero positivo. 

Poniamo  1 — ® = : sarà  u un  numero  positivo  dal 

momento  in  cui  ® che  converge  a zero  sarà  divenuto  minore 
di  1 ; c siccome  cavando  da  questa  equazione  il  valore  di  ® 
si  ottiene 

ffl= -,  e quindi  - = = 1 -i--  , 

W-J-l  ^ ® W V ■ 


avremo 


(1-®) 


(t^)- 


.1  — 


I 


' = (!+«) 


I I 

« = (l-p„)(l-|-u)v. 


Digilized  by  Coogle 


ELEMENTI 


32 

Ma  per  essere  u positivo  e convergente  a zero  il  limite  di 

1 

1 + ^ ad  evidenza  1 , e miello  di  ( 1 + u )‘^  si  è trovato 

esser  e ; dunque  sarà  pure  ( n.  46  ) 

_ I 

. lim  (1  — ai)  ® = e. 

30,  Assai  più  facile  è la  ricerca  del  limite  ordinario  della 

funzione  , del  quale  ha  pur  bisogno  l’analisi  dilTerenziale. 

Ammesso  infatti  che  ogni  arco  più  piccolo  del  quadrante 
sia  minore  della  sua  tangente,  e maggiore  del  suo  seno  (a), 
è chiaro  che  per  tal  sorta*  di  archi  si  abbia 


sen  «1 


maggiore  di 


sen 

' tali  » ’ 


e minore  di 


sen  /»  . ... 

ossia  di  1 

sen  a 


ma  per  essere 

sen  ® , , , scii  ® 

tan  ó)  = , abbiamo  = cos  ai , 

cos  4’  tan  <u 

dunque  a^Tcmo  pure 

sen  » ...  . j • j 

maggiore  di  cos  <» , e minore  di  1 ; 

ma  il  limite  ordinario  di  coso:  c 1 : dunque  con  più  ra- 
gione sarà 

hm s=  1. 

« 

SI.  Il  doppio  dell’arco  avendo  por  corda  il  doppio  del 
seno  , *’  chiaro  che  l’ ottenuto  risultamento  equivale  a dire 


(a)  La  seconda  di  queste  asserzioni  si  troverà  evidente  col  semplice 
riflettere  che , per  la  definizione  stessa  dell.i  linea  retta,  il  doppio  arco 
è maggiore  del  doppio  seno  che  n’ è la  cortla.  Quanto  poi  alla  prima, 
convien  ricordare  che  l' area  del  settore  avente  per  base  l' arco  è il 
prodotto  di  quest’  arco  per  la  metà  del  raggio  ( come  rigorosamente 
dimostrò  Archimede  ) , e che  1’  area  del  triangolo  rettangolo  costituito 
dal  raggio  dalla  tangente  c dalla  secante  dell'  arco  è il  prodotto  della 
tangente  per  la  metà  stessa  del  raggio.  Il  perchè,  essendo  questo  trian- 
golo maggior  del  settore  che  gli  e iscritto  , sarà  del  pari  la  tangente 
maggiore  dell’  arco. 
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che  nel  cerchio  il  limile  del  rapmrto  delF  arco  alla  corda 
è r unilà.  Ora  polrcbbcsi  domandare  qual  sia  un  lai  limile 
in  una  curva  qualunque ed  ognun  vede  che  imporla  mol- 
tissimo il  rinvenirlo  con  metodo  egunlmonfe  rigoroso. 

A tal  fine  supponiamo  che  l’arco  MAI'  {Jìg,  !/)  sia,  da 
principio,  piccolo  solo  quanto  basla  per  essere  lutto  con- 
vesso , e non  cangiar  direzione  tra  i suoi  estremi  se  non 
con  legge  di  conlinuilA.  Allora  , supponendo  che  esso  im- 

Sicciolisca  sempre  più  coll’  avvicinamento  continuo  del  punto 
['  al  punto  M , impiccioliranno  del  pari  non  solo  la  corda 
MAI',  ma  bensì  1’  angolo  TUT'  compreso  dalle  tangenti  appli- 
cale nei  punti  Al, Al'  c prodotte  nel  medesimo  senso,  stante  la 
natura  di  queste  rette  ( n.  32  ).  Laonde,  essendo  sempre  l’arco 
MAI'  maggiore  della  corda  e minore  della  linea  spezzala  AlUAl', 
bastcrù  provare  che  il  limite  del  rapporto  di  qu<;sla  linea  alla 
corda  sia  eguale  all’  unità,  per  dedurne  con  più  ragione  lo 
stesso  circa  il  limile  del  rapporto  dell’arco  alla  corda. 

Ora  supponendo 

AIU  = a , AI'U  = b , AlM'  = e , aiig  TUT'  = y , 
abbiamo  l’ equazione  1 

c*  = a*  -|-  A*  + 2ab  cos  y , 

che  per  essere  cos'y  = l — 2scn*^  può  cangiarsi  nell’ altra’ 


c*=(c-t-A)* — 4ad  scn*-- 

A 

Dunque  , dividendo  per  ( o -f-  4 )*  , e poscia  estraendo  la  ra- 
dice quadrata  avremo 

ma  è inoltre  identicamente 
Kab 


bab  , y 
2’ 


dunque 


{a  + by 


= 1-^— Y 


La  seconda  parte  dell’ espressione  sottoposta  al  radicale  co- 
sta di  due  fattori,  il  secondo  dei  ijuali  seii*  converge  a ze- 
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ro  coir  arco  MM'  ; il  primo  poi , comunque  possano  variare 
a e 6 , non  può  crescere  olire  T unità,  per  essere  a e & di 

lor  natura  positive,  e quindi  una  frazione  vera  e 

positiva.  Dunque  la  delta  parte  convergerà  pur  essa  a zero 
insieme  coll’arco,  ed  il  limite  di  tutta  l’espressione  ridu- 
cendosi all’  unità  , avremo  ancora  definitivamente 


lim — = 1. 

a-i-6 

S2,  Nella  recata  dimostrazione , dovuta  in  sostanza  a Pois- 
son  , si  ò tacitamente  supposto  che  l’ arco  MM'  fosse  piano  ; 
ma  noi  andiamo  a vedere  che  il  principio  in  quistione  si  può 
estendere  con  faciltà  dalle  cun’e  piane  alle  storte. 

Sia  MM'  (Jìg.  W)  l’arco  storto  di  cui  si  tratta,  contato  dal 
punto  fisso  M , e terminato  al  punto  M'  il  quale  vadasi  di 
continuo  avvicinando  ad  M.  Immaginiamo  la  superficie  cilin- 
drica M'wi'M»»  che  projetta  ortogonalmente  l’arco  sopra  un 
piano  qualunque,  che  noi  per  semplicità  supponiamo  condotto 
per  M , talché  l’ arco  ;/i'31  sia  la  projezione  dell’  arco  51'M , 
ed  M'»j' , y[m  siano  i lati  della  superficie  corrispondenti  ai 
punti  M',M.  Se,  unite  le  corde  M'M,  m'M,  facciamo  rotare  il 

Siano  irMm'W  in  cui  esse  giacciono  intorno  al  lato  Mm,  le 
ette  corde  impiccioliranno  e svaniranno  ad  un  tempo,  can- 
giandosi nelle  tan^iili  MT,M/  degli  archi  MM',Mm'  , sciua 
cessar  di  esistere  in  un  medesimo  piano  col  lato  Mm  del  ci- 
lindro. E dunque  chiaro  che  la  tangente  dell’  arco  UDÌ'  in  M 
dee  trovarsi  nel  piano  fS\m  tangente  della  superficie  cilin- 
drica lungo  il  lato  Mi» , e che  l’ angolo  TM/  compreso  da 
essa  e da  M/  avrà  per  tangente  trigonometrica  il  limite  del 

rapporto  variabile 

Facciamo  ora  che  la  superficie  cilindrica  ruzzoli  sul  pia- 
no wiM/,  movendo  dalla  posizione  indicala  sulla  figura  nel 
senso  M/  : i punti  consecutivi  della  curva  M/«'  si  appliche- 
ranno sui  punti  consecutivi  della  tangente  M/ , e in  simil 
modo  i punti  successivi  dell’  arco  storto  MM'  andranno  a si- 
tuarsi un  dopo  r altro  sul  piano  wiM/,  formando  col  loro  in- 
sieme una  curva  piana  M/i*  che  diccsi  trasformala  dell’arco 
MM'.  E palese  da  ciò,  che  quest’  arco  è lungo  quanto  il  cor- 
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rispondente  M,u'  della  sua  trasformata , o.  che  le  coordinate 
Mz»',»i'M'  ( una  curvilinea  c l’allra  rettilinea  ) del  punto  M' 
eguagliano  rispettivamente  le  coordinate  ambedue  ret- 

tuinec  del  punto  /x'  della  trasfurniata. 

Intanto  , 1’  angolo  die  la  tangente  MT  della  curva  storta 
MM'  forma  con  Al/  ha  per  tangente  trigonometrica 


lim 


m'M' 


; lim  ^ 


m'W 


are  Mot' \ 

X Tvr-  ) = hm 


) 


ot'M' 
are  Mtn' 


ot'M  \ are  JVb/j 

per  essere  in  virtù  del  n.°  precedente 

, . are  Mot'  . 

>■ 

e l’angolo  che  forma  colla  stessa  M/  la  tangente  della  trasformata 
ha  per  tangente  trigonometrica  (n.  32)  il  limite  di  ma  è 
chiaro  che 

ot'M' 


lini 


are  Mot' 


:lim 


i^M 


per  essere  la  retta  m'M'  e l’ arco  Mwi'  uguali  rispettivamente 
alle  rette  gg'  e gM:  dunque  le  tangenti  dcU’arco  storto  e della 
sua  trasformata  non  saranno  che  una  sola  e medesima  retta. 

Dopo  ciò,  chiamando  0 l’ angolo  che  questa  tangente  co- 
mune MT  forma  con  M/ , abbiamo 


lim- 


ìM'M 


I lim 


are  (i'M 


are  |*'M  ji'  M are  ot'M  ot 


;'M\ 

m)' 


M'M  — M'M  — V (*'M  (*M  ot'M  M'MJ 

ma  per  le  cose  precedenti  e per  le  nozioni  di  Trigonometria 

are  m'M  . m'M  . arcffj'M  ^ ,,  ot'M 

hm — T^^=l,lim-r7  = sec0,lim — u™Tr7n=cos0; 
m'M  ’ mM  ’ ot'M  ’ M'M  ’ 

dunque  iinalmente  ( n.  46  ) 

are  M'M 


lim  - 


M'M 


= scc  0 . cos  6 = 1 : 


e cosi  resta  dimostrato  che  nelle  curve  storte  non  meno  che 
nelle  piane  il  limile  del  rapporto  dell'  arco  alla  sua  corda 
pareggia  l’ unità. 

53.  Da  questo  principio- segue  ad  evidenza  l’altro  che  ogni 
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curva  pui  riguardarsi  come  il  limite  dei  poligoni  iscritti 
e di  lati  sempre  decrescenti,  o convergenti  a zero  ; ma  ciò, 
rigorosamente  parlando,  non  autorizza  a riguardare  una  cur- 
va come  un  poligono  di  lati  infinilesimi,  nerchò  non  si  ar- 
riva osaltamenlc  al  limilo  se  non  quando  i lati  divongon  nulli 
(ciò  dio  ripugna),  o grinfiiiilosiim  non  sono  altriinonle  nulli, 
come  ad  Eulero  piac(|uo  supporre.  Nondimeno,  dovendo  con- 
venire clic  il  rapporto  di  un  arco  infinilamcnlc  piccolo  alla 
sua  corda  diircnscc  infinitamonlo  poco  dall’  unità,  e nel  me- 
todo infinilosimale  propriamente  dotto  ( ossia  riguardato  alla 
maniera  del  Leibnilz  , c fatto  rivivere  in  quest  ultimi  tempi 
dal  Poisson  ) una  quantità  finita  stimandosi  eguale  ad  un’al- 
tra quando  ne  differisce  per  un  infinitesimo , è naturale  che 
secondo  un  tal  metodo  le  curve  si  riguanlino  elTeltivamente 
come  poligoni  di  lati  c di  angoli  esterni  infinitamente  pic- 
coli. Non  bisogna  dissimulare  che  in  tal  modo  non  si  procede 
(almeno  nella  forma ) col  rigore  del  metodo  infinitesimale  fon- 
dato sulla  nozione  lucidissima  dei  limiti  , ma  1’  errore  che  si 
coinmcltc  essendo  al  di  sotto  di  ogni  quantità  assegnabile  , 
è come  se  non  esistesse  per  noi  ; e si  ha  frattanto  il  van- 
taggio delle  abbreviazioni  che  son  proprie  del  metodo  Leibni- 
ziano  , e che  facilitano  le  riccndie  di  alta  geometria  e di  fi- 
sica senza  compromettere  (generalmente  parlando)  resaltez- 
za  dei  risultali  (a). 


(a)  L'errore  inrmitanicnle  piccolo  che  si  coinmcltc  stimando  un  arco 
iniiuitcsimo  eguale  alla  sua  corda,  ripctondost  iiiGuitc  volte  in  un  poli- 
gono d’ intiniti  lati  iscritto  ad  una  curva  data  , potrebbe  credersi  che 
tornasse  Gnita  la  ditterenza  dei  perimetri  della  curva  c del  poligono  ; 
ma  ciò  non  è altrimentc  vero  , poiché  tornando  alt’  equazione  del 
u.°  51,  c ponendo  per  brevità  la  fraziouo 

l'angolo  * sarà  con  più  ragione  uii  iiiGiiitesiino,  c la  citata  equazione 
dandoci 

p 

= cos  t , o vero  c = ( a -h  i ) cos  S , 

a-hi  ' ' 

s.irà 

a->rb  — c = (fl-i-A)(l  — cos8)=2(  a -4-i  )sen* 

Or  questo  risultato  è solo  un  inGnilesinio  di  terzo  ordine,  quando  l’arco  MM' 
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S4.  Simile  al  già  dimostrato  è un  altro  principio  clic  ri- 
guarda le  superficie  curve , c clic  pure  interessa  le  applica- 
zioni gcomclriclio  del  calcolo  infinitesimale  ; si  enunzia  di- 
cendo, che  ogni  superficie  curva  può  riguardarsi  coinè  un  po- 
liedro a facce  piane  ed  infinilanienle  piccole  in  tulle  le  di- 
rezioni. Ognun  vede  elio  questo  principio  è un  corollario  as- 
sai naturale  dell’ altro  con  che  si  stabilisce,  che  un  elemento 
di  qualunque  superficie  curva , infinitamente  piccolo  in  lun- 
ghezza c larghezza,  può  in  generale  stimarsi  piano,  il  qual 
principio  , dopo  V analogo  ( n.  S2  ) relativo  alle  lineo  curve, 
non  ha  bisogno  di  prova  quando  si  ammetta  il  teorema  con 
che  si  afferma,  che  le  tangenti  di  tulle  le  cune  che  si  pos- 
sono delincare  in  una  superficie  curva  a partire  da  un  me- 
desimo punto,  esistono,  generalmente  parlando,  in  uno  stesso 
piano , che  diecsi  piano  tangente  della  superficie  in  quel  pun- 
to. Questo  teorema  che  si  oimostra  ( come  vedremo  a suo 
luogo  ) con  tutto  il  rigore  desiderabile  nel  calcolo  differen- 
ziale fondato  sulla  nozione  dei  limili , vuol  essere  provalo 
con  semplici  considerazioni  geometriche,  o almeno  con  modo 
indipendente  dalla  differenziazione , quando  reciprocamente 
le  applicazioni  geometriche  del  calcolo  infinitesimale  voglionsi 
esporre  alla  maniera  del  Leihnitz  (a). 


{Jig.  9)  8Ì  suppone  inflnilamentc  piccolo:  difnUi,  infìnitamentc  piccolo 
è allora  l’ angolo  TUT',  perchè  la  direzione  della  curva  varia  con  legge 
di  continuità  nella  estensione  inlinilcsiina  dell’  arco  MM'  ; tale  ancora  è 
la  corda  MM' , sempre  minoro  dell’ arco;  e per  essere  quell’angolo  sic- 
come esterno,  maggiore  di  ciascuno  degli  angoli  interni  ed  opposti  UMM', 
UM'M  , 0 per  la  proporzionalità  dei  lati  ai  seni  degli  angoli  opposti  , 
risultano  con  più  ragione  infinitamente  piecoli  i lati  a e 6.  Adunque 
la  difFcrenza  tra  l’ arco  infinitesimo  o la  sua  corda,  ripetuta  ancora  in- 
finite volte  nel  poligono  d' infiniti  lati  iscritto  alla  curva,  sarà  al  di  sotto 
di  ogni  errore  assegnabile  , o in  altri  termini  , nulla. 

(a)  IVoi  potremmo  rimetterci , per  la  diniostrazionu  geometrica  del 
meilcsimo , alla  Geometria  Descrittiva  del  sig.  Leroy  ; ma  in  grazia  di 
coloro  che  nou  avesMTo  questa  beiro|>cra,  ne  trascriveremo  qui  appresso 
ciò  di  che  abbiamo  bisogno. 

Intendendo , coni’  è dovere , per  superjicìe  nou  una  serie  di  li- 
nee o di  punti  ravvicinati  gli  uni  agli  altri  quanto  si  voglia,  e senza 
lina  ((ualcbc  relazione  costante  fra  essi  , ma  sì  bene  il  luogo  geome- 
trico delle  diverse  posizioni  che  pretuie  tulio  spazio  una  linea  tmbile, 
che  nulla  situazione  e spesso  anche  forma  secondo  una  legge  deler- 
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KLEHEHTI 


SEZIONE  SECONDA 

(Oi^eteHkMukioMe  òeffe  ^taiont  aMaftttcfie  di  utta  o f>iù  viatiaCifi. 


CAPITOLO  V. 

Dertoaie  e Differenziali  delle  funzioni  semplici 
di  una  variabile. 

SS.  Chiamiamo  COSÌ  le  funzioni 
fl  + ar,a  — ar,aar,—  log  ar,sen  a:,  cos  a:  , 

tan  ar , col  ar , are  sen  ar , are  cos  a: , are  tan  ar , are  cot  x , 

a motivo  che  indicano  una  sola  operazione  Ira  la  variabile 
indipendente  ed  una  costante  ^la  quale  nei  logaritmi  è la 
base  del  sistema , e nelle  funzioni  circolari  è il  raggio  del 
cerchio  ),  riguardando  come  un’  operazione  soia  il  complesso 
di  quelle  che  servono  a dare  per  ogni  valore  di  ar  i valori 
delle  funzioni  ar” , c* , log  ar  , sen  ar  , ec.  : e ciò  a cagione 
delle  tavole  dei  logaritmi  o dei  seni , mediante  le  quali  si 
facilita  il  calcolo  di  detti  valori. 


minata  e continua,  e chiamando  com’è  uso  generatrice  la  linea  mo- 
bile , indichi  GMg  {Jig.  f/)  la  forma  c la  posizione  della  generatrice 
quando  passa  per  un  punto  qualunque  M.  Sia  inoltre  DMd  una  linea 
tracciata  per  M sulla  superfìcie  , c sulla  quale  come  direttrice  debba 
scorrere  la  generatrice  allorché  pel  suo  movimento  descrive  questo  luo- 

fo  geometrico  ; e sia  finalmente  ML  una  terza  linea  qualunque,  con- 
otta pure  per  AI  sulla  superficie. 

Trasportata  la  generatrice  in  un’altra  posizione  G'M'g',  incontrerà 
senza  meno  la  curva  ML  in  un  certo  punto  N' , quante  volte  il  pun- 
to M'  sia  preso  abbastanza  vicino  ad  M sulla  direttrice  DMd  ; e però 
congiungendo  con  rette  indefinite  , queste  tre  linee  saranno 

secanti  delie  altre  MD,ML,G'g'  , e tutte  tre  giaceranno  evidentemente 
in  uno  stesso  piano.  Facciamo  ora  muovere  la  generatrice  G'g'  sopra 
MD , ravvicinandola  alla  sua  prima  posizione  Gg  : in  questo  mentre 
il  piano  delle  tre  secanti  roterà  intorno  ad  M , in  maniera  però  da 
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Per  trovar  le  derivate , e quindi  i diflercnziali  di  dette 
funzioni  semplici , basterebbe  la  formola  generale 

àx  \X  ’ 

combinata  colle  note  formole  di  algebra  o di  trigonometria, 
e coi  limiti  rinvenuti  nei  n,*  48  e SO;  ma  noi  ci  gioveremo 
ancora  per  alcune  di  esse  funzioni  del  principio  stabilito  nel 
n.®  41  intorno  alle  funzioni  inverse , ad  oggetto  di  fare  un 
applicazione  del  medesimo. 

Adunque  nella  surriferita  formola  generale  sostituendo 
successivamente  a f[x)  le  funzioni  a + x , « — x ,ax  , oc. 
abbiamo 

1. ®  Per  y=ia-\-  X , 

^ = 1 , y'  = lim  ^ = 1 ,dtj=  y'dx  = dx. 

2. ®  Per  y — a — x , 

^=-^  = — 1 , y'  = lim||=  — l,rfy=y'cte=— rfx. 

3. ®  Per  y = aXj 

— = — = a , y'  = lim  — =a  , dy  = y'dx  = adx. 


passare  contemporaneamente  alla  generatrice  pei  punti  M"  ed  N"  , 
M"'  cd  N'", . . . dove  taglierà  successivamente  le  curve  MD  ed  ML  : 
cosicché  quitto  piano  mobile  conterrà  costantemente  le  tre  secanti  va- 
riabili. Or  quando  la  generatrice  sarà  tornata  nella  posizione  GMg,  il 
punto  nr  mobile  sopra  MD  sarà  giunto  in  M ; nello  stesso  tempo  il 
punto  N’  della  linea  ML  si  sarà  evidentemente  riunito  con  M,  e per 
una  conseguenza  necessaria  i punti  M'  ed  /V'  si  saranno  parimente  con- 
giunti sulla  linea  variabile  G'g'.  Allora  dunque  le  tre  secanti  mobili 
saranno  divenute  le  rispettive  tangenti  delle  linee  MD,ML,MG  ; e sic- 
come per  ogni  posizione  della  generatrice  erano  situato  in  un  medesi- 
mo piano  , se  ne  conchiuderà  che  anche  quando  si  son  mutate  nelle 
tangenti  MT’,MT,MT“  giaceranno  in  un  solo  ed  unico  piano,  che 
è if  limite  delle  posizioni  successivamente  prese  dal  piano  mobile  delle 
tre  secanti  , e che  diccsi  piano  tangente. 

0^.  1 


t 

jt 

A 
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4.“  Per  y = - 


àx' 


■ Aa? 


a 

2 


ar(a?“H  Ax) 

y'=,lim||  = -J,</y  = y'rfa:  = -^- 
5."  Per  y = x* , abbiamo  da  principio 


AX  àx 

quindi  supponendo 

Ax 


~ = « ed  (l  + «)‘  — 1 = /3, 

X 

« c /3  convergeranno  a zero  insieme  con  ^ , c'  risultando 


Ax 


dovremo  cercare  il  limite  di  ^ , perchè  quello  di  x"  ’ è lo 

stesso  X*  ~ , a motivo  che  x resta  invariato  al  convergere* 
di  Ax,  « e /3  a zero. 

. A tal  fine  osserviamo  da  una  parto  che  l' equazione 

(l  + «)‘-l  = ^.  « dà  (1  + «X  = 1 + P._  _ 

c passando  ai  logaritmi  di  base  qualunque , 

(1)  a log  (!  + »)  = log  (1  + /3)  , donde 

Da  un’  altra  parte , essendoché  « c |3  eouvergono  simul- 
taneamente a zero  , c quanto  piu  vi  si  avvicinano  tanto  mag- 
giormente i valori  dell’ espressioni  ( 1 -|- a)*,  (1 + j3)?  si  ac- 
costano (n.  48)  al  numero  e = 2, '718^18. . . , avverrà  che 

ancora  i logaritmi  di  tali  espressioni,  cioè  a dire  ^ log  ( 1 -f  «) 

ed  i log  ( 1 -H  /3  ) si  accostcramio  tantoppiù  a log  c ; e quin- 
di sup|)oneudo 
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(2)  ilog(l  + «)=logeH-r,jlog(l  + ^)=loge  + J, 

le  quantità  y e 3 convergeranno  a zero  in.sierac  con  » e /3. 
Ora  le  equazioni  (1)  e (2)  dandoci  facilmente 

? loge-+-y 

— = a~ 

» log 

80  in  questa  passiamo  ai  limili  avremo  : lim  — = a. 

« 

Conoscendo  dunque  i limiti  di  amendue  i fattori  di  — . 

A* 

avremo  finalmente 

y'  = lim^=lim.x‘*~  = * 

e per  conseguenza 

= ax^~^  (ir. 

Il  caso  in  cui  o = i {•  degno  di  speciale  attenzione,  per- 
chè frequentissimo  a presentarsi.  Allora 

y = x'  = \Jx,  e dy  = \x~*(U  = -^. 

2J/X 


6.®  Per  y = a^  ^ ahbiamo 
A«  — 


mli 


Ax  àx 

-Ax  1 _ .Ax 


ma  ponendo  a — 1 — »,  viene  = 1 -}-  »,  c passando 
ai  logaritmi  di  baso  a,  si  ottiene  Az  = log(l-f  «};  dunque 

^ = i^(°  -f  ’ 7 log  ( ^ + « )• 

Ma  il  limite  di  è lo  stesso  , a motivo  che  x non  varia 

i 

al  convergere  di  Ar  a zero;  ed  essendo  e il  limite  di  (l-f-»)“, 

quello  del  logaritmo  di  questa  espressione  ossia  di  - log  (1+») 

debb’ essere  log  e (come  è stato  detto  anche  nel  n.®  prece- 
dente ) , dunque  ' r. 

A.V  «*  . , . a’^dx 


> — t:.« 


f > 
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Potremmo  lasciare  sotto  questa  forma  la  funzione  deri- 
vala e il  differenziale  di  ; ma  siccome  i logaritmi  ordi- 

nariamente in  uso  nel  calcolo  infinitesimale  son  quelli  aventi 
per  base  il  numero  e , ossia  i neperiani;  e dinotando  que- 
sti colla  semplice  caratteristica  1 sappiamo  dall’algebra  die 

laloge  = l,  c quindi  la='j^^j 

cosi  per  la  funzione  y=a^  si  suole  scrivere  più  semplicemente 

y'  = c®la  , e dy  = ìjdx  = a^Xadx. 

Dopo  ciò  è evidente  che  per  la  esponenziale  particolare 

y = e*  sarà  y'  =.c^  , e dyz=  y'dx  = e^dx  , 

talchò  la  delta  esponenziale  avrà  la  proprietà  singolarissima 
di  riprodursi  mediante  la  derivazione. 

7,"  Per  la  funzione  y — log  x preso  nel  sistema  di  base 
o,  passando  come  suol  dirsi  dai  logaritmi  ai  numeri,  abbiamo 

x = (^  , e quindi  x'  = a^l«  ; 
ma  dal  n.°  41  e dall’  algebra  abbiamo  l’ equazioni 
x'y'  = 1 , e 1«  log  e = 1 , 

dunque 

•or  e 


^ ay\a  ' 


e per  conseguenza 

</y  = yWx  = ^ = ^loge. 

Da  ciò  è chiaro  che  pel  logaritmo  neperiano 
y = \x  sarà  = c dy  = ~- 
8.”  Per  la  funzione  y = son  x , abbiamo  da  prima 

iiy  sen  {x-\r  \x)  — sen  a: 

^x  ’ 

ma  |)onendo  x -f-  Aar  :=a  + ò,ar  = a — b , risultano 

« = ^ + T'*  = T' 


Digilized  by  Googl 


m CALCOLO  niFFEIlENZIALK. 


4:i 


c quindi  t 


scn  ( X 4-  ) — seri  a:  = sen  ( n + i ) — scn  {a  — f>) 


Ma  dei  due  fallori  ond’  ò formata  questa  espressione,  il  pri- 
mo , in  TÌrtii  del  n.°  150  ha  per  limite  1’  unità , e il  limite 
del  secondo  è visibilmente  cos  x ; dunque 


9."  In  simil  modo  per  la  funzione  y = cos  a: , usando 
una  trasformazione  simile  alla  precedente , trovasi 

\x 


(a)  Ordinariamenlc  il  simbolo  dx  si  scrive , come  in  y'dx  , dopo 
la  funzione  derivala  ; ma  nella  differenziazione  delle  funzioni  circolari 
c dei  radicali  noi  lo  scriveremo  innanzi , seguendo  il  costume  del  Ls- 
croiz.  In  sostanza  i simboli  dx  e dy  indicheranno,  come  se  fossero  una 
lettera  sola  , i differenziali  delle  semplici  variabili  ® e y , anche  quando 
stanno  innanzi  ad  altre  espressioni , senza  esser  necessario  di  porre  un 
punto  o di  lasciare  alquanto  spazio  dopo  di  essi. 


= 2 SCI!  b cos  a = 2 scn  — cos 


dunque 


sen 


2 


y'  = lim  ^ = cos  ar  = scn  ^ 
e per  conseguenza 

dy  = y'dx  — dx  cos  x = dx  sen 


(x+i), 


scn  — 


I ! 


Digitized  by  Google 


ELEMENTI 


44 

10. ®  Per  la  funzione  ^ = tan  :r , abbiamo  da  principio 

Ay tan  ( ar  -t-  A*  ) — tan  x 

Ax  Ax  ’ 

ma  sicRme  la  formola  tan  (a  — b ) = — ° ^ 

' 1 -+-  tan  a tan  i 

ci  dà  lan  o — tan  à = tan  { o — à ) X [ 1 + tan  a tan  à ] , 
COSI  avremo , cangiando  a e b 'm  x Ax  ed  x , 
tan(ar+ Aa:) — tana:=tanA2-.[l + tan(a:  + Aar).tanar], 
c quindi  sarà 

^ = + ‘an(a:  + Aar).lanx] 

sen  Ax  1 H- tan  (x+ Ax).tanx 
Ax  cos  Ax 

Ora  ponendo  mente  che  al  convergere  Ax  a zero , lo  quan- 
tità 1 e tan  x restano  immutale  , e cos  Ax  convergo- 

no all’ unità,  e tan(x  + Aa:)  converge  verso  tana:,  avremo 

y'  = lim  — = 1 -f-  lan"  x = scc*  x = — ^ , 
e quindi 

dx 

dij  = y'dx  = dx  scc*  x = • 

11. ®  In  simil  modo,  per  mezzo  della  formola  trigo- 
nometrica 

, , , 1 -+-  col  o col  i 

cot  b — cot  o = ; , 

cot  ( a — b)  ’ 

(che  nasce  dall’analoga  pocanzi  trovata  per  la  differenza  di 

due  tanaenti,  colla  sostituzione  di  i — — in 

° cot  a ’ cot  ^ ’ cot  ( a — b) 

vece  di  tan  a , tan  i , tan  ( c — b))  la  funzione  y = cot  a: 
conduce  a 

Ay  sen  Ax  1 -+- cot  ( x -f- Ax  ).cot  ® 

Ax  Ax  COS  Ax  ’ 

donde  passando  ai  limiti  si  trae 
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y'  = lim  ^ 1 + col*  ) = — cosec’  x=  * 

ed  in  conseguenza 

dy  = — dx  cosec*  x = 


»en  X 


dx 

sen'*  X 


12.®  Sia  ora  la  funzione  y = are.  sen  x.  Questa  fc  in- 
versa deir  altra  x = sen  y,  per  la  quale  abbiamo  già  trovato 
, dx 

a:  =-p  = cos7/. 
dy  d 

Dunque  l’equazione  x'y'  = l,  dimostrala  nel  n.®  41,  ci 
darà  subito 


y x'  cosy  ^3 


e per  conseguenza 


dy. 


dx 


y\~—x* 

13.®  Similmente  per  la  funzione  y ■■ 
dell’altra  ar  = cosy,  trovasi 


— 1 


Vi—x' 


e dy. 


■ are.  cos  x , mversa 
dx 


1 — 


14.®  La  funzione  y = are.  lan  x è inversa  dell’  altra 
x=i{asiy,  rispetto  alla  quale  abbiamo  x'  = scc* y — . 

Dunque  in  virtù  della  forinola  x‘y'  = l,  sarà 
1 1 .dx 


y 


r 1 -+-  a;  ' ’ ^ ' 


15.®  Finalmente  , per  la  funzione  y = are.  eot  x , in- 
versa dell’  altra  x = col  y che  ci  ha  dato  x'  = — cosec*  y , 
la  stessa  formola  x'y'  = 1 dà 


y‘  = —- 


1 


c dy. 


dx 


cosec*  y 1 a?*  1 x* 

56.  In  tutte  queste  funzioni  circolari  si  è tacitamente  sup- 
posto il  raggio  eguale  all’  unità , come  ordinariamente  si 
suole.  Ma  laddove  piacesse  indicarlo  generalmente  con  a , 
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per  dirinarc  quali  sarebbero  i risultamenti  senza  rifar  da 
capo  le  calcolazioni , basta  combinare  il  principio  della  ómo- 
gencità  colla  osservazione  per  se  stessa  evidente,  che  i dif- 
ferenziali delle  quantità  son  sempre  omogenei  ad  esse,  e che 
perciò  quando  ogni  lettera  dinota  una  linea , l’ espressioni 
dei  differenziali  delle  quantità  lineari  voglion  essere  di  una 
sola  dimensione  ossia  di  primo  grado , di  due  dimensioni 

0 vero  di  secondo  grado  quelle  dei  differenziali  delle  super- 
fìcie , c di  tre  dimensioni  o di  terzo  grado  l’ espressioni  dei 
differenziali  dei  solidi.  Dopo  ciò , osservando  che  dx  a dy 
debbono  considerarsi  come  quantità  di  una  sola  dimensione, 

1 differenziali  delle  funzioni  circolari  verranno  espressi  come 
qui  sotto  , quando  il  raggio  del  cerchio  dicesi  a : 


y = sen  x , 


dy  = 


dx  cos  X 
a 


9 


y = coax , dy. 


dx  i 


. , a*dx  dx  sec*  x 

y = i&nx,  dy  — — j- = ; — , 

cos  X a 


y = COlX  , 
y = are  sen  a: , </?/  = 

y = are  cos  x , dy- 

y = are  tan  x , dy  ■■ 
y = are  cot  X , dy  \ 


, dx  dx  cosce*  X 

sen*  X a* 


adx 


|/a‘  — X*  ' 
adx 


l/a*  - X* 

a'dx 


a*-+-x' 


,1  > 


a'dx 


a*  -t-a;* 


by 
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CAPITOLO  VI. 


Differenziali  delle  funzioni  di  un  altra  funzione  , 
e delle  funzioni  composte  di  una  sola  variabile. 

Siano  ad  un  tempo  l' equazioni 

y=f{p)  e v = F{x). 

Sarà  y una  funzione  di  x che  dieesi  funzione  di  funzione, 
e che  si  potrebbe  scrivere  sotto  la  (orma  y F {x)). 
Trattasi  di  determinarne  il  coefBciente  difTerenziàle  y'  o vero 

~ , c il  differenziale  dy,  senza  esprimerla  immediatamente  in  x. 

Indichiamo  al  solito  con  Au  c Ay  i cangiamenti  che  su> 
biscono  u ed  y quando  x cresce  di  A;r,  i quali  converge- 
ranno a zero  insieme  con  Aa:.  Facendo  sempre  capo  dal- 
r equazione  stabilita  nel  n.°  3S  , avremo 

Ay /(  V -H  Ar)  —fjv)  Ao^ 

Ax  Ad  Ax  At>  Ax 

Ora  nel  limite  il  primo  di  questi  fattori  diviene  ( n.  32  ) la 
derivata  Hi  f{v) , ossia  di  y per  rapporto  a v,  cioè  a aire 
come  se  fosse  v la  variabile  indipendente:  e questa  derivata 
meglio  che  col  simbolo  y'  ( il  quale  rimane  addetto  egual- 
mente che  ^ a significare  il  coefficiente  differenziale  per 


rapporto  ad  a:  ) si  dinota  con  ^ , che  presenta  v al  consueto 
luogo  della  variabile  indipendente  ; il  limite  poi  del  secondo 
fattore  è indicato  al  solito  da  v'  o pure  , perchè  a:  è in 
realtà  la  variabile  indipendente.  Dunque  avremo 


v'  = — = — — 
(tx  dv  dx  ' 


, dy  dv  , 
e dy  = -^  ~r  dx. 
dv  dx 


dv 


58.  Si  noti  come  essendo  per  le  cose  precedenti  —dx=dv, 
il  valore  di  dy  si  può  anche  scrivere  sotto  la  forma 
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cosicché  nel  prendere  il  diflercnziale  di  una  funzione  di  un’al- 
tra funzione,  é lecito  considerare  quest’  ultima  come  varia- 
bile indipendente.  Dunque  in  tutti  i differenziali  trovati  nel 
capitolo  precedente , e nella  traduzione  di  essi  in  linguag- 
gio comune  ( che  ne  faremo  da  qui  a poco  ),  sarà  lecito  so- 
stituire la  funzione  alla  variabile. 

S9.  In  egual  modo , supponendo 

y =/(«)  ,ur=F{v)  ,V  = 9){X), 

sarà  , 

Ay  A«  Ap  _/ ( u + Au  ) — / («)  F ( » -+-  Ae  ) — F*  (e)  Ap 

A®  Au  Ap  AX  AU  AP  AX  ’ 

onde  conver^ndo  simultaneamente  a zero  Aj; , At? , Azz , Ay, 
avremo  nel  limite 


dt/  dy  da  dv 

dx  da  dv  dx’ 


, dt!  da  dv  , 

c dy=-^  — — dx  : 

^ du  dv  dx 


c COSI  per  un  maggior  numero  di  variabili  che  dipendono 
successivamente  una  dall’  altra.  In  generale  può  dirsi  che 
quando  più  variabili  son  funzioni  comecuUve  una  dell'  al- 
tra, la  derivala  della  prima  per  rapporto  all' ullima  egua- 
glia il  prodotto  delle  aerivate  di  ciascuna  per  rapporto 
alla  seguente. 

L’espressione  di  dg  si  potrebbe  anche  scrivere  sotto  le 
forme 


du  dv  du 


come  se  la  variabile  indipendente  fosse  v o pure  u\  e ciò 
perchè  — f/ar  = f/w  , c perchè  le  due  equazioni  u = F{v), 
t?  = 9 (x)  danno  , in  virtù  del  caso  precedente  , 


dit 

dv 


if-dx  = dll. 
dx 


CO.  Coir  anzidetto  principio  e coi  differenziali  già  noti  delle 
funzioni  semplici,  si  potrebbe  compiere  la  differenziazione  di 
moltissimo  altro  funzioni,  poiché  in  ciascuno  di  quelli  è le- 
cito sostituire  ad  x ogni  funzione  semplice  che  si  voglia  della 
stessa  X ; ma  noi  ci  limiteremo  a differenziare  le  funzioni 
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,5» 

alt”  , ( o + , o ì llx , /scn  x , l cosa: , /lana: , /cola:, 

scn.T.a: , scc  a: , cosce  x , are  scn  y.x , are  sec  x , are  cosce  a:, 
alcune  delle  quali  non  sono  rare  a presentarsi. 

1.”  La  funzione  tj  = ax’^ , che  fc  la  espressione  gene- 
rale del  monomio  algebrico,  diviene  semplieemcnle 

y = (tv , al  supporre  v = r”' , 

Quindi  essendo  (n.“  SS,  3.°  e S.®) 


ta  — I 

£ = a,o-  = mx”>  , 


avremo 


— max”  *,  e dtj=.max”  *rfx.  ^ 

2, ®  La  funzione  y = ( a -|- diviene 

. y — i'  , ponendo  / = « = » = 

dunque 

e per  conseguenza  dtj^mnbx”~^  (a  + ba^  ~ * rfa:. 

3. ®  La  funzione  y = a diviene 

y = o®  al  supporre  r = A®  ; 

quindi,  essendo  (n.KiJ,  6.“)  ^ = a'’la,  e '^=b^lb,  avsemo 

QV  dx 


c con  ciò 


dy  = a*  b^la  Ih  dx. 

61 . Allo  stesso  modo  : ponendo  mente  che  le  altre  fun- 
zioni proposteci  Son  funzioni  semplici  di  Ix  , scn  x , cos  x , 
tan  X , c col  a: , si  avrà  facilmente  per . 

7 
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y=/./x, 

dxcoax 


y = l.C0SX  , dy. 
^ = /.tan2T,  dy. 


= dx  cota;  = 

dixsen  x 


dx 


cos  X 
dx 


— dx\aa.x  = — 

dx 


dx 

col  2 ’ 


cos*x.tan2  sen;r>cos2  ’ 
dx  dx 


7/ = /.col a?,  dy  = — , . — 

♦ j sea  x.cotx  senx.cosx 

y:=senv.a:  = l — cosa:,  dy  = dxsanx  \ 

1 , dx  sen  x 

7/  = sec  a:  = , dy  = 


COS  X 
1 


f/  = coseca?=^ , rfy  = 

sen  X *' 


cos  a? 

(/;r  cos  X 


— dx  \an  X sGc  X -, 

= — dx  cola:  cosce  x ; 


sen  2 


c mediante  il  principio  ( «.  41  ) delle  funzioni  inverse 

dx 


y = arcsenv.a:,  ^j  = 


y = are  sec  a: , dy- 


Vìx  — 2‘  ’ 

dx 


y = are  cosec  x , dy  = - 


dx 


xV'  2*  — 


È conforme  al  vero  che  i duo  differenziali  qui  notali  di 
/.tana:  c /.cola:  sieno  eguali  c di  segno  contrario,  talché 
la  loro  somma  dia  zero;  perchè  essendo  lana:.cota:=  1 , 
ne  viene  in  conseguenza 

/.tana:  + /.cota:  = /( lan a;.cota:)  = /.l  = 0 : 

e certo  il  differenziale  di  zero , anzi  di  ogni  quantità  co- 
stante, è zero. 

In  quanto  poi  ai  differenziali  di  sen  v.a:  e seguenti,  se 
piacesse  prendere  per  raggio  a in  vece  di  1 ( come  nel 
n.°  56  ) , il  principio  della  omogeneità,  invocato  pure  in  quel 
n.°,  darebbe  subito  per 
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SI 


y = 8<ai  v.ar , dy. 
y = sec  ar , dy  = 


dx  scn  X 


a 

adx  sen  x 


dx  Un  ar.scc  j; 


y = cosce  x,dy=- 
y = arcsenv.a:,  dy= 
y = are  scc  ar , dy 


COS  X 

adx  cos  X 


rfrcolx.cosec  x 


Bcn  X 
adx 


2ax  — X* 
a‘dx  >■ 


ys=arccoseca: , dy 


X*  — a* 
a'dx 


a-l/  a;»  — a* 

62.  Passiamo  ora  allo  funzioni  composte:  cioè  a quelle 
che  involvono  quante  operazioni  algebriche  o trigonometriche 
si  vogliano^  tra  due  o più  funzioni  semplici  della  variabile 
indipendente. 

Supponendo  da  principio  che  queste  funzioni  semplici 
siano  le  sole  due  u c v , indicheremo  la  funzione  composta 
col  simbolo  generale 

y=f{u,v), 

che  s’ intende  andar  unito  a due  altri  come 
« = <?  (ar)  , » = 4-  (ar). 

Dinotino  al  solito  Ax  un  caumento  dato  ad  x,  e Au,  A»,  Ay 
i cangiamenti  simultanei  che  subiscono  u ,v  ed  y.  Sarà 

Ay=/(tt  + Am,o  + Ad)— /(m,»); 
ma  questa  differenza  b identicamente  uguale  a 
/(o  + A«,d)  —f{u,v)  +/(«+  Am,d  + A»  )—/(«+ Am,d), 
dunque  sostituendo  r una  all’altra,  e dividendo  per  Ax,  sarà 

^ — f{u,v)  I /(«-t- A«,P-f-Ac).— /(u-t-Atl,») 

A ^ A A ttA 


àX 


AX 


— '/(M,r)  All  , /(ll-HAt/jt-f-AtT) — At? 

A Am  A.T* 


Au 


àx 


àx 


Passando  ora  al  limite  , il  primo  membro  diviene  ^ , e 


.V 
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il  primo  termino  del  secondo  membro  diviene  ~ ^ : 


, , . bene 

du  dx 

inteso  clic  con  ^ intendasi  la  funzione  derivata  di  y ossia 

di  f{u,v)  prosa  per  rapporto  ad  n-,  come  se  « sola  fosse  va- 
riabile c V fosse  costante.  11  limite  poi  del  secondo  termine 
sarebbe  evidentemente 

d.f{u do  ' ^ 

do  dx’ 

SO  Au  rimanesse  immutato  frattanto  che  e Aa  convcr- 
eono  a zero  ^ ma  siccome  Aw  impicciolisce  e svanisce  con 
e Aa , il  limite  in  parola  sarà  effettivamente 


d.S{u,v)  £» 
dv  dx  ’ 

Avremo  dmKjuc  definitivamente 


ossia 


dy  do 
do  dx 


dy dy  du  dy  dv 

dx  du  dx  ' dv  dx  ’ 


0 per  conseguenza 
dy. 


dx^  dv  dx) 


63.  Se  in  queste  formolo  si  supponesse  m = ar  (come  cer- 
tamente potrebb’  essere  ) , avrcbbesi , cangiando  u in  x , 

jy dy  I dy  do 

dx  dx  dv  dx 


Ora  s’ingannerebbe  chi  pensasse  che  il  simbolo  ^ abbia 


il  medesimo  significalo  nel  primo  e nel  secondo  membro  ; 
poiché  nel  primo  dinota  il  coefficiente  differenziale  della  fun- 
zione f{x,v)  nella  ipotesi  genuina  che  a varia  insieme  con 
X , mentre  nel  secondo  membro  indica  il  coefficiente  diffe- 
renziale della  stessa  funzione  si  bene,  ma  nella  ipotesi  che  a 
sia  costante,  llitenendo  adunque  inalterabilmente  che  quando 
y dipende  da  due  o più  funzioni  di  x , delle  per  esempio 

fi, a,  ec.  i simlxili  — ec.  dinotino  i coefficienti  diife- 

du  dv 

renziali  presi  rispetto  alla  sola  variabile  scritta  nel  denomi- 
natore , come  se  tulle  le  altre  fossero  costanti  , se  in  qual- 
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cbc  coso  speciale  una  di  tali  variabili  si  supponga  divenire 
X,  bisognerà  indicare  il  coeflicicnte  diflcrenzialc  propria- 
mente detto  della  funzione  w con  una  notazione  diversa  da  ^ : 
« ' dx 

la  più  semplice  sarebbe  y' , ma  vi  ha  pure  chi  scrive  • 
Adunque  per  la  funzione  particolare 

y=f{x,v) 

in  cui  & si  suppone  essere  funziona  di  x , sarà  Ganzato  ogni 
equivoco  scrivendo 

, (,v) ffv  1 ^ 

dx  dx  do  dx  ’ 

quanto  poi  al  diifercnzialc  non  vi  ha  equivoco  di  sorta  scrivendo 

64.  Ritornando  al  caso  generale , se  si  avesse 

c le  variabili  t,u,v  fossero  tutte  funzioni  di  x , osservando 
cbc  la  differenza  ^y , ossia  . > 

f{i+ + Au,v  + /ì^v)—f{t,u,v)  ■ 

si  può  scrivere  sotto  la  forma  = 

/(  / -f-  Ai,UjV  ) — /(  /,u,v  ) 

+/{ f + A/,u  + Au,v  ) — /(  / + A(,u,v  ) 

+/(  I + àl,u  -f  Au,v  -f  Av  ) — /(  / -j-  Ai,u  -j-  Au,v  ) , 
si  troverebbe  facilmente 


di/ dy  dt  dy  du  . dy  dv 

dx  di  dx  du  dx  do  dx  ^ 


c quindi 


0 pure 


",  / du  dt  , dj  du  , du  dv\  , *-  ~‘l 


Ri  .■•-•Il 


E nulla  impedendo  di  proseguire  allo  stesso  modo,  qua- 
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lon(|ae  si  fosse  il  numero  delie  funzioni  dipendenti  dalla  va- 
riabile X , ne  dedurremo  generalmente  che  il  coefficienùi 
differenziale  o il  differenziale'  di  una  funzione  di  jnù  ol- 
ire funzioni  di  una  stessa  variabile,  è uguale  alla  somma 
dei  coefficienti  differenziali  o dei  differenziedi , che  si  ot- 
tengono facendo  variare  guest  altre  funzioni  una  sola 
per  volta. 

6S.  In  virtù  di  questo  principio  i diflerenziali  notati  qui 
appresso  non  han  bisogno  di  alcuna  dichiarazione 


y=/-f« — v±..., 

y=iu, 

y=iuv.... 


V — — U-, 

^ V c ’ 


dy=dt-\-du — dv±.. . , 
dy=tdu-\-udt, 

dy=dt.uv. . .-\-du.to. . .-\-dv.tu. 


dy=-^u — tt 


dv  vdu — udv 

7 i? 


E per  aggiungere  un  esempio , la  cui  differenziazione  sem- 
bra ditEciIe  senza  l’ uso  del  principio  in  discorso  , prende- 
remo y = 

Supponendo  u variabile  e v costante,  abbiamo  dal 
^du  = OM*’” ^ du ; supponendo  poi  variabile  v e costante  u,  il 

n.”SS, G.^’cidà  ^cfe==i/lM.efo.  Il  perchè,  unendo  insieme 
i due  risultamenli  avremo 


dy  = vtf  *</«-)- t/’lM.cfe  = u”  ^ -f- la. ; 

od  osservando  che  l’espressione  scritta  dentro  la  parentesi  6 

il  diflerenzialc  di  «la  ossia  di  1 • a” , con  bolla  brevità  potrà 
dirsi  in  astratto,  che  il  differenziale  di  una  esponenziale  a 
base  variabile  eguaglia  il  prodotto  della  stessa  esponenziale 
pel  differenziale  del  suo  logaritmo  neperiano. . 

66.  In  generale  , i principi!  stabiliti  nei  n.‘  e 63  ^ c 
i diflerenziali  trovati  colle  formolo  precedenti  bastano  a com- 
piere la  dilferenziazione  di  tutte  le  funzioni  esplicite  di  una 
variabile  , che  non  sieno  di  competenza  del  calcolo  integrale. 
Nondimeno,  essendo  utilissimo  (se  non  pure  necessario)  che 
i principianti  abbiano  a memoria  il  contenuto  delle  formolo 
stesse , ridotte  a regole  o teoremi  espressi  in  linguaggio  co- 
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mone , oc  scriveremo  ordinatamculc  gui  appresso  gli  enun- 
ciali, ritenulo  come  assioma  che  il  differenziale  delle  quan- 
tità costanti  è zero. 

Teoremi  o regale  per  la  differenziazione. 

1. "  Il  differenziale  della  somma  o della  differenza  di  più 
funzioni  ò uguale  alla  somma  o alla  differenza  dei  loro  dif- 
ferenziali rispettivi. 

2. “  Il  differenziale  del  prodotto  di  una  quantità  costante 
per  una  funzione  è uguale  al  prodotto  di  essa  costante  pel 
differenziale  della  funzione. 

3. “  Il  differenziale  del  prodotto  di  due  funzioni  ò uguale 
al  prodotto  della  prima  pel  differenziale  della  seconda , pià 
il  prodotto  della  seconda  pel  differenziale  della  prima  ; e ge~ 
neralmenle,  il  differenziale  del  prodotto  di  quante  si  vogliano 
funzioni  ò uguale  alla  somma  dei  prodotti  che  nascono  mol- 
tiplicando il  differenziale  di  ciascuna  per  tutte  le  altre. 

4. *  Il  differenziale  di  una  funzione  fratta  è uguale  al 
denominatore  moltiplicato  pel  differenziale  del  numeratore , 
meno  il  numeratore  moltiplicato  pel  differenziale  del  deno- 
minatore , lutto  diviso  pel  quadrato  del  denominatore  ; e in 
particolare , il  differenziale  di  una  funzione  fratta  di  nume- 
ratore costante  è uguale  a meno  il  prodotto  del  numeratore 
pel  differenziale  del  denominatore,  diviso  pel  quadrato  di  que- 
sto medesimo  denominatore. 

5. ”  Il  differenziale  di  una  funzione  innalzata  ad  espo- 
nente costante , è uguale  al  prodotto  di  questo  esponente  per 
la  funzione  innalzala  al  medesimo  esponente  diminuito  di 
una  unità , e pel  differenziale  della  funzione  ; e in  partico- 
lare , il  differenziale  di  un  radicale  quadrato  paregma  quello 
della  funzione  sottoposta  al  radicale , diviso  pel  doppio  del 
radicale. 

6. ®  Il  differenziale  di  una  esponenziale  qualunque  ò 
uguale  al  prodotto  di  essa  pel  logaritmo  neperiano  della  baso 
e pel  differenziale  dell’  esponente  ; onde  in  particolare  , il 
differenziale  dell’ esponenziale  di  base  e =2,7182818...  egua- 
glia il  prodotto  di  essa  pel  differenziale  dell’ esponente. 

1.^  Il  differenziale  del  logaritmo  di  una  funzione,  preso 
in  un  sistema  qualunque,  ò uguale  al  differenziale  della  fun- 
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xione , diviso  per  la  slessa  funzione  c mollipHcalo  pel  loga- 
ritmo del  numero  e preso  nel  medesimo  sistema , ossia  pel 
modulo  di  questo  sistema  (a)  ; e in  particólare,  il  difieren- 
EÌale  del  logaritmo  neperiano  di  una  funzione  , pareggia  il 
differenziale  della  funzione , diviso  per  la  stessa  funzione. 

8. "  II  differenziale  del  seni)  è uguale  al  differenziale  del- 
r arco , moltipllcalo  pel  coseno. 

9. “  11  differenziale  del  coseno  è uguale  a meno  il  dif- 
ferenziale dell’  arco  , moltiplicato  pel  seno. 

10. °  Il  diffèreosialc  della  tangente  è uguale  al  differen- 
riale  dell’  arco,  diviso  pel  quadralo  del  coseno  o pure  molti- 
plicato pel  quadrato  della  secante. 

'■  11.°  Il  differenziale  della  cotangente  ò uguale  a meno 

il  differenziale  dell’  arco  , diviso  pel  quadrato  del  seno  o pure 
moltiplicato  pel  quadrato  della  cosecante. 

12. °  Il  differenziale  dell’arco  in  funzione  del  seno  è 
uguale  al  differenziale  del  seno,  diviso  pel  coseno. 

13. °  Il  differenziale  dell’  arco  in  funzione  del  coseno  'è 
Uguale  a meno  il  differenziale  del  coseno  , diviso  pel  seno. 


(a)  Così  da  molti  si  chiama  il  detto  logaritmo  di  e,  c si  definisce  il 
fattore  costante  per  cui  moltiplicato  il  logaritmo  neperiano  di  un  nu- 
mero qualunque , si  ha  nel  prodotto  il  logaritmo  dello  stesso  numero 
nel  sistema  di  cui  si  tratta.  Infatti  , per  due  sistemi  di  basi  qualun- 
que a ed  e , e di  caratteristiche  rispettive  log  ed  /,  abbiamo  dall’  al- 
gebra (Lacroix,  n.°  2S0) 

Iogva?  = i|j?; 

onde  sostituendo  log  e ad  in  virtù  della  equazione  la.Iogc=1,  ci- 
tata altre  volte  (e  ehe  nasce  ancora  dalla 'precedente  scrivendo  e in  luogo 
di  x),  avremo  il  modulo  AI  =-^=\oge. 

Cosi  pel  sistema  briggiano  in  cui  a = 10  , si  ha 
d!/=  log. 2, 7182818  = 0,4342943. 

Con  questo  numero  si  passerebbe  dai  logaritmi  neperiani  ai  brig- 
giani  ; ma  siccome  importa  più  l’ operazione  inversa,  perchè  le  tavole 
neperiane  son  meno  comuni  , cosi  merita  maggiore  attenzione  il  nu- 
mero 2,3023831  , che  è l'inverso  del  modulo  briggimio  , e che  niol- 
tiplicalo  pei  logaritmi  briggiani  li  rende  neperiani. 
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14."  Il  diflercnziale  doli’  arco  in  funziono  della  tanconle 
pareggia  il  dilTerenziale  della  langonle,  diviso  pel  quadralo 
aclla  secante,  o puro  moltiplicalo  pel  quadralo  del  coseno. 

lo."  11  differenziale  dell’  arco  in  funzione  della  cotan- 
gente pareggia  meno  il  differenziale  della  cotangente  , «li- 
viso  pel  quadrato  della  cosecante,  o pure  moltiplicalo  pel  qua- 
drato del  seno. 

16."  Il  differenziale  dell’ arco  in  funziono  del  seno  verso, 
o come  talvolta  suol  dirsi,  in  funzione  della  freccia,  egua- 
glia il  differenzialo  del  seno  verso  o freccia,  diviso  pel  seno. 

67.  Coll’uso  di  queste  regole  e con  un  poco  di  esercizio  si 
arriva  facilmente  a differenziare  qualunque  funzione  esplicita, 
senza  punto  decomporla  por  via  di  nuovi  sìioIkiIì  in  funzioni 
semplici,  o mono  composte  di  essa,  quantunque  ciì)  torni  assai 
utile,  e sopra  tutto  quando  alcuna  di  queste  funzioni  trovasi  scrit- 
ta più  volle  nella  funzione  proposta.  La  norma  a tenersi  è quella 
di  indicare  le  differenziazioni  relative  alle  varie  operazioni  ri- 
chiamalo dalla  funziono,  0 ciò  con  ordine  inverso  a quello  cui  lii- 
TOgncrcbbe  seguire  nel  calcolo  numerico  della  funzione  ; poiclu'! 
in  tal  modo  si  arriva  tosto  o lardi  alle  funzioni  per  dir  cosi  ele- 
mentari, e di  cui  si  effettuano  ultimamente  le  uifferenziazioni. 

Per  esempio  la  funzione 

y=l.lan.(fl  -f-  bx”*) 

presenta  come  1.*  operazione  da  farsi  per  la  sua  valutazio- 
ne, il  calcolo  del  termine  bx”*  ; come  2.',  l’addizione  di  que- 
sto termine  ad  a ; come  3."  , l’ innalzamento  di  c -(-  bx”* 
all’  esponente  n ; come  4." , la  ricerca  della  tangente  di 

(o-f-Aa?"*)  ; e come  K."  ed  ultima,  la  dclcrrninazione  del 
logaritmo  neperiano  di  questa  tangente.  Si  terrà  dunque  l’or- 
dine inverso  nella  differenziazione , scrivendo  * 

, rf.  tan . ( a -4-  l>3^  )"  , , - . » 

S."  dy  = i ^ , ( regola  7."  ) 

4."  d.tan.( a -}- (zry.  10.") 

cos*.(rt-l-^ar’“)" 

3."  d.{a-\-bx”*f =n{a+bx^^'~\l{a-\-bx”‘)  , {rcg.  «.*) 

8 


w 


i> 
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2."  d.{a  + 6x'*)  — d.bx’^ , {reg.  1.*) 
c fin  qui  la  diflcrenziazione  è soltanto  indicata.  Finalmente 
l."  d.bod":s=imbx”'~‘^  dx.  {reg.  2.*) 

Risalendo  ora  per  gradi  alla  espressione  di  dy , trovasi 
agevolmente 

mnàx”*  — * (ir  ( a -t-ia:”*  )**  * 

»en.  ( o 3x”*  )"  X co«.(  a -4-  óx”‘  )" 


CAPITOLO  VII. 

Differenuasione  delle  funzioni  analitiche  esplicite 
di  più  variabili  indipendenti, 

68.  Differenziale  semplicemente  detto  di  una  funzione  s 
di  più  variabili  indipendenti  x,y , . . . ù ( a simiglianza  dì 
quello  delle  funzioni  di  una  sola)  il  cangiamento  infìnita- 
mcnte.  piccolo  che  subisce  la  funzione,  c che  si  ìndica  con  dz, 
quando  tutte  le  variabili  ricevono  gli  aumenti  dx,dg,... 
mfinitamcntc  piccoli  e indipendenti  fra  loro.  Altronde,  nulla 
impedisce  di  supporre  che  questi  aumenti  sieno  ancora  co- 
stanti , nel  senso  che  ciascuno  di  essi  abbia  lo  stesso  valore 
in  qualunque  stato  di  grandezza  trovasi  la  variabile  a cui 
si  attribuisce  ; o che  torna  allo  stesso,  nel  senso  che  ciascu- 
na variabile  indipendente  x,y, . . . cresca  progressivamente 
da  — <X5  a -j- 00  con  aumenti  inflnitamente  piccoli 

e ciascuno  di  valor  costante.  Ora  la  differenziazione  di  tali 
funzioni  non  è punto  difficile  , dopo  quella  delle  funzioni  di 
una  sola  variabile. 

69.  Sia  in  primo  luogo  la  funzione  di  due  variabili 

La  sua  differenza  sarà  evidentemente 

Az=f(x  + Ax,g-i-Ag)—f(x,g), 

espressione  che  si  può  decomporre  in  due  parli , una  prov- 
venientc  dall’  aumento  della  sola  x , l’ altra  da  quello  della 
sola  y , scrivendo 
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^ =f  ( ® , y ) — / ( a: , y ) 

+/(®  + ^ ,y  + ^y)—f{x  ^ ,y)  y 

o che  torna  lo  stesso 

^2  /(g,y) 

Aar 

/(j-4- Aj,y-<- Ay)— /(j-t-Aa:,y)^ 

Ay 

Ora , se  rimanendo  immutali , e altronde  qualunque , i 
valori  di  a?  e y , supponiamo  che  Aj:  e Ay  convergano  in- 
definitamente e simultaneamente  verso  dx  c dtj,  il  rapporto 
/(J  H-  Aj  , y)  — f{x  , y) 

Ax  ’ 

dove  la  quantità  y si  tiene  costante  al  convergere  x -f-  Aar 
ad  ar,  convergerà  (n.°  32)  verso  il  limile  {ordinario  ri- 
spetto a Aar  ) dello  stesso  rapporto  : limile  che  si  stima  rag- 
giunto ( So  ) quando  Aa:  diventa  dx,  c che  viene  inm- 

, j à.f{x , y) 

calo  da  -v  \ 

dx 

In  simil  modo  il  rapporto 

J{x  -H  Aa? , y -H  Ay)  —j{x  -hàx,y) 

Ay 

converge  palesemente  verso  il  limite  ( ordinario  rispetto  a 
Aar  e Ay  ) dello  stesso  rapporto:  c questo  limile  (che  pur 
si  stima  raggiunto  quando  Aar  e A^  divengono  dx  e dy) 

si  vede  facilmente  (a)  dover  essere  ■’  , non  ostante 

dy 


1a)  Considerando  la  superficie  rappresentata  dalla  equazione  z=f{x,y), 
ar  convergere  T ascissa  a?  -t-  aÌ  ad  a? , e nel  tempo  stesso  l*^ascissa 
y -1-  Ay  ad  y , corrisponde  a supporre  che  la  sezione  XM'N  {Jig.  12  ) 
parallela  al  piano  delle  ys  e distante  da  esso  per  ar  -4-  Ax  si  avvicini 
alla  sezione  fissa  RMM'*  la  quale  ne  dista  per  ar,  e che  in  quella  prima 
sezione  il  punto  N corrispondente  all’  ascissa  y Ay  si  avvicini  con- 
temporaneamente al  punto  M'  di  ascissa  y.  È dunque  il  caso  di  una 
curva  che  variando  di  posizione  c‘  di  forma  con  legge  determinata  , 
converge  ad  un*  altra  curva  fissa , e nel  tempo  stesso  due  suoi  punti 
si  avvicinano  di  continuo  fra  loro  : ora  non  potendosi  rivocare  in  dub- 
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che  al  convergere  y -f-  Aw  ad  y , non  resti  inunutato  ma 
converga  ad  x il  valore  ìli  ar  -j-  Punque  l’ espressione 
del  richiesto  differenziale  sarà 


dz: 


d.f(x  ,tj) 


dx 


^■f{^  > .y) 


o vero  , per  essere 


dx  ' dtj 


dy, 


dx"-'-  ‘ dy'"-^- 

70.  Imitando  il  modo  tenuto  pel  caso  delle  variabili  x 
e y , se  si  avesse 

u=f{x,y,z)  (3) 

si  troverebbe  senza  pena 

du  , , du  , , du 


dy 


(4> 


c così  per  la  funzione 

u=J\x,y,z,...),  sarebbe  du=^dx-]-^dy-\-^dz+ . .. 

essendo  qualunque  il  numero  delle  variabili  indipendenti. 

71.  È frattanto  importantissimo  il  ricordarsi  che  le  fra- 
zioni ^ ^ voglion  essere  tenute  come  simboli  che  di- 
notano le  funzioni  derivate , o i coeiTicienti  differenziali  della 
funzione  u=f[x,y,z,...  ),  da  trovarsi  (colle  già  date  re- 
gole) riguardando  come  variabile  ora  la  sola  x,  ora  la  sola 
y , ec.  Perciò  queste  nuove  funzioni  di  x,y,z, . . . sono  de- 
rivate parziali  o coeflìcienti  differenziali  parziali  della  fun- 
zione primitiva  u,  rispetto  ad  x,  rispetto  ad  y,  ec.  quan- 
tunque sia  invalso  l’ uso  di  chiamarli  differenze  parziali;  e 

per  la  stessa  ragione  i simboli  "^dx  y-^dy , ec.  indicano 

bio  ( tìota  del  n.  32  ) che  pure  in  tal  caso  la  corda  M'N  che  unisce 
<|uei  punti,  si  avvicina  c da  ultimo  coincide  colla  tangente  delta  curva 
fissa  nel  punto  M,  dove  quei  medesimi  due  si  vanno  a confondere,  è 
chiaro  ebo  il  limite  in  parola  sarà  quello  die  appartiene  alla  curva  fìssa 

nel  punto  M di  ascisse  x,^,  e di  ordinatasi  cioè  a dire  sarà  per- 
chè le  coordinate  variabili  di  questa  curva  sono  y e z. 
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parimente  i differenziali  parziali  di  u rispetto  ad  x,  rispetto 

ad  y , cc.  Se  poi  nelle  ulcsse  frazioni  ^ ^ j • • • vogliasi 

attribuire  significali  propri  ai  numeratori  e ai  denominatori, 
il  du  dovrà  indicare  il  differenziale  parziale  di  u rispetto  ad 

X nella  frazione  — , il  dilfercnziale  parziale  di  u rispetto 

ad  y nella  frazione  ~ , ec.,  laddove  il  semplice  da  che  si  vedo 

scritto  nel  primo  membro  della  ritrovala  e(|uazioDC,  pareggia 
in  virtù  della  stessa , la  sonmia  dei  differenziali  parziali , c 
suol  chiamarsi  differenziale  lolale  pcrchò  esprime  il  cangia- 
mento infinitesimo  della  funzione  , dovuto  agli  aumenti  in- 
finitesimi di  luUe  le  variabili.  È dunque  ad  un  tempo  no- 
tevolissimo e semplicissimo,  che  la  somma  dei  differenziali 
parziali  cosliiuisce  il  differenziale  lolale , alla  stessa  guisa 
che  la  somma  delle  parti  costituisce  il  tutto. 

72.  Osserviamo  che  in  virtù  della  indipendenza  delle  va- 
riabili x,y,z , . . . non  vi  è nulla  che  obblighi  a supporre 
che  queste  debbano  variare  nel  tempo  stesso.  Chi  dunque  di- 
manda il  differenziale  per  esempio  della  funzione 

u=f{x  ,y  ,z) , 

deve  indicare  se  questo  differenziale  debba  esser  totale , nel 
qual  caso  vien  espresso  dalla  precedente  formola  (4)  ; o pure 
se  debba  esser  preso  rispetto  ad  una , o ad  alcune  soltanto 
delle  variabili  : poiebò  allora  si  sopprimerebbero  nella  stessa 
formola  i termini  relativi  alle  variabili  i cui  valori  si  sup- 
pongono rimanere  iimnutali.  Ed  essendo  du  l’ indicazione 
semplicissima  del  differenziale  totale  , quella  del  differenziale 
relativo,  per  esempio,  alle  sole  variabili  x Qy  potrebb’  essere 
d^ju , scrivendo 

0 come  semplicissimamcnte  propone  il  signor  Cauchy 

= + (a) 


(•v)  Quando  lo  variabili  indipendenti  sono  due  solo , Lagrangc  in- 
dica puro  con  accenti  in  vario  modo  disposti  Io  duo  derivato  parciali 


62  EUtuEim 

73.  Dobbiamo  anche  osservare  la  conformità  della  foratola 

a cui  può  ridursi  quella  del  n."  62,  ed  in  coi  essendo  la 
sola  X variabile  inaipcndcate  si  suppone 

y =/(«,»)  = ^ (a?),  o = 4-(iP), 

colla  formola 

dz^^^dx  + tdy  (2) 

trovata  nel  n,®  69  per  la  funzione  z=tf{^x,y).  Tale  con- 
formità potcasi  facilmente  prevedere  , poiché  le  u c o es- 
sendo funzioni  qualunque  ai  x , sono  indipendenti  fra  loro 
nel  senso  che  dopo  aver  fissata  per  u una  certa  funzione  di 
X,  nulla  impedisce  di  prendere  per  v quell’  altra  fimzione  di 


della  funziono  z=f{x,y),  scrivendo  s'  e z, , o pure  f {x  ,y)  e 
f,{x,y)  in  vece  di  ^ e talché  secondo  questa  notazione  sarebbe 


dy' 
dz  = z'dx  • 


• z,dy. 


Bisogna  convenire  che  questa  notazione  sia  molto  semplice  ; ma  essa 
nè  si  estende  al  caso  di  più  di  due  variabili  indipendenti , nè  richiama 
punto  alla  mente  il  signiucalo  di  ciò  che  esprime:  vantaggi  che  si  hanno 
nella  notazione  del  Leibnitz  e in  quella  proposta  dal  sig.  Cauchy.  Que- 
sto insigne  geometra  intende  rappresentare  le  derivate  e i differenziali 
colle  caratteristiche  Z)  e </,  indicandone  l’ordine  coll’uso  di  esponenti 
o di  accenti , e scrivendo  appiè  di  esse  caratteristiche  le  variabili  alle 
^uali  si  riferiscono  le  derivate  o i differenziali  ; cotalchè  i simboU 

— e ^ verrebbero  surrogati  da  ^ e z'^,  o vero  da  D^z  o Pu- 
re a noi  sembra,  che  mediante  la  notazione  Leibniziana  si  abbia  dippiù 
il  vantaggio,  di  esprimere  colla  forma  stessa  del  simbolo  il  teorema:  che 
la  derivata  ]>arziale  , relativa  per  esempio  ad  x , eguagli  il  rapporto 
dell’  aumento  inGnitesimo  della  funzione  , dovuto  all’  aumento  inGnite- 
simo  della  sola  x , a questo  medesimo  aumento  di  x.  Solo  si  deside- 
rerebbe che  nel  simbolo  — si  sostituisse  </^s  a dz , per  liberarlo  dal- 


r ambiguità  annessa  a dz  ; ma  allora  diverrebbe  troppo  complicato , c 
altronde  non  è un  esiger  molto  il  doversi  ricordare  che  i cangiamenti 
infinitesiini  indicati  dal  numeratore,  si  suppongono  dovuti  olle  sole  va- 
riabili scritte  noi  denominatori. 
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p f/’®  P,'“  «‘j  O"”'  modo , dipondciido  l’ una  c 

altra  (la  ;r  non  possono  non  variare  lultc  due  con  x e 
pero  jj  (hnercnziale  della  funzione  7j=f{u,v)  non  è che 

.re  y della  l'or. 

.moja  (2)  cssenc^o  vere  variabili  indipendcnii  , cioè  a dire 
n.  d)  iiidipendenli  non  meno  tra  loro  che  da  allro  nuan- 
tila  , possono  , ad  arhilrio  , variare  insieme  o seiiaralanicnle- 
onde  la  funzione  r =/(r,y)  ammclle  tre  differenziali  dislinl’i 
due  cioè  parziali  cd  uno  totale. 

La  differenziazione  delle  funzioni  esplicite  di  più  variabili 
indipendenti  , (>ssendosi  ridotta  con  eie')  che  precedo  a dover 
differenziare  più  volte  lo  funzioni  per  rapporto  ad  una  sola 
delle  Tanahih  por  volta  , ne  viene  in  consesnenza  che  le  re- 
gofe  stabilite  nel  capitolo  precedente  si  applicheranno  senza 
difIicolti\  a tutti  I casi  particolari. 

funzioni  di  due  sole  variabili  indipendenti  avendo 
uft  significato  geometrico,  che  non  comportano  le  fniizioni  di 
un  niagmor  numero  di  variabili  , le  derivale  c i diflereiiziali 
parziali  di  esse  hanno  ancora  dei  significali  degnissimi  di 
attenzione.  ^ 

Considerando  nella  superficie  espressa  dall’equazione 

le  sezioni  IIMM',  KMM"  (/y.  /?)  die  passano  per  f ordi- 
nata Mot=z  , e sono  parallele  ai  piani  dello  xz  e dello  yz 
e chiaro  che  le  coordinale  variabili  della  prima  sono  x c z 
c quella  della  seconda  sono  y e Dunque,  supposto  Tassi* 

delle  2 perpendicolare  al  piano  delle  xij,  i simboli  — o — 

esprimemo  («.“32)  le  langonli  trigonometriche  degli  an- 
^li,  che  le  r('lte  tangenti  a tali  sezioni  nel  punto  comune  RI 
formano  col  piano  delle  xy.  Da  ciò  segue  che  supposto 

mn'=zdx,  càmix"=dy,  esprimerà^  (fe  il  cangiamento  Rl'Il' 

che  soffre  (n  35)  I ordinata  M;«  considerala  come  appartenente 

alla  sezione  IIRIRI' , e sarà  — dy  il  cangiamento  R1"R"  che 

soffre  la  stessa  ordinata  Rizzi  riguardala  come  apjiarlcnciilc 
alla  seziono  KRIRI".  D’altra  parte  è chiaro  che  il  m/zz/u can- 
giamento dell’ ordinala  Rizzi , cioè  quello  che  risulta  dagli 
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aumcnii  simultanei  «Ielle  variabili  x e y , vien  rappresenta- 
lo dalla  differenza  NR  tra  1’  ordinala  M/n  corrispondente  alle 
ascisse  x,y,  e l’altra  N/i  corrispondente  alle  ascisse  x dx, 
y -j-  dy.  Ora  in  conferma  dell’  equazione  (2)  noi  andiamo 
a (iimoslrnre,  che  per  essersi  supposte  m\i!  ed  nifi"  infinitamen- 
te piccole  , questa  differenza  sia  eguale  alla  somma  degli 
auzidolli  cangiamenti.  Infatti  , per  tal  ragione  lice  supporre 
{n."  S4-)  che  i punti  M,M',M'',N  esistano  tulli  nel  piano  tan- 
gente alla  superficie  in  M , e che  le  corde  MM',  MM”  siano 
parli  delle  taugcnli  applicate  in  M alle  sezioni  lljlM',  RMM”; 
ciò  poi  ammesso  , è evidente  che  la  figura  MM'NM"  sia  il  pa- 
rallelogrammo prodotto  nel  piano  tangente  dai  piani  che  pas- 
sano pei  lati  del  parallelogrammo  mjj-'nii",  e son  perpendico- 
lari al  piano  delle  xy.  Ora  per  rapporto  al  primo  paralle- 
logrammo , si  vede  facilmente  ( anclie  quando  i lati  son  di 
lunghezza  finita  ) che  la  retta  NR  sia  eguale  alla  somma  delle 
altre  due  M'R'  ed  M''R"  : perocché  menando  la  M"y  paral- 
lela a i triangoli  NM"v , M'MR'  riusciranno  simili , ed 
avendo  eguali  i lati  omologhi  M"N,MM'(come  lati  opposti 
del  parallelogrammo  31"NM'M  ),  sarà  pure  Nv  eguale  ad  Al'R'; 
inoltre , per  essere  R"R  e |iz"«  tra  loro  parallele  ( siccome 
intersezioni  dei  piani  paralleli  R'iVlR"  , XOY  col  piano  delle 
Sl'V'j  N«  ) » anche  la  figura  M"R"Rv  é un  parallelogrammo, 
e quindi  M"R"  c uguale  a vR  : dunque  la  NR  che  è somma 
delle  Nv  e vR.  sarà  parimente  somma  delle  M'R'  ed  M"R".  (a) 


(a)  Imiiando  la  maniera  del  n.°  36  , avremmo  potuto  facilmente  di- 
mostrare che  quando  mix' = Sx,  m{x"  = Sy , la  diflerenza  NR  = As  si 

compone  dei  due  termini  ^ Ax,  ^ Ay,  e di  tre  altri  della  forma 
«I>(x,y,Ax).(Ax)‘‘^*,  ;(x,y,Ax,Ay).(Ax/Ay,  x(x,y,Ax,Ay).(Ay)*‘''^, 


dove  » e p lengon  luogo  di  numeri  positivi  ; i quali  tre  termini  pur  del  - 
bono  annullarsi  con  Ax  e Ay;  talché  al  mutarsi  Ax  e Ay  in  </x  e du,  non 
resta  a conservare  se  non  quei  primi  due,  giusta  il  principio  fonaamen- 
tale  ( H.°  27  ) del  metodo  degl’  infinitamente  piccoli  propriamente  detto. 
Ma  noi  abbiamo  preferito  il  chiarire  colla  luce  della  geometria  ( almeno 
per  le  fuhzioni  di  due  variabili  ) il  teorema  di  sopra  fermato  , che  il 
diOereuziale  totale  pareggia  la  somma  dei  ditTerenxiali  parziali.  Altronde 
l’accordo  perfetto  delle  due  maniero  conferma  sempreppiù  l’esattezza 
del  metodo  che  abbiamo  tolto  per  guida  : del  metodo  cioè  degl’  iafini la- 
mente  piccoli  fondato  sulla  considerazione  dei  limili. 
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CAPITOLO  Vili. 

Derivate  e differenziali  successivi  delle  funzioni  esplicite 

di  una  sola  variabile, 

\ • 

75.  La  derivata  della  funzione  y o fix)  èssendo  general- 
mente un’  altra  funzione,  dee  ammcllcrc  ( 32  ) essa  stessa 

la  sua  derivata,  la  quale  ammette  del  pari  la  sua,  e cosi  di 
seguito.  Or  queste  nuove  funzioni , che  sono  semplici  deri- 
vate una  deir  altra  , chiamansi  derivale  di  secondo  ordine , 
di  terzo  ordine,  ec.  o pure  seconda  derivala,  terza  deriva- 
ta, ec.  della  funzione  primitiva;  e si  dinotano  con  y" ,y"' , ec. 

0 pure  con/"  (a?),/"'(a:),  ec.  per  analogia  a quella  di  primo 
ordine  che  si  dinotò  con  y'  o f (x). 

76.  Allo  stesso  modo  , chiamasi  differenziale  di  secondo 
ordine,  o pure  secondo  differenziale  della  funzione  y=f[x) 
il  differenziale  del  suo  differenziale  , ossia  il  cangiamento 
infinitesimo  che  subisce  questo  differenziale  quando  la  va- 
riabile X esistente  in  esso  riceve  di  uuovo  l’aumento  infini- 
tesimo dx.  Similmente  il  differenziale  del  secondo  differen- 
ziale chiamasi  terzo  differenziale , o differenziale  di  terzo 
ordine  della  funzione  primitiva,  e così  di  seguito.  Una  stretta 
analogia  vorrebbe  che  questi  nuovi  differenzimi  fossero  indicati 
dai  simboli  d.dy  , d.d.dy , ec.  o pure  d.df{x) , d.d.df{x),  ec. 
ma  per  semplicità  si  esprimono  con  (fy  , <Py , ec.  o pure 
con  df(x)  , df(x) , ec. 

77.  Ciò  posto , essendo  per  definizione  d*y  = d.y'dx , e . 
pel  n."  35  essendo  dtf  = y"dx-,  sarà  tPy  = y"{dxy,  a mo- 
tivo che  dx  si  riguarda  come  quantità  costante. 

Parimente,  essendo  per  definizione  (Py=d.d‘y=d.y'.'{dx)*, 
e pel  n.®  35  essendo  dy"=y"'dx,  tornerà  dry=if'\dxf  \ 
c via  innanzi. 

Questi  risullamcuti  si  notano  con  più  semplicità  scrivendo 
d*y  = y"dx*  =f{x)dx^  , d^y  — y'"dx^  = f"'{x)dx^ , ec. 

dove  dx* , flte* , ec.  esprimono  per  convenzione  la  seconda 
potenza , la  terza , ec.  di  ; nò  si  rischia  di  confonderli  coi 
differenziali  di  x*,x^,  ec.  che  si  dinotano  con  r/.ar* , d.x^,  ec, 

9 
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78.  É chiaro  adunque  da  ciò  che  precede,  che  una  (un* 
zione  qualunque 

y=/(^) 

possa  in  generale  dar  origine  ad  una  serie  indefinita  di  dif- 
ferenziali 


=/'(«) >dx,^y  —f'ix) . rfr'  , cPy  =f"(x) . da^, . . . 

i quali  deduconsi  dalla  funzione , e gli  uni  dagli  altri  me- 
diante l’operazione  che  chiamasi  differenziazione.  La  nota- 
zione stessa  di  questi  differenziali  rende  , senza  più»,  pani- 
festa  la  subordinazione  dei  loro  valori;  poiché  venendo  espressi 
da  prodotti  di  funzioni  finite  della  variabile  x per  potenze 
sempre  più  elevate  della  quantità  infinitamente  piccola  dx , 
ciò  pròva  esser  sempre  il  differenziale  di  secondo  ordine  una 

Jiiantitò  infinitamente  piccola  rispetto  a quello  di  primo  or- 
ine , siccome  questo  c infinitamente  piccolo  per  rapporto 
ad  ogni  quantità  data.  In  siinil  modo  il  differenziale  di  terzo 
ordine  è infinitamente  piccolo  per  rapporto  a quello  di  se- 
condo ordine , il  differenziale  di  quarto  ordine  ò infinitesimo 
rapporto  a quello  di  terzo,  c cosi  appresso. 

79.  Nondimeno  si  deve  osservare  che  la  proposizione  in- 
versa non  sempre  regge , e forse  per  non  aver  fatta  questa 
osservazione  è avvenuto  clic  geometri  distinti  , seguendo  il 
metodo  degl’  infìilitamente  piccoli  propriamente  detto,  sono  in- 
corsi talvolta  in  errore.  Difatti  può  darsi  benissimo  che  una 
quantità  non  sia  infinitamente  piccola  rispetto  ad  un’altra,  seb- 
bene le  loro  espressioni  analitiche  siano  dilferenziali  di  ordini 
diversi  : cosi  , il  quadrato  del  differenziale  di  primo  ordine, 
cioè  y'*dx*  è un  infinitesimo  di  secondo  ordine  a simiglian- 
za  del  differenziale  y"dx*  di  quest’  ordine  ; c cosi  pure  il 
prodotto  del  differenziale  di  primo  ordine  per  quello  di  se- 
condo ordine , e il  cubo  del  differenziale  di  prjmo  ordine  , 
cioè  a dire  ‘i/y"dx^  ed  y'^dx^  sono  infinitesimi  di  terzo  or- 
dine a simiglianza  del  differenziale  y"'dx^  di  questo*  mede- 
simo ordine. 

80.  Osserviamo  ancora  che  in  virtù  dei  risultamenti  ottenuti, 
si  potrebbero  avere  le  derivate  o coefficienti  differenziali  suc- 
cessivi, dividendo  i differenziali  successivi  della  funzione  ( tro- 
vati con  metodo  comunque  diverso,  da  quello  di  sopra  espo- 
sto ) per  le  successive  potenze  del  differenziale  della  variabile, 
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riguardato  come  quantità  costante  nella  ricerca, di  quei  dif- 
ferenziali ; 'cosicché  ^ , oc.  possono  riguardarsi  come 

fratti  i cui  numeratori  e denominatori  hanno  i loro  propri 
significati  , e come  simboli  meramente  convenzionali  (li  quei 
coefficienti.  In  quest’  ultima  supposizione  i differenziali  dij  , 
7 7 si  esprimono  ancora  scrivendo 


ec. 


81.,  Applicando  le  nozioni  precedenti  alle  più  notevoli 
delle  funzioni  semplici , avremo 


Wy=^-y'=—ax  ^,y"=+2oj'-*,y'"- 


'=— 2.3ax“*  ... 

yW= (-1)"  , r/"y  = (_!)"  2.3...nax~^"+^^  dx\ 

dove  il  coefficiente  ( — 1)”  serve  ad  esprimere,  che  la  derivata 
e il  differenziale  debbono  portare  il  segno  — quando  il  nu- 
mero n ( sempre  positivo  ed  intero)  è impari,  e il  segno  + 
quando  è pan. 

Per  i/=x^:  y'=ax“~\ij"z=a{a—l)x"~^,ij"'=a{a—t){a—2)x°~^,... 
yW=o(«_l)(«-2). . , 

d’'ff=a{a — l)(fl — 2). . .{a — n4-l)x““”r/a:". 

Per  questa  funzione,  il  coefficiente  differenziale  e il  dif- 
ferenziale dell’ordine  non  saranno  mai  nulli,  se  a k nu- 
mero frazionario  o negativo;  ma  se  a dinota  un  qualunque 
numero  intero  e positivo  m , svaniranno  a ” cominciare  da 
n = m -f-  1 ; e quando  n = m il  coefficiente  differenziale 
dell’ordine  »i""“  verrà  espresso  dalla  quantità  costante 

— — 2)...l,  o vero  1.2.3. ..m: 

di  che  si  desume  , che  ogni  funzione  algebrica  razionale  e 
intera  di  una  variabile,  non  ammette  che  un  numero  di  de- 
rivate e di  differenziali  eguale  al  grado  della  funzione  rispetto 
alla  variabile.  i 

Per  ij=d‘:y'=la.a^ ,y"={/afa’° ,ij'"={lafd‘ ,. . . * 
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e nel  caso  particolare  in  ' cui  a =:  c , 

per  y=e®:y'=e*=y"=y"'=. . .i/"\ct'y=e^dx"  ; 

cosicché  tutte  le  derivate  di  e*  sono  Ja  stessa  c*. 
!..  1 ....  2 


2.S 


Per  y=loga::y'=— ,y"=-^,y"'  =+^  > = 

yW=(_l)»-*  , d”ry=(—l)”-^  2.3. ..(>1-1) 

x”la  x”la 


Per  y = sen  ar  : y ' = cos  x==  sen  ^^4-  > v"—  — sen  ar=seri  ^^+20, 

y'"= — cosar=sen^;r-}-30,y""=sena::=sen^a:+40,. . . 
y^"^=8en^ar+n0  , rf"y=sen^a:+n0.ete“. 

Per  y = cosar :y'= — senar=cos^ar4-^^,y"=— cosar=cos^ar+2^^, 
y"'=senar=cos^ar+30  ,y""=icosar=co8^ar4-4^^,. . . 
, y(">=cos^ar+n0  , </”y=cos^ar+«0.</ar". 


E da  questo  e dal  precedente  esempio  apparisce  che  le  de- 
rivate e i difTerenziali  di  sen ar  c cosar,  ritornano  periodica- 
mente gli  stessi  dopo  quattro  derivazioni  o diOerenziazioni 
successive , di  accordo  con  quanto  si  dimostrò  nel  n.®  43. 

82.  Non  sapremmo  lasciare  la  considerazione  delle  deri- 
vate successive  di  una  funzione  di  una  sola  variabile,  senza 
por  mente  ad  alcune  loro  proprietà , che  nel  seguito  possono 
tornarci  utilissime. 

La  derivata  di  primo  ordine  col  segno  che  prende  nel 
dare  alla  variabile  un  valor  particolare  Ta  conoscere,  gene- 
ralmente parlando,  se  il  corrispondente  valore  algebrico  della 
funzione  primitiva  sia  crescente  o decrescente:  cioè  a dire 
se  cresca  o pure  decresca  al  crescere  il  valore  algebrico  della 
variabile,  infatti , essendo  y ed  y -f-  l/dx  i valori  della  fun- 
zione corrispondenti  ai  valori  x e x dx  della  variabile  ; 
od  avendo  tacitamente  convenuto  ( n.®  22  ) di  riguardare  dx 
come  positivo  (qualunque  sia  il  segno  della  a:),  si  vede  che 
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}i'dx  sarà  ]Msitiro  o negativo  con  y'  ; ma  è noto  che  il  va- 
ore  algebrico  di  una  grandezza  stimasi  crescere  per  l’addi- 
zione di  una  (quantità  positiva , e decrescere  per  r addizione 
di  una  quantità  negativa  : dunr^ue  tl  vedove  algebrico  di  una 
funzione  crescerà  o diminuirà  col  crescere  il  valore  alge- 
brico della  variabile,  secondo  che  la  sua  derivata  è po- 
sitiva 0 negativa. 

Questa  veritA  diviene  sensibile  colla  osservazione  delle  cur- 
ve \Jig.  13) , laddove  si  rifletta  che  presa  l’ ascissa  per  la 
variabile  indipendente,  e l’ordinata  per  la  funzione,  il  coef- 
Gcientc  differenziale  dell’  ordinata  esprime  ( n.“  32  ) la  tan- 
gente trigonometrica  dell’  angolo  compreso  dall’  asse  positivo 
delle  ascisse  e à&\\&  parte  positiva  della  tangente  : chiaman- 
do per  brevità  con  questo  nome  quella  parte  della  tangente, 
che  a contare  dal  punto  dove  incontra  l’asse  delle  x volge 
nel  senso  delle  y positive. 

83.  Di  accordo  con"  ciò , se  y sia  nulla  insieme  con  x , 
sarà  (quindi  positiva  o negativa  sino  a un  dato  valor  posi- 
tivo di  X , secondo  che  tra  zero  e questo  valore  la  derivata 
y'  sarà  costantemente  finita  e positiva , o costantemente  fi- 
nita e negativa.  Infatti  la  funzione  che  in  origine  ò nulfa, 
si  può  in  seguito  riguardare  come  formata  dall’  aggregazio- 
ne dei  successivi  valori  presi  dal  suo  differenziale  y'dx\  come, 
in  conferma , si  osserva  nella  fig.  14.  Ma  y'dx  è positivo  o 
negativo  a simiglianza  di  tj , dunque  ec. 

D’ altra  parte,  sarà  y positiva  o negativa  sino  a un  dato 
valor  negativo  di  x , secondo  che  tra  zero  e questo  valore 
la  derivata  y'  sarà  costantemente  finita  e negativa,  ò co- 
stantemente finita  c positiva  ; perchfc  in  questo  caso  i valori 
di  X,  intermedi  a zero  e al  valor  dato,  si  possono,  a partir 
da  zero  , supporre  formati  da  elementi  espressi  da  — dx , 
onde  gli  elementi  della  funzione  vengono  indicati  dai  valori 
successivi  di  — y'dx  ; ma  questi  valori  sono  positivi  o ne- 
gativi secondo  cne  y'  ò al  contrario  negativa  o positiva  : 
dunque  cc.  In  breve  per  ciò , se  una  funzione  è nulla  in- 
sieme colla  variabile , e tra  zero  e un  valor  dato  di  que- 
sta variabile , la  derivala  della  funzione  è finita  e di  se- 
gno sempre  simile  o sempre  contrario  a quello  del  valor 
dato  ; la  funzione  sarà  positiva  nel  primo  caso  e negativa 
nel  secondo,  fra  i medesimi  limili  della  variabile.  E questa 
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proposizione,  che  noi  abbiam  voluto  dichiarare  anali tieamen* 
le , c di  cui  non  è sempre  vera  la  inversa , apparisce  mani- 
festa alla  semplice  ispezione  di  una  curva  che  passi  per  la 
origine  delle  coordinate  : avuto  riguardo  al  significato  geo- 
metrico della  derivala. 

84.  La  condizione  che  si  mantenga  finita  sino  al  dato 
valore  di  a:  c necessaria,  se  non  sulficienle;  poiché  se  essa  man- 
chi , la  proposizione  può  essere  in  fallo.  Ne  abbiamo  un 
esempio  nella  funzione  semplicissima 

y==-^,  per  la  quale  si  ha  = 

Questa  derivata  é sempre  negativa  ; ma  essa  diviene  infinita 
quando  x = 1.  Ora  è visibile  che  la  funzione  di  negativa 
oivenla  positiva  fra  a:  = 0 ed  1. 

85.  Abbiamo  detto  che  mancando  la  condizione  di  serbarsi 
finito  il  coefficiente  differenziale,  la  proposizione  può  essere 
in  fallo , e non  anzi  che  debba  essere  in  fallo  ; perchè  vi 
hanno  esempi  nei  quali  ne  sussiste  la  verità,  anche  quando 
il  coefficiente  differenziale  , ritenendo  uno  stesso  segno , di- 
viene infinito  nell’  intervallo  da  zero  ad  x.  Tanto  accade  fra 
r altre  nella  funzione 


I 


, per  la  quale  , y'  = 


Si  vede  in  fatti  che  questo  coefficiente  differenziale,  che 
è sempre  positivo , diviene  infinito  quando  x = l ; ma  ciò 
non  ostante  la  funzione  y resta  positiva  nell’ intervallo  com- 
preso tra  ar  = 0 ed  1. 

86.  Dovendo  correre  tra- la  derivata  del  primo  ordine  e 
quella  del  secondo  la  stessa  relazione  che  vi  ha  tra  la  fun- 
zione primitiva  e la  prima  derivata  , avverrà  che  la  prima 
derivata  sarà  crescente  o decrescente  col  crescere  il  valore 
algebrico  della  variabile , a tenore  che  la  seconda  derivata 
sarà  positiva  o negativa.  Or  questo  corrisponde  ad  una  pro- 
prietà importantissima  della  curva  avente  per  ordinata  la  fun- 
zione primitiva;  poiché  non  accade  che  l’angolo  MTX  della 
/j  , n.“  1 ( che  ha  per  tangente  trigonometrica  la  prima 
derivata,  e col  suo  valore  assoluto  secondo  il  valore  alge- 
brico di  (piesta)  sia  crescente  al  crescere  della  Xj  se  non 
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^MWuio  la  curva  per  un  arco  almeno  piccolissimo  Mm  rivolga 
la  convessità  all’  asse  delle  a: , se  le  ordinale  sono  positive  ; 
o quando  gli  opponga  la  concaviià  se  le  ordinate  sono  nega- 
tiw  (/fy. /S,  n.  e ciò  tanto  per  le  ascisse  positive 
per*  le  negative  (^,  /ó',  ».*'  3 e 4 ). 

Con  eguale  cniareEza  si  osserva  nella /<?,  n.‘  1,  2j 
3,4,  non  essere  decrescente  l’angolo  jfTX  nell’estensione 

un  arco  minimo  Mm,  se  non  quando  la  curva  rivolge  la 
copcavità  all’  asse  delle  a; , se  le  ordinate  sono  positive  ; p 
quando  gli  oppone  la  convessità , se  le  ordinate  sono  ne- 
gative : e ciò  ancora  per  le  ascisse  negative  ugualmente  che 
per  le  positive. 

Dunque  , in  conclusione  , una  cwrva  qualunque  Mera 
convessa  o concava  rispetto  alt  asse  delle  ascisse  in  un 
dato  suo  punto,  secondo  che  l’ ordinata  e la  derivata  di  se- 
condo ordine  , corrispondenti  a questo  punto , avranno  segui 
. simili  o contrari , o che  toma  lo  stesso,  secondo  che  il  pro- 
dotto .dell’ ordinata  per  la  sua  derivata  di  secondo  ordine 
sarà  positivo  o negativo. 

Rispetto  poi  ad  una  retta  parallela  all’  asse  delle  x e po- 
sta tutta  sotto  la  curva , può  dirsi  che  questa  sia  convessa 
o pur  concava,  secondo  che  la  derivata  di  secondo  ordine 
dell’  ordinata  sarà  positiva  o negativa  ; ben  vero  che  le  or- 
dinale positive  siano  al  solito  dirette  da  basso  in  alto. 

E così , la  derivala  di  primo  ordine  dell’  ordinata  dà 
colla  tangente  della  curva  la  direzione  di  un  elemento  di 

auesta  ; e la  derivata  di  secondo  ordine  dà  col  suo  segno 
senso  nel  quale  al  detto  elemento'  s’ inclina  l’ altro  che  gli 
viène  appresso. 

■'I  87.  Supponiamo  che  la  funzione  y divenga  infinita  per  lin 
valor  determinato  di  x,  cui  diremo  a.  Ciò  imporla  che  almeno 
da  un  valore  di  x sulHcientemente  vicino  ad  a sino  a questo 
valore,  secondo  che  x con  aumenti  successivi  si  approssima 
ad  o , i cangiamenti  successivi  di  y saranno  eompeeraiivar 
mente  più  grandi:  come  senz’altro,  e manifesto  dalla^.  /7. 
Dunque  il  rapporto  del  cangiamento  di  y a quello  di  x cre- 
scenuo  sempreppiù  , e al  di  là  di  ogni  dato  valore  a simi- 
glianza  di  y , il  limite  di  esso,  cioè  a dire  la  derivata  di  y 
sarà  pure  infinita  quando  a:  = o.  E però,  se.  un  valore  de- 
tcrmtnato  della  variabile  rende  infinita  una  Jttnzione , reni 
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éerà  pure  it^bnia  la  sua  derivala,  e per  eomeguenza  tutte 
le  derivale  successive  (a). 

88.  Abbiamo  detto  espressamente  che  il  Tatore  della  variabile 
il  quale  rende  infinita  la  funzione  si  suppone  deierminato, 
perchè  laddove  fosse  infinilo  la  dimostrazione  più  non  regge, 
e la  proposizione  può  essere  in  difetto  : come  palesemente 

si  vede  nella  funzione  log  x e nella  sua  dierivata  , che 

divengono  una  infinita  e l’altra  nulla  quando  27=3  + 00. 

Si  deve  anebe  osservare  che  la  inversa  della  proposizione 
di  qpi  si  tratta  non  è necessariamente  vera,  come  accade  ne- 
gli esempi  dei  n.‘  84  e 8S. 

89.  D’ altra  parte  è chiaro  che  una  funzione  e la  sua  de- 
rivata possono  insieme  esser  nulle  per  uno  stesso  valore  della 
varlabue , poiché  ciò  equivale  a dire  che  una  curva  possa 
toccare  in  qualche  punto  l’asse  delle  ascisse;  e nulla  al  certo 
impedisce  di  scegliere  per  quest’  asse  una  retta  cosi  condizio- 
nata. Se  non  che,  ciò  potendo  essere  e potendo  non  essere,- 
le  derivale  successive  potranno  assumere  valori  diversi  da  zero; 
e però  dee  riguardarsi  come  una  eccezione  affatto  singolare 
quella  di  una  funzione  che  divien  nulla  insieme  con  tulle 
le  sue  derivale  per  un  medesimo  valore  della  variabile. 

Qui  non  possiamo  addurre  che  un  solo  esempio  di  tali 

funzioni , e lo  abbiamo  nell’  esponenziale  a^  quando  a si 
supponga  minore  dell’  unità , e altronde  positiva  acciò  la  fun- 
zione sia  continua  (n.°  13  nòta').  É chiaro. infatti  che  per 

2;  = + ce  son  nulle  nel  tempo  stesso  la  funzione  c®  e le  sue 
derivate  la.cF  , , (/a)*a®, ...  In  seguito  però  vedre- 

mo cte  succede  lo  stesso  in  altre  funzioni  per  valori  deter- 
minati della  variabile. 


(a)  Avremmo  potuto  desumere , come  altri  fanno , questa  verità  dal 
n.**  30,  in  virtù  del  quale  l’ ordinala  di  una  curva  è funzione  derivata 
di  queir  altra  funzione  che  esprime  l’ area  ACMP  { Jig-  4 ) ; ma  la  di- 
mostrazione che  noi  ne  abbiamo  data  ci  è parsa  più  fretta  e Uon  meno 
soddisfacente , comunque  presenti  una  piccola  varietà  nel  modo  di  pro- 
cedere alla  ricerca  del  limile. 
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CAPITOLO  IX. 

Derivale  e diJJ'erenziali  successivi  delle  funzioni  esplicUs 
di  due  o più  variabili,  e delle  funzioni  immaginarie. 

90.  Consideriamo  in  primo  luogo  le  funzioni  di  due  va- 
riabili , espresse  generalmeule  da 

La  derivata  parziale  ^ sarà  generalmente  un’  altra  funzione 

di  a:  e y , e perciò  ammetterà  una  derivala  rispetto  ad  x , 
ed  un’altra  rispetto  ad  y.  Quindi,  siccome  la  prima  di  que- 
ste nuove  derivate  lia  la  sua  indicazione  naturale  nel  sim- 
bolo ^ equivalente  a > si  potrà  per  analogia  c per 

convenzione  indicare  quell’ altra  derivata  con  4-^.  In  simil 

^ dydx 

modo  la  derivata  parziale  — ha  le  sue  derivate  per  rappor- 

^ </*• 

to  ad  y e per  rapporto  ad  x , clic  si  dinotano  con  ^ e 
cosicdiè  dalle  derivale  c sembra  che  nascano 

axdy  dx  dy 

quattro  altre  distinte  derivate  parziali 

£=  £z  d*z 

dx*  ’ dydx  ’ dy*  ’ fkcdy  ’ 

che  si  dicono  derivato  parziali  di  secondo  ordine  rispetto  a 
z , e che  noi  vedremo  da  qui  a poco  ridursi  a tre  per  la 
identità  della  seconda  alla  quarta. 

91. '  Allo  stesso  modo  , ciascuna  di  queste  Ife  derivate,  che 
ordinariamente  sono  funzioni  di  x c y , dà  origine  a due 
altre  derivale , che  rispetto  a z sono  Ji  terzo  ordine.  Queste 
perciò  sembrano  in  tutto  essere  sei,  e desunte  dalle  prime  tre 
delle  precedenti , hanno  la  forma 

. dH  dH  d^z  d^z  d»z  ^ 

</jr*  ’ dydx*  ’ dxdydx  ’ dy*dx  ’ dxi/y*  ’ dy^  ’ 

ma  esse  riduconsi  a quattro  per  la  identità  che  si  verifica  sem- 
. • IO  • 
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pre,  in  quelle  i cui  simboli  considerati  come  pure  aspressioni 
algebriche  sono  eguali. 

92,  Simili  considerazioni  farebbero  vedere  che  vi  ha  cinque 
derivate  parziali  di  quarto  ordine,  sei  di  ordine  quinto,  e in  ge- 
nerale n-fl  di  ordine  n"'"":  donde  anche  è chiaro  che  la  fun- 
zione z ha  tre  distinti  differenziali  parziali  di  secondo  ordine 


— dx* 

dx'  ' dxdy 


J w » ■ 


— dxdy\-^,dy^, 


quattro  di  terzo  ordine 

e in  generale  n 4- 1 di  ordine  n'""'. 

93.  Or  se  uniformandoci  al  metodo  sinora  tenuto,  chia- 
miamo differenziale'  Male  di  secondo  ordine , o semplice- 
mente  differenziale  di  secondo  ordine  di  z il  differenzia- 

c/s 

le  totale  di  quello  di  primo  ordine,  cioè  di  -^dx  — dy  , 

e se  inoltre  lo  indichiamo  col  simbolo  semplicissimo  (Pz , 
avremo  facilmente  il  valore  di  cPz  in  funzione  di  dx,dy,  e 
delle  tre  derivate  parziali  di  secondo  ordine. 

Perocché  , essendo  ( n.*'  69  e 90  ) 

d^z  ^ ^dz  d‘z  ^ , d‘z^ 

-j—r-  dy  , d-r^si  — — dx  -\-~rz  dy  , 
dydx  •'  dy  dxdy  dy^  ■'  ’ 


j j 

^dx~dx*^ 


e ricordandoci  che  dx  e dy  si  riguardano  come  quantità 
costanti,  sarà 

Proseguendo  allo  stesso  modo,  si  avrebbe  il  differenziale 
di  terzo  ordine 

d>z  + 3 ^ + 3 ^ ^ rfy. , 

c per  induzione  manifesta , 

d^z  = —Jx’‘-hn doT-Uy  -f  tfe"" V 

rf*"  dx'^-^dy  1-2  rfx”-W 


+ 


dy 

«(»— 1))»  — 2)  rf"s 


1.2.3 


dx^^dy^ 


^dy‘- 

o0:"-*rf»/-f...-f  — </i/ 
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risultalo  die  si  può  indicare  simbolicamente  colla  furmoln 
94.  A dimostrare  intanto  la  supposta  idcniitA  della  c(|nazinno 

rf*s  </*r 


dydx  dxdy  ’ 


rfs 


ricordiamoci  che  ^ è ( n.”  32  ) il  limite  al  quale  si  avvicina 
/(x-l-Ax,,v  )—/(«,;/) 


I 

secondo  che  Ax  converge  a zero  ; c che  per  conseguenza 
fPz  * 

-7— r-  debb’ essere  il  Limite  verso  cui  tende  * 
dydx 

/(x-4- Ax,y-H  Ay)— /(x,y-|- Ay) /(  X A J , y ) — /(  x , y ) 

al  simultaneo  avvicinamento  di  Ao:  c A;/  a zero. 

d"'  " ^ 

In  egual  modo , essendo  ^ il  limite  al  quale  converge 
il  rapporto 

/(x,y-t-Ay  )— /(x,y) 


d‘z 


creo 


mentre  Ay  tende  a divenir  nulla  , san\  ^ J il  limite  vi 

cui  tende  l’ espressione 

/(x-|-Ax,y-i-Ay)— /(x-l- Ax,y) /(  J ,y-l- Ay)  — /(x  , y ) 

Ay Ay 


Ax 


al  convergere  simultaneo  di  Ay  e Ajr  a zero.  Ma  queste 
espressioni  sono  visibilmente  identiche,  e questa  identità  sus- 
siste ad  evidenza  in  tutti  gli  stati  di  ^anuezza  di  Ax  c Ay  : 
dunque  sussisterà  pure  quando  Ax  e Ay  divengono  infìnita- 
menie  piccole , o vero  quando  i limiti  si  stimano  raggiunti  ; 
e quindi  sarà 

d*z  irf*s  • -lO  .«lij- 

dxdy  ~ dydt'  kV  ^ t ^ 
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95,  In  virili  di  queslo  teorema  essendo  permesso  invertir 
r ordine  di  due  derivazioni  successive , si  avrà  pure , deri- 
vando di  nuovo  rispetto  ad  x , 

diz  _ dtz  _ d3z  _ diz 
dx'dy  dxdydx  dydxdx  dydx*  ’ 
o in  generale 

dx"^dxf  ~ dy”dx”^  ' 

talché  sonp  da  tenersi  identiche  tcome  di  sopra  asserimmo  ) 
lo  derivate  parziali  , i cui  simboli  riguardati  come  frazioni 
meramente  algebriche  sarebbero  identici. 

96.  Non  fa  mestieri  di  nuove  considerazioni  pei  casi  nei 
quali  sono  più  di  due  le  variabili  indipendenti , talché  sup- 
posto per  esempio 

. u=f{x,y,z), 
e quindi  pel  n.”  70  , 

si  troverà  facilmente 


e in  generale  si  avrà  l’equazione  simbolica 

Ancora  il  teorema  dimostrato  mel  n."  precedente  eslen- 
desi  con  facillà  alle  funzioni  di  più  di  due  variabili,  cosicché 
per  la  funzione  u la  derivata 

cT^”+ru 

dx’^dy^dzP 

rimane  identicamente  la  stessa,  qualunque  sia  l’ordine  col 
quali!  si  eseguono  le  m derivazioni  relative  ad  x , le  n re- 
lative ad  y , ;C  le  /j  relative  a z. 
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97.  Occorrendo  prendere  talvolta  le  derivate  o i differen- 
ziali delle  funzioni  immaginarie,  fa  mestieri  premettere  1 che 
queste  si  suppongono  sempre  ridotte  alia  forma  semplicissima 

u~i~v  V — 1, 

dove  « e dinotano  funzioni  reali  ; 2.“  che  per  limite  di  una 
espressione  immaginaria  intendesi  ciò  che  diviene  questa  e- 

spressionè,  quando  alla  parte  reale  ed  al  coefBciente  di  1/  — 1 
SI  sOTtituiscono  i loro  limiti  rispettivi  ; 3.®  e che  le  defini- 
zioni dei  differenziali  e delle  derivato  delle  funzioni  reali , 
si  estendono  alle  funzioni  immaginarie  cort  farle  valere  per 
la  parte  reale  e pel  coefficiente  di  — 1 j e con  unire  dipoi 
al  primo  risultato  il  prodotto  del  secondo  per  — 1. 

98.  Da  ciò  segue  che  quando  u e t;  si  suppongono  fun- 
zioni della  sola  x , l’equazione 

w = « -f  o V — 1 
conduce  successivamente  alle  altre 

''=S=S+£'^=“'+-''^. 

talché  per  differenziare  una  funzione  immaginaria  bisogna 

operare  come  se  la  funzione  fosse  reale,  risguardando  V — 1 
come  un  coefficiente  costante.  La  qual  regola  si  estende  an- 
cora , COITI  e piilese , ai  differenziali  e alle  derivate  successive. 
Quindi , supposto  , per  esempio  , 

w = cos  X 1/  — 1 sen  x , 

avremo 

dw  = ( — sen  a:  4-  ^ — 1 cos  x)dx  = V — i yidx  , 
z/*w  = { — cos  ar  — \/  — 1 sen  a:  ) dx'  = — wcte* , 

= ( sen  a-  — V—lcoi  x)dx^  = — l/HT  , 

rf*w  = (cosa:-f  f/^8enar)</a4=:w<fe*,  ec. 

dopo  di  che  le  derivate  ritornano  le  stesse,  come  nelle  fun- 
zioni periodiche  reali  (n,“  43). 
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CAPITOLO  X. 


Derivate  e differenziali  di  primo  ordine  e successivi 
delle  funzioni  implicite  di  una  o più  variabili. 

Dopo  tutto  ciò  che  precede , per  compiere  la  differenzia- 
zione delle  funzioni  analitiche  non  ci  resta  a considerare 
se  non  quelle  che  si  dicono  implicite  : ciò  che  faremo  in 
questo  capitolo. 

99.  Sia  in  primo  luogo  la  equazione 
‘ = (Y) 

per  virtù  di  cui  la  y è funzione  implicita  di  x.  Trattasi  di 
rinvenire  un  altra  equazione , che  determini  la  funzione  de- 
rivata y'  di  y , senza  ridurre  ad  esplicita  la  funzione  y colla 
risoluzione  enclliva  dell’equazione  (Y)  rispetto  ad  y. 

Osserviamo  che  questa  equazione  devesi  (n.”17  ) riguar- 
dare come  identica , quando  y si  supponga  tener  luogo  del- 
la funzione  di  x che  si  avrebbe  risolvendo  la  stessa  equa- 
zione per  rapporto  ad  y.  Dunque  per  la  formala  trovata  nel 
n.”  63  avremo  immediatamente 


dx  ' dy  dx  dx  dy'"  ’ 


ed  ancora 


^dx  + ^^dx  = ^dx+^dy  = 0: 

dx  dy  dx  dx  dy 


(Y') 


(D) 


equazioni  dove  por  brevità  laytien  luogo  della /(  ar , y) , 
come  sovente  si  adopera,  e segnatamente  quando  non  si  espri- 
me f{x,y)  con  un’ altra  lettera. 

In  esse  i simboli  ^ , — devono  considerarsi , dopo  ciò 

dx  dy 

che  precede  , come  funzioni  cognite  di  x e y , essendoché 
f[x,y)  indica  una  data  funzione  esplicita  delle  stesse  x e y. 
"Quindi  l’equazione  (Y')  diccsi  equazione  derivata  o sempli- 
cemente derivata  della  proposta  o primitiva  (Y),  perchè  de- 
termina in  funzione  di  x e y la  derivata  y'  di  y ; 1’  altra 
poi  (D)  dicosi  equazione  differenziale  della  stessa  primitiva, 
perchè  determina  parimente  dy  in  funzione  di  x ,y  c dx. 
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Ad  ottenere  y'  in  funzione  di  x sola,  non  saprebbesi  evitare 
la  risoluzione  di  una  equazione  : sia  della  primitiva  (Y)  ri- 
spetto ad  y , sia  di  quella  che  trovasi  eliminando  y tra  (Y) 
e (YO  , rispetto  ad  y . 

100.  Derivando  l'^equazione  (Y')  rispetto  ad  x wlle  regole 
e le  convenzioni  stabilite  innanzi  (n.*90,...93),  e con 'aver 

Af  Af 

presente  cbe  le  funzioni  indicate  da  ^ c ^ contenendo  ad 

un  tempo  x e v , debbono  riguardarsi  come  funzioni  di  fun- 
zione , si  avrà  la  derivata  di  secondo  ordine 


4-  2 -U  ,/•  4-  - 0 


(Y") 


A*f  A*f  A*f 

la  quale,  per  essere  ■—  , , — funzioni  cognite  di  x e y, 

Af  Af  ^ ^ 

al  pari  di  ^ e ^ , determina  y"  in  funzione  di  a: , y e y' . 

101.  Allo  stesso  modo,  per  avere  y'"  si  prenderebbe  la  de- 
rivata per  rapporto  ad  x dell’equazione  (Y"),  ed  avendo  pre- 
sente cne  y'  e y"  debbono  tenersi  in  conto  di  funzioni  di  x, 

e che  ^ ^ ^ son  funzioni  difunziotie  perchè 

in  generale  contengono  ar  e y , si  troverebbe 


^^-4-3 

rfx*  dx‘dy 


(Y»/) 


E nulla  impedisce  di  passare  così  di  mano  in  mano  alla  de- 
rivata di  un  ordine  qualunque. 

102.  Siano  ancora  le  due  equazioni 

./■(®.y>2)==0> -^(a?,y,z)  = 0:  (YZ) 

per  efielto  delle  quali , presa  x per  variabile  indipendente,  y 
e z risultano  funzioni  implicite  di  essa.  Considerando  le  equa- 
zioni come  identiche,  quali  effettivamente  diverrebbero  quando 
a y e z si  sostituissero  i valori  in  x,  che  si  avrebbero  dalla 
risoluzione  delle  stesse  equazioni , la  formola  del  n.°  64 , 
colla  sostituzione  di  x ,y  ,z  a i ,u  ,v  , ci  darà 


di 


(Y'Z') 
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, df  df  df  dP  dF  dF  . , 

^ ^ ^ * esprimono,  dopo  le  cose  pre- 

cedenti , funzioni  conosciute  delle  variabili  x ,y  .,z,  per  es- 
sere y*(  jr  , y , 2 ) e F {x  ,y  , z)  date  funzioni  esplicite  delle 
stesse  variabili.  Ecco  dunque  due  equazioni  che  si  dicono  de- 
rivate delle  proposte  o primitive , e che  sono  acconce  a de- 
terminare in  funzioni  di  a: , y e 2 i valori  dei  simboli  y'  e 2' 
che  indicano  le  funzioni  derivate  di  y e s. 

E chiaro  che  lo  stesso  metodo  è applicabile  al  caso  di 
tre  equazioni  fra  quattro  variabili , di  quattro  cquiuioni  fra 
cinque  variabili , e in  generale  di  m equazioni  tra  wj  -f-  1 
variabili.  Derivando  colla  regola  del  citato  n.”  ciascuna  equa- 
zione cojne  se  fosse  una  funzione  di  altre  funzioni  di  una 
stessa  variabile  indipendente  , da  principio  convenuta , ed 
eguagliando  a zero  i risultamcnti , si  avranno  m equazioni 
di  primo  grado  per  rapporto  alle  richieste  derivate  delle  m 
variabili,  che  in  virtù  dell’ equazioni  primitive  son  funzioni 
implicita  della  rimanente. 

103.  Ritornando  all’  equazioni  ( Y'Z'  ) assoggettiamole  nuo- 
vamente alla  derivazione  rispetto  ad  x , senza  perdere  di  vi- 
sta che  tutte  le  sei  derivate  parziali  di  y ed  Z’  possono  ad 
un  tempo  contenere  ar , y , 2 , laddove  le  derivate  ordinarie 
y'  e 2'  debbono  riguardarsi  come  funzioni  della  sola  x.  Avre- 
mo facilmente  l’ equazioni  di  secondo  ordine 

2^2'-|-2^yV' 

dxdi  dydz 

dy^  ^ dz^ 


dxdy  ^ 

^dz* 

d*F  , 

2 -r-ryt 

dxdy 

, d'F 

d*F 

~dxdi 

n 

-y'J 


iFF 


dF 


(Y"Z”) 


le  quali  daranno  i valori  di  y"  c z"  in  x,y  e z,  dopo  che 
in  esse  si  saranno  sostituiti  quelli  di  y'  e 2'  cavati  dall’ equa- 
zioni precedenti.  Si  potrà  in  seguilo  effettuare  l’eliminazione 
di  y e 2 mediante  le  due  primitive  ( YZ  ) , a fine  di  avere 
due  equazioni  finali , una  in  3:  e y"  , l’ altra  in  a:  e 2". 

Una  nuova  derivazione  dell’ equazioni  (Y"Z")  darebbe 
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similmente  le  due  equazioni  derivate  di  terzo  ordine,  neces- 
sarie a determinare  le  terze  funzioni  derivale  di  ^ e s , e 
cosi  di  mano  in  mano. 

104.  Passiamo  ora  al  caso  di  più  variabili  indipendenti,  sup- 
ponendo per  fissare  le  idee  e per  semplicità  , che  si  abbia 
una  sola  equazione 

/(^>y,2)  = o (^) 


fra  tre  variabili.  Due  di  queste  , per  esempio  x q xj  saranno 
iudipendenti , e la  terza  2 no  sarà  funzione  implicita.  Varierà 
dunque  z con  x sola , o con  xf  sola  ; onde  potranno  diman- 
darsi ìa  X ,y  c z le  derivale  0 i dilferenziali  parziali  di  z , 
indipendentemente  dalla  risoluzione  della  proposta  equazione 
rispiùto  a z.  Ora  per  1’  una  e per  l' altra  derivala  non  va- 
rikndo  ad  un  tempo  se  non  le  sole  «piantilà  x c z,  o le  sole 
y e z,  avremo  per  ciò  clic  si  ò dello  nel  n.“  99  Tequazioui 

che  serviranno  a trovare  quelle  derivate. 

Inoltre , moltiplicando  rispellivamcnte  queste  equazioni 
per  elLr  e , la  somma  dei  risultati  ci  dà 

grfx -f  -f  4- ^rfy)  = 0 ; 

ma  dal  n.°  G9  abbiamo 
dunque  sostituendo  verrà 

risultamento  che  chiamasi  erjxiazxone  differenziale  totale  della 
primitiva,  e che  nel  fatto  è la  somma  dell’ equazioni  diffe- 
renziali parziali  della  stessa  primitiva. 
lOS.  In  generale,  riflettendo  che  una  equazione  qualunque 

/(x,y,2,...w)  = 0 

deve  sussistere  per  quali  si  vogliano  valori  di  a?,y,z,... 
combinati  con  quello  che  n’  emerge  per  w ; o che  torna  lo 

11 
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stesso,  deve  riguardarsi  come  ima  funzione  identicamente  nulla 
quando  per  w non  s’ intende  una  variabile  distinta , ma  si  bene 
quella  funzione  di  x ,y  ,z  . che  avrebbesi  risolvendo  re- 
troazione f =0  rispetto  a w , dovrà  ammettersi  che  l’ espres- 
sione del  cangiamento  finito  o infinitesimo  che  soffre  la  fun- 
zione y,  per  effetto  di  aumenti  finiti  o infinitesimi  attribuiti 
ad  una  o più  delle  variabili  x , z,.. . c del  cangiamento 
che  ne  risulta  per  w , debba  essere  anche  nulla. 

Pertanto  f equazione  J = 0 darà  sempre  l’ altra  0 , 
ove  df  esprime  il  differenziale  della  Minzione  f,  il  quale 
può  , ad  arbitrio  , esser  totale  o parziale  : col  differenziale 
totale  , ossia  relativo  a tutte  le  variabili , si  ha  il  cangia- 
mento infinitesimo  che  soffre  una  variabile  qualunque  per 
effetto  degli  aumenti  infinitamente  piccoli  attribuiti  a cia- 
scuna delle  altre  ; c coi  differenziali  parziali , o relativi 
ad  alcune  soltanto  delle  variabili  , si  ha  il  cangiamento  cui 
va  soggetta  una  di  queste  variabili , quando  le  altre  di  que- 
ste medesime  si  suppongono  aumentate  di  quantità  infinita- 
mente piccole. 

106.  Per  la  stessa  ragione,  una  equazione  tra  due  o più  va- 
riabili non  può  essere  differenziata  rispetto  ad  una  sola  di 
esse , eccetto  che  non  fosse  attualmente  identica  ; non  es- 
sendo in  generale  possibile  che  un  aumento  infinitamente 
piccolo  ma  arbitrario  dato  ad  una  variabile,  non  apporti  can- 
giamento in  alcun  altra;  di  che  anione,  che  il  dilierenziare 
una  equazione  tra  quantità  variabili  per  rapporto  ad  una  sola 
di  esse,  torna  lo  stesso  di  stabilire  tra  le  medesime  un’altra 
equazione  distinta,  la  quale  (se  potesse  reggere)  sarebbe 

auella  che  nasce  sopprimendo  nel  risultato  il  differenziale 
ella  variabile  che  sola  si  è fatta  variare. 

107.  Ritorniamo  adesso  alle  equazioni  (Z*)  e (Z,)  del  n." 
104 , per  dedurne  quelle  che  servono  a determinare  le  deri- 
vate parziali  successive. 

Nel  secondo  ordine  queste  derivate  sono  tre  ( n.®  90  ) , 
c vengono  indicate  dai  simboli 

rf*3  d'z  d'z  d*z 

dx'  ’ dxdt/  dydx  ’ dy' 

Or  per  trovare  la  prima , il  simbolo  stesso  di  questa  ac- 
cenna che  bisogna  far  capo  dall’  equazione  ( Z'  ) , la  quale 
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di, 


siccome  contiene  ^ , se  si  deriva  di  nuovo  per  rapporto  ad 


d^i 


X (tenendo  costante  la  y),  presenterà  necessariamente 

Dunque  con  lai  mezzo , e riguardando  ^ g come  fun- 

ztoni  di  funzioni , perchè  in  generale  contengono  insieme 
X ,y  ,z  , e z h funzione  di  a:  e y , avremo 

dx'  ^ ^ dxdz  dx  ^ dz'\dx)  ^ dz  dx'  ~ 

La  seconda  delle  soprascritte  derivate  può  desumersi  e- 
gualmente  («.*  94)  derivando  ^ per  rapporto  ad  y,  o pu- 
re derivando  ^ per  rapporto  ad  x.  Praticando  dunque  l’una 

0 l’altra  di  queste  derivazioni  sull' equazione  (Z')  o suH’e- 
quazione  (Z,),  avremo  la  derivata  parziale  di  secondo  or- 
aine e relativa  ad  a:  e y dell’equazione  (Z),  che  sarà 


iz‘\ 

dxdy  ' dijdz  dx  ' dxdz  dy  dz*  dx  dy  dz  dxdy  ' ' i' 

Finalmente  la  terza  delle  richieste  derivate  parziali  es- 
sendo analoga  allajprima,  avremo  senza  più  l’equazione  da 

cui  può  desumersi  ^ cangiando  la  lettera  ar  in  y nell’equa- 
zione ( Z"  ) : il  che  dà 


2 


dz 

dydz  dy 


tL(±\ 4-£'!ìi 

\ dy* 


0. 


{Z,) 


Queste  tre  equazioni  determinano  le  tre  richieste  derivate 
di  secondo  ordine  in  funzione  Ai  x , y , z,  e delle  derivate  di 
primo  ordine  ; ma  ognun  vede  che  sostituendo  nelle  mede- 
sime equazioni  i valori  di  quest’  ultimo  due  derivate,  desunti 
dall’  equazioni  (Z')  e (Z,) , le  risultjmti  equazioni  darebbero 
poscia  le  derivate  di  secondo  ordine  in  /unzione  delle  sole 
variabili  a:,y,2;  e che  inoltre  le  derivate  medesime  si  avreb- 
bero in  funzione  delle  sole  variabili  indipendenti  ar  e y,  ef- 
fettuando l’eliminazione  della  z in  virtù  dell’equazione  pri- 
mitiva (Z). 
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Nulla  impedirebbe  di  proseguire  allo  stesso  modo,  e sen- 
z’  altra  dilIicoUà  che  la  soverchia  lunghezza  delle  formole  , 
la  ricerca  delle  derivate  di  ordine  superiore  al  secondo,  sia 
nell’ esempio  proposto,  sia  in  (jualunque  altro  dove  lo  varia- 
bili indipendenti  fossero  più  di  due  ; ma  noi  crediamo  più 
utile  l’osservare,  che  se  per  mcllcre  in  lume  il  proc^edimento 
della  derivazione  conveniva  addurre  alquante  formole  gene- 
rali , queste  per  lo  più  tornano  inutili  nelle  applicazioni , 
dove  conviene  assai  meglio  di  operare  direttamente  sulle  e- 
sprossioni  analitiche  speciali  che  si  presentano  , non  fosse 
altro  perche  le  funzioni  che  indicate  da  simboli  generali  si 
dovea  supporre  che  contenessero  ad  un  tempo  tutte  le  varia- 
bili , nel  fatto  sogliono  contenerne  soltanto  alcune. 

108.  Trovate  una  volta  le  derivate  parziali , i differenziali 
parziali  ne  sono  una  conseguenza  immediata  , e per  mezzo 
dello  formole  stabilito  nei  n.*93  c 96  può  aversi  il  differen- 
zialo totale  , o qualunque  altro  che  senza  essere  il  totale  si 
riferisce  a più  di  una  delle  variabili  indipendenti.  Se  non 
che  , in  riguardo  a questi  differenziali  torna  più  semplice  il 
ritrovarli  (indipendentemente  dallo  derivate)  colle  regole  della 
differenziazione , facendo  effettivamente  variar  tutte  o quelle 
sole  delle  variabili  indipendenti  alle  quali  piace  che  siano 
riferiti  , insieme  colle  variabili  delle  quali  si  cercano  i dif- 
ferenziali ; e stimando  costanti  i differenziali  di  dette  varia- 
bili indipendenti,  e variabili  i\\icWì  delle. altre.  L’ equazioni 
(li  ordine  superiore  che  si  ottengono  per  tal  mezzo  , quelle 
dogli  ordini  inferiori  trovate  nella  ipotesi  che  variassero  le 
stesse  indipendenti,  e Tequazioni  primitive,  determinano  i dif- 
ferenziali richiesti  in  funziono  di  tutte  le  variabili  indipen- 
denti , e dei  differenziali  di  quelle  sole  tra  esse  che  si  fe- 
cero effettivamente  variare. 
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CAPITOLO  XI. 

Cangiamento  delle  variabili  indipendenti , 
e delle  variabili  in  generale. 


109.  Supponiamo  che  nella  ipotesi  che  y sia  una  data  fun- 
zione della  variahile  indipendente  x-,  si  abbia  una  formola 
contenente  x ,y  , y'  ,y"  , . . . 

• • • ) ; 

o pure  supponiamo  che  la  ricerca  di  una  determinata  fun- 
zione della  variahile  indipendente  x,  abbia  data  l’ equazione 

yy' ^y" , • • • )=<>•  (/) 

Trattasi  di  ottenere  un’altra  formola  o un’altra  esazio- 
ne , che  siano  equivalenti  alle  date  , ma  che  abbiano  la  for- 
ma che  conviene  alla  ipotesi  che  la  variabile  indipendente 
non  sia  più  x,  ma  una  terza  variabile  /,  legata  ad  a;  e y 
mediante  una  data  equazione 

= (^) 

In  virtù  di  questa  equazione , e di  quella  che  si  è sup- 
posta data  o che  vien  determinala  dalla  precedente  {f)  , le 
variabili  x e y possono  considerarsi  come  funzioni  di  /.  Dun- 
que , pel  principio  dimostrato  nel  n.”  S7  , avremo 

du  dx  dtt 

'dxdi~di  ’ 

donde  subitamente 

/ 

y ~~  dx~  dt  ' dt‘ 

Inoltre,  derivando  questa  esamone  rispetto  a /,  sempre 
in  virtù  del  principio  citato , abbiamo 

dy' ^dx / dx  d*y  dy  d'x  \ dx* 

'dt'^y  lÌ~\didF~~Ìi~^  )'1F  ^ 
e per  conseguenza 

„ d*y / dx  d*y  dy  d*x  \ _ dx^ 

y ^ dx*  \dt  d^  dt  di*  ) ' dt^  ‘ 
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Lo  stesso  procedimento  dà 


e cosi  di  seguito. 

110.  Ora  se  nel  caso  della  data  formola  {F)  non  si  facesse 
altro  che  sostituire  ad  queste  espressioni,  senza 

poi  tener  conto  dell’  equazione  ^9)  c sue  derivale  successive, 
ciò  sarebbe  piuttosto  un  toglier  via  (con  discapito  di  semplicità) 
ogni  variabile  indipendente,  anzi  ebe  un  cangiarla.  Allora 
sarebbe  più  semplice  sostituire  ad  y',y",y"',,..lc  espressioni 
dt/  dxiPy  — dyd'x  dx'd^y  — Zdxd^xd^y  -1-  idyd'x* — dxdyd^x 
di  ’ dx^  ’ dxì 

che  nascono  sopprimendo  il  di  nei  numeratori  e nei  deno- 
minatori delle  precedenti  ; e la  calcolazione  della  nuova  for- 
mola, che  senz^  alcun  prò  tornerebbe  più  lunga,  non  avreb- 
be mestieri  di  altra  particolare  avvertenza,  tranne  di  dover 
considerare  come  variabile  dx  egualmente  che  dy  nelle  dif- 
ferenziazioni successive  della  data  equazione  tra  a;  e ^ (a). 


(a)  Merita  però  di  essere  osservato  che  ijueste 
y',y",y"'>--‘  siano  egualmente  che  le  semplicissime 


nuove  espressioni  di 
dx  ’ dx*  ’ rfx*  ’ 


di  grado  zero  per  rapporto  a d,  avuto  riguardo  al  significato  conven- 
zionale (n.“  77)  di  ax* , dx^  , dx^ . e di  d*x*  che  indica  il  qua- 
drato di  d*x  ; poiché  ciò  mena  ad  una  conseguenza  importante  pel  me- 
todo degl’  infinitamente  piccoli , propriamente  detto.  Infatti  ,.  lo  stesso 
grado  zero  dovendo  aver  luogo  in  tutte  le  forme  sotto  le  quali  è per- 
messo di  scrivere  il  risultato  della  sostituzione  di  i|uelle  espressioni  ad 
y'>y",y'"f  • ■ nella  data  formola,  se  ne  desume  che  se  una  espressione 
analitica  di  x ,y  , dx  , dy  , d*x  , d*y  , . . . siasi  trovata  come  risultamen- 
to  della  ricerca  di  qualche  funzione  di  ar , ma  siasi  trovata  colla  con- 
siderazione dei  differenziali  anzi  che  dei  coefiìcienti  differenziali,  e senza 
tenere  per  costante  il  differenziale  di  alcuna  variabile , o che  torna  lo 
stesso  , senz'  aver  fissata  una  variabile  indipendente  ; tale  espressione 
dovrà  stimarsi  affatto  sbagliata  se  innanzi  tutto  non  sia  di  grado  zero  per 
rapporto  a </,  e non  si  possa  ridurre  a contenere  • . 

mediante  le  sole  relazioni  che  esistono  fra 


x,y,dx,dy  ,d*x  , d*y  ,d^x,d^y,...  ed  y' , y"  , y‘"  . . 

nella  ipotesi  che  nessuno  dei  differenziali  dx  ,dy , è costante. 

Queste  relazioni  sono  poi  facilissime  ad  ottenersi  , perchè  differen- 
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Al  contrario,  l’ equazione  (9)  e le  sue  derivate  successive 


dx  .d<f  dy  d<f . - „ 


(: 


£|2  d^  I I : 

dx  d^~^  dy  dt'  tb*  d(^  dy'  di*  ' 
d*<f  dx  dy  , </*9  dx 


^ , £9^0v'(^') 

di  ^ dydt  di)  ^ dt*  ’ ^ 


\dxdy  di  dt  dxdt 

ec. 

determinando  ^ ^ ^ >••  • funzione  di  ^ » y > ^ 

. dy  d*y  . . . dx  d*x  , 

e viceversa  y , ^ m funzione  di  /,a?,  ^ . e 


(P) 


ziando  l’equazione  dy—y'dx  più  volte  di  seguito,  ed  avendo  riguar- 
do alle  altre  dy'  = y“dx  , dy"  = y"'dx  , . . . che  sono  una  conseguen- 
za immediata  della  definizione  ( n.®  75  ) delle  derivale  successive , si 
hanno  ad  un  tempo  1’  equazioni 
dy  = y'dx , 

d'y  = dy'dx-\-y'd*x  = y"da^  -^y'd'x , 
d^y  = dy"dx*  ■+■  2y"dxd‘x  -+-  dy'd'x  -+-  y'd^x 
=zy"'dx^ -h  iy"dxd*x y'd^x  , ec. 

Se  dunque  sostituendo  questi  valori  di  dy  ,d*y  , d^y . nella  pro- 
posta espressione  , non  accade  che  il  risultalo  sia  libero  ancora  dai  dif- 
^renziali  dx , d*x  , d^x . essa  non  sarà  buona  a rappresentare  ve- 
runa funzione  finita  di  x , dipendente  da  y c sue  derivale. 

A questo  segno  si  conoscerà  subitamente , per  esempio , che  delle 
due  formole 

dy  ( -f-  </y*  ) d^y  dy  ( dx*  -4-  dy*  ) d*x 

’ dx~^  dx{  dxd*y  — dyd*x  ) ’ 


dx  idxd*y* 

la  prima  può  esprimere  una  funzione  determinala  di  a: , e non  la  se- 
conda ; perchè  sostituendo  y'dx  c y"dx*  ~^y'd*x  in  luogo  di  dy  e 
d*y  , divengono  rispettivamente 

, (1-Hy'*)y'»  , _ (l-+-y'«)</*x 

^ ^ y"dx* 

Pure  la  seconda  fu  data  da  Carnol  ( geometra  distinto  , e che  studiò 
profondaiflente  il  metodo  degl’ infinitamente  piccoli,  propriamente  dello  ) 
per  espressione  della  cotangente  trigonometrica  dell’  angolo  che  si  con- 
tiene ozila  tangente  di  una  curva  qualunque,  e dalla  retta  che  unisce  il 
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chiaro  che  la  forinola  (F)  o l’equazione  (Jf)  {lossono  trasfor- 
marsi in  altre  dove  una  delle  variabili  primitive  x,y  verreb- 
be surrogata  dalla  novella  variabile  indipendente  l:  ciò  che 
talvolta  può  tornare  utilissimo. 

111.  bue  esempi  notevoli  si  riferiscono  a questo  caso.  Il 
primo  è quando  la  variabile  indipendente  si  vuole  ebe  sia  y 
in  vece  di  x : allora  l’ equazione  (9)  divenendp  semplicemente 

y — / = 0 ossia  y = t , 

si  ba  evidentemente 

iv * 1 — 

di~di~  " dt*  dfi  ' ■ 

e quindi 

. <<'/ 1.^  ,j/ à:‘x  d^ 

^ dx  ’ dy  * ^ dx*  dy*  " rfy*  • * • • 


conUiUo  cot  punto  medio  di  una  corda  parallela  e inCnilamenle  vicina 
alla  tangente.  Poiché  dunque  una  tal  formola  non  vale  ad  esprimere 
funzione  alcuna  , ciò  prova  per  lo  meno  che  nello  ricerche  diillcili,  e 
che  esigono  la  considerazione  di  quantità  infinitesime  di  vari  ordini , il 
metodo  degl'  infinitamente  piccoli  non  è sempre  una  guida  sicura  : e 
infatti  con  metodo  più  rigoroso  il  detto  angolo  si  trova  dipendere  ad 
un  tempo  dai  coefficienti  differenziali  di  primo  di  secondo  e di,  terzo 
ordine , e la  sua  cotangente  risulta  espressa  dalla  prima  delle  anzidet- 
te  formole. 

(Veggansi  le  ricerche  analitiche  mila  simiylianza  delle  curve  ec. 
Napoli  182i>). 

Cosi  va  la  cosa  quando  nessun  differenziale  si  riguarda  come  co- 
stante ; ma  se  per  contrario  siasi  tenuto  per  costante  il  differenziale  di 
una  variabile  t , data  in  a;  e y mediante  una  equazione  fra  f , x e y, 
si  può  esser  certo  che  una  espressione  analitica  di  x , y , dx  , dy  , d*x, 
d’y,...  rappresenta  una  funzione  determinala  e finita  di  x,  solo  che 
sia  di  yrado  zero  per  rapporto  ad;  perchè  mediante  la  della  equa- 
zione e la  proposta  in  x e y,  i differenziali  dx  , dy  , d*x  , d*y,. . . si 
possono  riguardare  (;>.*  102  e 103)  come  altrettante  funzioni  di  t,  x e.  y, 
moltiplicate  pei  fattori  dt,dt*,  . . . i quali  nella  sostituzione  debbono 
svanire  necessariamente  , atteso  il  supposto  grado  zero  dell’  espressione 
per  r.ipporlo  a d. 

E se  la  variabile  t,  o anche  solo  dt  sia  data  esplicitamente  in  x ey, 
le  precedenti  equazioni  (P)  unitamente  alle  altre  a*/=0  , (f^i=0,. . . 
che  nascono  dall’  essere  dt  costante  , hasleranno  a ridurre  in  x , y , 
y',y",  . . . l’espressione  di  cui  si  tratta. 
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-4-^—ì 

dc‘~  ' 


ec. 


Adunouc  colla  sostituzione  di  queste  espressioni  inveco  di 
y'  tV'  > ' • • una  funzione  qualunque  di  x , y , y' , y" , . . . 

E renderà  la  nuova  forma  che  le  conviene  quanuo  la  varia- 
ile  indipendente  è ly  in  vece  di  x. 

Nellaltro  esempio  la  variabile  indipendente  si  suppone  legala 
alle  primitive  mediantok  l’equazione  derivata 

W) 

«lie  ha  per  derivate  successive 

' di  ^ di  di' 

Quindi , siccome  quest’  etjuazioui  danno 

«fy  ,/■;  ^ d'y  dxd*x  dP 

A = ‘ ^ = — * -rf?  = K ^ 5?  ’ 

si  potranno , al  bisogno  , eliminare  le  derivale  y'  ,y" . 
da  ogni  funzione  che  contenga  x e queste  derivate , surro- 
gando COSI  la  nuova  variabile  t ad  u. 

112.  L’effettuato  cangiamento  delia  variabile  indipendente 
non  è ebe  un  caso  particolare  del  canyiamenio  di  variabili 
propriamente  detto.  Perocché,  se  alle  variabili  x,y  che  entra- 
no msieme  con  i/,y'',...  nella  composizione  della Tormolàf^) 
che  suppone  una  equazione  fra  xey,  o dell’ equazione  (/), 
se  ne  vogliano  sostituire  due  altre  r ed  ® legate  alle  prime 
coir  equazioni  date 

W 9 ( ^ > y > ^ . ® ) = 0 , 4-  { a: , y , r , ai  ) z=  0 (-4.) 

avremo  tre  equazioni  fra  le  quattro  variabili  x ,y  ,r  e 

auindi  non  ve  ne  sarà  che  una  sola  indipendente.  Supposto 
uuque  che  questa  sia  (v  , si  prenderanno  le  derivale  suc- 
cessive rispetto  ad  d)  dell’ equjizioni  ((f)  e (J.)  ; e l’uneel’al- 
tre  insieme  seniranno  ad  esprimere 

dx  d*x  dy  d'y 

’ d?’  * • • ’ y ' rf?’  • • • ■ 

in  funzione  di 


(£, 


dr  d*r 

'di’  dP 


■ Vh 

-1 


* • • • 

* 

. -t 


< V- 

Dkjii;,  : ; V GtVOglc 
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oon  che  la  formola  (F)  o l’ equazione  {/)  verranno  a subire 
la  desiderata  trasformazione. 

113.  Un  esempio  relativo  a questo  caso  ha  luogo  nel  pas- 
saggio dalle  coordinate  ordinarie  delle  curve  piane  alle  coor- 
dinale polari.  Allora  r esprime  il  raggio  vettore,  ed  « F an- 

ro  corrispondente,  o piuttosto  Fareo  di  raggio  1 che  n’h 
misura,  e F equazioni  tra  x , y , <»  , r sono  , com'  è noto, 


a:=srcos»^y  = r sen  a>. 


Queste  dunque  corrispondono  alle  {<^)  e (4~) , onde  esse  e le 
loro  equazioni  diflerenziali  o derivate,  che  qui  sarebbe  inur 
tile  scrivere  , e nelle  quali  suol  prendersi  ® per  variabile 
indipendente , bastano  a compiere  il  oangiamento  delle  va- 
riabili X , y nelle  altre  r ed  a>. 

114.  Supponiamo  ancora  che  dinotando  y c z due  fun- 
zioni di  x,  si  abbia  una  formola  in  x,y,z,y'  ,z' ,y"  ,z",. . 
o pure  supponiamo  che  facendo  ricerca  di  tali  funzioni  si 
arrivi  a due  equazioni  fra  le  dette  quantità.  Allora  se  alle 
variabili  or  ,y  , z si  vogliano  sostituire  le  tre  altre  r ,6 
legate  alle  prime  colle  tre  equazioni  * 

9(x,y,z,r,6,®)=0  , ■^(x,y,z,r,d,'n)=0  , x (x,y,z,r,8,®)=0, 
anche  una  sola  delle  nuove  tre  variabili  sarà  indipendente. 
Supponendo  dunque  che  questa  sia  ®,  e considerando  x,y,z 
come  funzioni  di  ®,  avremo,  come  nel  n.“  109, 


dv  dt) 


, dx  dz  , , , du  dx  , dz  dx 


dv  ' du 


dee  " dee’ 


dx  d'y  dy  n d*x\ 

\</»  du'  du  du'/  du^  ’ du'  dv  du'/ 


f!f! 

dui' 


Ma  da  un’  altra  parte  le  derivate  rispetto  ad  ® delle  tre  equa- 
zioni precedenti , estese  al  medesimo  ordine  delle  derivate 
che  si  contengono  nella  data  formola , o nelle  due  date  c- 
quazioni  in  x ,y  ,z  , y' , z' , w"  , z" , . . . danno  congiunta- 
mente  alle  primitive  i valori  di 


dx  dy  dz  d'x  d'y  d'z 

^ ’ y ’ "dZ  > d^  ’ ^ ’ ■ • • 


in  funzione  di 


r 


di  d*r  d'ù 
dv’7?’d^’ 


) 
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dunque  soBlitucndo  (ali  valori  nelle  suddette  espreesioni  di 
y' , z'  , y"  , z"  . questi  simboli , e per  coiueguenza  la 
data  formola  o le  due  date  equazioni  torneranno  espresse 
in  r ,d  ,ai  (a). 

In  questo  modo  se  per  l’equazioni  ^ = 0,4-^0,^sr0, 
si  prendano  le  tre  semplicissime 

x — r sen  6 cos  ® , y = r sen  6 seti ia  , z = rcos»  , 

si  passerà  dalle  coordinate  ordinarie  di  una  curva  esistente 
nello  spazio  alle  sue  coordinate  polari  ; e nel  prendere  le 
derivate  di  ordine  superiore  di  queste  tre  equazioni,  si  ter- 
rà per  costante  il  dincrcnziale  di  quella  che  si  sceglie  per 
indipendente , e che  d’ ordinario  suol  essere  ®. 

111).  Veniamo  fìnalmentc  al  caso  di  più  variabili  indi- 
pendenti , e riguardando  z come  una  funzione  data  di  x e y 
poniamo  che  si  abbia  una  formola  in 

dz  dz  <Pz  d*z  d^z 

0 pure  supponiamo  che  la  ricerca  di  una  determinata  fun- 
zione z di  :r  e y , abbia  data  una  equazione  fra  quelle  quan- 

(a)  Le  osserTazioni  e i risultamenli  coDtenuti  nella  nota  del  n.”  110 
ban  luogo  ancora  nel  caso  attuale,  per  rapporto  a cui,  se  non  ottan- 
te che  y e c si  considerano  come  funzioni  di  x , non  piacesse  sup- 
porre costante,  si  avrebbero  fra  dx,d'x,..,  dz,d*z,.. . e z',z"... 
le  relazioni 

dz  =:  z'dx  , ) 

d*z  = z"dx'  ■+■  z'd*x  , > ( ^ ) 

d^z  = z"'dx^  -+-  3z''dxd*x  -4-  z'd^x  , ec.  | 

analoghe  all' altre  (P)  di  quella  nota. 

Adunque , ogni  espressione  di 

x,y,z,dx,dy,dz,d*x,d*y,cPz,.  . . 

che  rappresenta  una  funzione  determinata  di  x , e che  non  suppone 
verun  differenziale  costante  , dovrà  essere  di  grado  zero  per  rapporto 
a </,  e inoltre  ridursi  in  x ,y  ,z  ,y'  ,z'  ,y"  ,z"  , . . , colla  sostitu- 
zione dei  valori  di  dy  , dz  , a*y  , d*z  , • • • scritti  nell’  equazioni  ( P) 
e ( ^ ).  Basterà  poi  die  1’  espressione  sia  di  grado  zero  per  rapporto 
a d,  quando  si  suppone  che  un  differenziale  qualunque  dt , dato  in 
X , y , z , dx  , dy  , az  sia  costante  ; perchè  allora  l’ equazioni  d*t  = 0, 
</>/  = 0 , . . . die  emergono  da  tale  ipotesi , bastano  unitamente  alle 
(P)  e (Q)  per  liberare  l’espressione  da  tutti, i differenziali. 
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tkà.'  Allora,  se  alle  variabili  x ,y  ,z  si  vorranno  sostitaire, 
come  pocanzi , le  altre  r , d , o)  legate  alle  prime  coll’  equa- 
zioni 9 = 0,4-  = 0,X  = 0,  avremo  quattro  sole  equazio- 
ni fra  le  sei  varial)ili  x,y,z,r,ò,oi\  onde  restandone 
due  indipendenti , supporremo  che  queste  siano  0 ed  a>. 

Siccome  dunque  in  questa'  ipotesi  tanto  x quanto  y si 
riguardano  come  funzioni  di  6 ed  <»  , mentre  z non  lascia 
di  essere  funzione  nota  o ignota  di  x e y,  avremo,  per  ciò 
che  trovasi  dimostrato  nel  n 62  , l’ equazioni 


dt!  dx  di  dif  d»  ' 


dz  dz  dx  dz  dy  , . 
dv  dx  dv  dy  d»  ’ 


dalle  quali  per  le  regole  conoseiute  si  possono  desumere 
dz  rfz  . - ..  dx  du  dz  dx  dt/  dz 

y-  e — in  funzione  di  -r  i , -r  -,  t t ~r  t T' 

dx  dy  da  da  ^ da  ^ rfv  dv<  ^ dv 

Per  passare  all’ equazioni  che  servirebbero  a trovare  Te- 

. </*z  </*z  tPz  . dz  dz 

spressioni  di  ^ , — , osserviamo  che  ^ ® ^ dino- 

tano funzioni  che  in  generale  contengono  ad  un  tempo  le 

3uautità  X c y , le  quali  variano  tutte  due  al  variare  sia 

i 0 , sia  di  Quindi,  per  lo  stesso  citato  u.°  62,  l’equa- 
zione (fl)  dilTerenziata  rispetto  a 6 darà 


<<•* rf*z  dx*  2 


d*z  dx  dz 
dxdy  dn  di 


d*S  dy* 
rfy*  di* 


. dz  d*x  , dz  d*y 
' dx  </!)•'  dy  di* 


la  medesima  equazione  (6)  differenziata  per  rapporto  ad  ®, 
o pure  r equazione  (®)  uifferenziata  per  rapporto  a 0 darà 


d*z  dx  dx  . d*z  /dx  dy  . dx  dy\  d*z  dy  dy 

xi'ri*  tih  //«.»  iì’r>e1»È  » Am  A*.\  Ad  # ^ Af'*  Ad  Am 


daddy  dx*  dv  dxdy  \rfO  d/s^ 


dv  do/ 

dz  d*x 


dy*  da  dv 
dz  d*y 


dx  dùdv  dy  dadv  ’ 

e Gnalmente  l’ equazione  differenziata  rispetto  ad  ® darà 


d*z  _ d*z  dx*  . 2 d*z  dxdy  d*z  dy*  , dz  d*x  , dz  d*y 

du*  dx*  dv*  dxdy  du  du  dy*  du*  dx  du*  dy  du* 

E queste  sono  l’ equazioni  dalle  quali , dopo  avervi  sostituiti 
i valori  ^ ® ^ precedenti , si  possono 

all’uopo  desumere  per  le  regole  conosciute 
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dx‘  ’ 


d*t  d*x  . . -,  dx  do  di  die  di/ 


d*x  rf*y 


rf*5 

’ d»' 


d'x  rf*y 


«/•a: 


dz 
d^  ’ 

Ì!i. 

(/ocfv  ’ dOd<a 


Potremmo  in  simil  modo  cercare  T equazioni  dalle  quali 
dipendono  i valori  dei  coefficienti  difTerenziali  del  terzo  or- 
dine e degli  ordini  più  elevali  ; e gli  stessi  principii  servo- 
no di  guida  nei  casi  di  un  numero  maggiore  di  equazioni 
e di  variabili.  Ma  sarebbe  superfluo  spingere  più  innanzi 
la  ricerca  di  queste  forinole  generali , convenendo  meglio 
nelle  applicazioni  di  operare  direttamente  sulle  speciali  espres- 
sioni cne  si  presentano. 

Da  un’  altra  parte , riflettendo  che  z si  considera  come 
una  funzione  cognita  o incognita  di  a:  e ^ (secondo  che 

trattasi  di  una  formula  o di  una  equazione  in  x ,1/  ,z 

, . . . ) , r equazioni  9 = 0,4'  = 0,X‘=0  si  difieren- 

zieranno  una  volta  rispetto  ad  x , y , z , r , ò avendo  a>  per 
costante  , e un’  altra  volta  rispetto  ad  x , y , z , r , a>  aven- 
do 6 per  costante  ; e le  sei  risultanti  equazioni,  divise  le  tre 
prime  per  </9  , e le  tre  seconde  per  dx  , serviranno  unita- 
mente alle  tre  equazioni  primitive  a trovare  l’ espressioni  di 


dx  du  dz  dx  du  dz  . . 

funzione 

’ (/A  </A  ’ d<u  dxi  dai 


di 


r,  6, 


dr  dr 


Dopo  ciò  , se  sono  da  trovarsi  ancora  le  tre  derivate  par- 
ziali di  secondo  ordine  di  z per  rapporto  ad  a:  e y,  si  dif- 
ferenzieranno le  anzidelle  espressioni  tanto  per  rapporto  a 6, 
che  per  rapporto  ad  , e i risultati  distinti  , che  non  sa- 
ranno più  di  nove  in  virtù  del  principio  dimostralo  nel  n.° 
95  , esprimeranno  i valori  di 

rf*x  d*y  d*z  d*x  d*y  d*z  d*x  d*y  d*z 

t/6*  ’ t/o*  ’ di*  ’ dai*  ’ dai*  ’ do*  ’ dOdai  ’ dOda'  ’ d6dv 

dr  dr  d*r  d*r  d*r 


in  funzione  di  r , d , a> , — , -r- 
’ ’ dò  * do 


dò*  ’ dòdai  ’ dai* 


Anche  in  questo  caso  di  più  variabili  indipendenti  un  caii- 
giaincnto  di  variabili  degno  di  speciale  attenzione  è ({nello 
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in  coi  per  F eqimioni  ^8=0,4'  — **  prendono 

le  tre  semplicissime  del  n.°  114 

:r  = rsendcos(v  , y = r sen  6 sen  « , 2 = r cos  o)  ; 

talché  una  data  formola , o una  data  equazione , che  rac* 
chiudono  le  coordinate  x ,y  , z di  una  superficie  data  , o 
determinata  dall’  equazione  , e le  derivate  parziali  ( di  ordine 
qualunque  ) di  z per  rapporto  ad  x ed  y , possono  trasfor- 
marsi in  un’  altra  formola  o equazione,  che  in  vece  conter- 
ranno le  variabili  r ,6  ,a> , e le  derivate  parziali  del  mede- 
simo ordine  di  una  di  queste  variabili , per  esempio  r,  con- 
siderata come  funzione  dell’ altre  due. 

116.  Quando  le  sei  variabili  x , y , z ,r  , 6 , ao  non  sono 
legate  fra  loro  che  dalle  tre  equazioni  precedenti,  ragguar- 
devoli problemi  di  meccanica  e di  fisica-matematica  esigono 
la  considerazione  di  una  funzione  » delle  tre  variabili  indi- 
pendenti X ,y  ,z,  le  quali  debbono  essere  surrogate  dalle 
tre  altre  r , 6 ,a>.  Allora  convien  esprimere  le  nove  derivate 

Ju  du  du  d*u  d*u  d*u  d*u  d*u  d*u 

dx^  dy  ' di  ^ dx*  ’ dxdy  ’ dy*  ’ dydi  ’ di*  ’ didx  * 

in  funzione  delle  altre  nove 

du  du  du  d*u  d*u  d*u  d*u  d*u  d*u 

"d^  • li  ' ’ IP  ’ ’ dàdZ  ' IP  ’ d^  * 

il  che  esige  in  vero  calcoli  vieppiù  lunghi  dei  precedenti , 
ma  che  sono  fondati  sui  medesimi  principi!. 
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•CAPITOLO  XU. 

Ricerclte  algebriche  eseguile  medianle  la  differenziazione. 

Non  poche  ricerche  di  conipelenza  dell’  algebra  propria- 
mente detta , riescono  più  facili  col  soccorso  della  difleren- 
ziazìone.  Questo  è ciò  che  nel  presente  capitolo  prendiamo 
a dimostrare  con  alcuni  esempi. 

I. -«Teorema  risguardante  le  radici  eguali  dell’ equazioni  determinale. 

117.  Supponiamo  che  un’equazione  determinata  abbia  m 
radici  egumi  ad  a , n radici  eguali  a b,  ec.  Detto  y il  pri- 
mo membro  ordinato  di  essa , avremo  identicamente 

y = {x  — af{x  — bf...X,  (1) 

dove  X esprime  il  prodotto  dei  fattori  nascenti  da  tutte  le 
radici  disuguali.  Prendendo  i logaritmi  neperiani  dei  due 
membri , sarà 

ly  = ml{x  — a ) -f-  «/(  a?  — i ) + • - • bX , 
e derivando  rispetto  ad  ar , e poi  moltiplicando  per  y , 


[x — ‘ {x — bf~~ ‘ . ..[mX [x — b).. . -\-nX{x — a) . . . -f ec. J. 

Or  dal  confronto  di  questo  risultato  colla  formolo  (1)  si  vede 
chiaramente  che 

c divisore  comune  dell’  uno  e dell’  alti'a , il  che  importa  che 
t/uando  una  equazione  ha  radici  eguali  di  quante  specie  si 
voglia,  il  suo  primo  membro  ordinato,  e la  derivata  di  esso 
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per  rapporto  alla  ignota,  hanno  per  comun  divisore  il  pro- 
doilo  dei  fattori  binomi  nascenti  dalle  radici  eguali , ele- 
vati ciascuno  ad  una  unità  di  meno  del  numero  di  radici  - 
eguali  della  propria  specie. 

II. —Forinole  per  ravvicinare  sempre  più  tra  loro  i limiti  di  ciascuna 
radice  reale. 

118.  Sia  f{x)  = 0 una  equazione  clic  non  abbia  radici 
eguali , potendo  liberamela  ( quando  uc  avesse  ) mediante 
la  divisione  del  primo  membro  pel  massimo  comun  divisore 
di  esso  e del  suo  polinomio  derivato.  Detta  r una  sua  qua- 
lunque radice  reale  e positiva , siano  a e b due  limiti  di 
questa  sola  radice:  i segni  di  f{a),f(b)  saranno  contrari, 
perche  f{x)  non  divien  nulla  che  una  volta  sola  tra  a c b. 
Siano  ai  più  questi  limiti  così  vicini  l’ uno  all’  altro  , che 
niuna  radice  aell’  equazioni  f [x)  = 0 ,f"  {x)  — 0 cada  fra 
essi  : di  che  nello  stato  attuale  dell’  algebra  ò facile  assicu- 
rarsi. Ne  verrà  in  conseguenza  che  i segni  ài  f {a)  {b) 

saranno  simili  tra  loro,  come  pur  saranno  quelli  di  (a) , 
f”  {b) , comunque  possano  differire  dai  primi  : ciò  che  tor- 
nerà chiaro  quando  si  rifletta  che  f (x)  ,f"  (x)  son  funzioni 
intere  che  non  divengon  nullo  tra  x = a ed  x — b fa). 

In  conseguenza  di  tutto  ciò,  la  curva  espressa  dall’equa- 
zione y = f\x) , tra  i punti  corrispondenti  all’ ascisse  aeb 
sarà  non  solo  continua , ma  sì  bene  tutta  convessa  o tutta 
concava  por  rapporto  ad  una  retta  sottoposta  ad  essa  e paral- 
lela all’  asse  delle  x ; onde  ammettendo  che  le  sue  ordinate 
possano  essere  crescenti  o decrescenti,  la  di  lei  forma  non 
potrà  variare  fra  i punti  A e B corrispondenti  ai  limiti  a c b, 
se  non  nei  quattro  modi  espressi  nelle  Jìg.  18,  19,  20,  21. 

Ora  se  pel  limite  b si  prenda  sempre  quello  per  ca\.f(x) 
c f"  {x)  han  segni  simili,  la  curva  nel  corrispondente  pun- 
to B sarà  convessa  ( n.®  86  ) rispetto  all’  asse  delle  x ; e 


(a)  Si  avverte  una  volta  per  tutte,  che  f (a)  ,f  (a)  ,f"  (a)  , . . . c 
simili  mal  si  direbbero  funzioni  di  a,  perchè  le  funzioni  sono  essenzial- 
mente quantità  variabili , laddove  i detti  simboli  esprimono  i valori  par- 
ticolari che  prendono  / (ar)  (x)  ,/"  (x) , . . . quando  si  sostituisce  a 

ad  X : il  che  vale  ugualmente  per  le  funzioni  di  più  variabili. 
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però  applicandole  in  B la  tangente  B6, , e per  A menando 
la  parallela  Aa.  a questa  tangente  , la  radice  r indicata  da 
Or  cadrà  fra  le  rette  0«.  ed  Uà,  , le  quali  saranno  cosi  due 
nuovi  limiti  di  essa,  più  vicini  tra  loro  che  non  erano  i primi. 

Ciò  posto,  essendo  nelle 18  e 19,  coi  segni  supe- 
riori per  r una  e inferiori  per  l’ altra  , 

b\i 

oA  = -hf{a)  , s=  = tan  BAi A s=  ± tan  T5,a:  =s  ±f{b), 

avr^o  palesemente 

- - „ . oA  „ . ^B  /lo) 

Ofli  saOa-i-airi  =Oa-t-«A  : = Oo-+-aA  -3=0  — -rr-r:, 

aa,  bb,  f'(b) 


05. 


.=^05-56.^05  — — 

bb,  J (b) 


E in  cgual  modo,  osservando  che  nelle.^.  20  e 91  sono, 
coi  segni  sup^iori  per  la  prima  e interiori  per  la  seconda, 

«A  = ±/(«) , = +/(A) , ^ ± un  = ±J<  (b) , 


avremo  ancora 


0A 


r»  A .A“) 


Oa,  =sOa  — aa,  =Oa  — aA  : • 

O0I 

Ob,=Ob-\-bb,  = Ob-^b\i.^^b-§^.^ 

Òùx  f (o) 

Adunque  chiamando  a,  c b,  i nuovi  limili  della  radice  r, 
avremo  in  lutti*  i casi 


, —a  — £^  b —b—IÌÈl 


(“) 


(a)  L’ approssimazione  fornita  dal  noto  metodo  di  Newton  corrisponde 
al  solo  limite  b,.  È dunque  chiaro  che  essa  non  ò altrimenti  sicura 
se  non  quando  fra  i limiti  a e b prima  trovati  per  ciascuna  radice  non 
si  annullano  f {») (x) , e inoltre  si  applica  il  metodo  al  limite  b 
pel  quale  f(x)  han  senni  simili  ; poiché  allora  solo  il  punto  bt 

cado  sicuramente  fra  i punti  A ed  r , e quindi  il  novello  valore  Ob, 
della  radice  é a questa  più  vicino  del  primo  Od.  Pure,  non  avendosi 
da  quel  metodo  che  un  solo  limite  per  volta  , resta  incerto  il  grado 
di  approssimasioDe,  al  quale  per  mezxe  $1)0  si  perviene  nel  calcolo  del- 
la radico. 
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III.  Teoremi  relativi  alle  funaioni  logaritmiche  , esponenziali , 
e circolari. 


119.  Le  regole  stabilite  nel  n.°  66  danno 
d.l{co%x-\-V — lsena:)= — | rfj?  ; 

cosx-t-l/  — 1 scnx 

ma  è ancora  V — 1 dx  — d{V^  — 1 x C), 

dove  C esprime  una  coslanle  arbitraria  : dunque  {n."  26)  sarà 
/(cos  X + V — 1 sen  x ) = V' — 1 a:  + C, 

ma  con  valore  non  più  arbitrario  di  C,  poiché  il  primo  mem- 
bro svanendo  con  x,  ed  il  secondo  riducendosi  a C,  è me- 
stieri che  sia  C=0  per  la  identità  dei  due  membri , onde 
sarà  definitivamente 


/ ( cos  a: -|- — lsena:')  = l/ — 1 x.  {A) 

120.  Questa  forinola  per  se  stessa  importante  , e da  cui 
ponendo  x — ^ si  desume  per  l’ espressione  singolare 

A 


TT  ; 


KTT 


merita  sopratutto  attenzione  per  le  conseguenze  che  se  ne  pos- 
sono dedurre.  Infatti  passando  dai  logaritmi  ai  numeri,  si  ha 


cos  x — 1 sen  x = ^ ^ , [B) 

e cangiando  ar  in  — x,  ed  osservando  che  cos — ar=cosa:, 
sen  — x = — sen  x , si  ha  puro 


cos 


X — — 1 sen  X = 


or  questa  equazione  e la  precedente  ci  danno  per  sena:  e 
cosa:  le  due  notevolissime  espressioni 


^_i*_ -i/rrr., 

(C)  senar= » ■ -.cosa: 


21/=T  2 

121.  Inoltre,  cangiando  x in  mx  ncU’cquazionc  {B),  trovasi 


cos  mx  -f- — 1 sen  mx  = * * , {D) 
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e d’altra  parte  innalzando  i due  membri  della  stessa  equa- 
zione {B)  alla  potenza  ot""“  , si  ottiene 

(cosar-f  P<ITsena:)’"  = e'"*^®;  {E) 

ma  i secondi  membri  dell’  equazioni  (Z?) , {EI)  sono  identici, 
dunque  sarà  pure 

( cos  ar  -f-  V' — 1 scn  x)”*  = cos  vix  V' — 1 senwar.  {F) 

Questo  bellissimo  teorema,  dovuto  a Moivre  e sì  facilmente 
dedotto  dall’ equazione  {A),  la  quale  più  facilmente  ancora 
si  ottenne  col  soccorso  della  differenziazione , ammette  appli- 
cazioni die  per  la  loro  intrinseca  importanza , e per  l' uso 
che  potrebbero  avere  in  alcune  teoriche  di  calcolo  integrale, 
meritano  di  essere  aggiunte  qui  appresso  , non  ostante  che 
siano  interamente  algebriche,  (a) 


IV.  — • Risoluzionn  delle  funzioni 

x"  A , 2Ax'^  + B 

in  fattori  reali  di  primo  o di  secondo  grado. 


122.  Riduciamo  da  prima  il  binomio  alla  forma 

più  comoda  supponendo  essere  a la  radice  n"'~  di 

A i reale  e positiva.  Imfi , riflettendo  che  la  conoscenza  dei 
richiesti  fattori  dipende  da  quella  delle  radici  dell’equazione 

= riduciamo  ancora  questa  equazione  alla  mas- 
sima semplicità  ponendo  x = ay  , col  qual  mezzo  essa  di- 
viene 

a y a = U , e ci  ua.  y ± 1 . 

Ciò  posto  , supponendo  essere 

y = cos  2 -f-  1/ — 1 sen  z , 


(a)  Noi  ci  siamo  indotti  a fare  questa  digressione  dal  Calcolo  Diffe- 
renziale e le  precedenti  ricerche  tanto  più  volentieri , quanto  che  il 
contenuto  di  esse  (tranne  quello  del  n.“  117)  manca  negli  elementi 
di'  Algcl^a  AcWjUctoix,  i quali  servono  tuttavia  di  testo  alle  lezioni  del 
sig.  professore  de  Angelis  c mie  nel  comune  studio  privato. 
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avremo  subUamente 

y” = (cosa  -f  1/ — 1 sen  a)" = cos  nz  + l^ — 1 sen  nz  = rh  1 ; . 
e potremo  soddisfare  a questa  equazione  partendola  nelle  due 
cos  nz  = ± 1 , sen  nz  = 0 , 

le  quali , indicando  con  t un  qualunque  numero  positivo  e 
intero  , sono  alla  lor  volta  soduisfatle  , in  virtù  delle  ovvie 
nozioni  di  trigonometria,  prendendo 

nz  = 2;V,  o pure  nz  = (2i-j- l)v  , 

secondo  che  innanzi  ad  1 ha  luogo  il  -f~  o pure  il  — nel- 
r equazione  cos  nz  = + 1 • Adunque  risultando 

2i*  ( 2«  -t- 1 ) «f 

z= — , o pure  z = — , 

avremo 

y = cos  ^ -\-V^  — 1 sen  ^ , quando  y”  = 1 , ed 

(aiH-l)*  , ,/ T sen  (2»  ■+!)«•  „ ^ 

y — cosi — 1-4.  1/—1 i-,  per  y =— 1. 

Da  questo  owressioni  di  y , ponendo  successivamente 
i = 0 , = 1 , = 2 , cc.  si  ottengono  le  diverse  radici  del- 

r equazioni  y"=zt:l.  Queste  radici  in  generale  sono  immagi- 
narie, ma  divengono  reali  quando  per  le  particolari  determi- 
nazioni di  nei  accade  che  il  coefficiente  di  — 1 sia  nullo; 
talché  le  dette  espressioni  sono  egualmente  acconce  a dare 
le  radici  reali  e le  immaginarie.  Nè  dee  temersi  che  per  la 
indeterminazione  del  numero  t , possano  le  medesime  espres- 
sioni darci  piu  radici  di  quelle  che  si  convengono  all’ equa- 
zioni , poiché  sapendo  da  una  parte  che  ciò  ripugna , e da 
un’  altra  che  l’ equazioni  di  cui  si  tratta  non  ammettono  ra- 
dici eguali , dopo  che  si  saranno  trovate  n radici  diverse  , 
sarò  bene  inutile  cercarne  di  vantaggio  ; c laddove  pur  pia- 
cesse cercarle,  si  può  esser  certo  che  torneranno  le  stesse. 

123.  Inoltre  costandoci  dalla  teorica  dell’  equazioni , che 
per  ciascuna  radice  immaginaria  della  forma  » /3  V' — 1, 

debba  esservene  un’  altra  della  forma  « — ^ l , e vice- 
versa , anche  l’ espressioni 
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2i*  \/~~7  2i*  (2h-1)*  , y (2i-4-l)«f 

ossscos  — ■—  K — 1 sen  , «=«cos^ ^ — k —1  seni i- 

^ n n ^ n n 

daranno  radici  delle  rispettive  equazioni 
y»  = l , y"=-l: 

ed  è notevole  che  daranno  le  stesse  radici  reali  sommini- 
strate dall’  espressioni  precedenti , essendo  gli  stessi  i coeffi- 
cienti di  — i nelle  une  e nelle  altre  espressioni.  In  virtù 
di  questa  considerazione,  potremo  raccogliere  ciascuna  coppia 

di  fattori  di  primo  grado  immaginari  dei  binomi  y’* — 1 , 

ed  y"  + 1 in  altrettanti  fattori  di  secondo  grado  reali,  con 
moltiplicare 


2iV  , / ' ■-  ZI*  ZI*  , , / — — Zi* 

y — ■ cos  — — V — 1 sen  — per  y — cos \-V  — 1 sen — , 


2i* 

n 


2i* 

n 


2i* 

n 


ed 


y — cos 


(2»-f-I)* 


sen 


(2/-4-1  )* 


( 2l  + 1 ) * , , ( 2l  — I-  1 ) * 

per  y — cos^ ^ — \-v — Iseni 

Ed  osservando  che 

(;»  — y)(j“ + ?)=/'*  — /»  e sen*/)4-sen*y  = l, 
avremo  in 

{¥)  y*  — 2ycos^-|-l,  ed  y*— 2ycos^^^=^+l  (F.) 

r espressioni  generali  dei  detti  fattori  di  secondo  grado. 

Adunque,  ponendo  successivamente  i ==  0 , = 1 , = 2, . . . 
in  queste  espressioni,  avremo  i fattori  di  secondo  grado,  o 
duplici  reali  ; ed  avremo  ancora  i fattori  reali  di  primo  grado 
0 semplici  reali,  da  quei  valori  di  i che  daranno  quadrati 
perfetti  per  risultamento,  i quali  fattori  semplici  o di  primo 
grado  saranno , per  ciò  che  di  sopra  si  è detto , le  radici 
di  questi  quadrati. 

124.  Le  formole  che  servono  a daré  direttamente  i fattori 

dei  binomi  più  generali  sP  — a" , ar"  + desumono  con 

faciltà  dalle  precedenti  : poiché  in  quest’  ultime  e nei  bino- 
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mi  corrispondenti  y"  — 1 » y*  + ^ facendo  y = - , troviamo 
primamente 


x'  21^  , ^ a;*  f.x  (2i+l)*  , ^ 

— — 2-cos hi»  -T  — 2- cosi ^ + 1 

o*  a n a'  a n 

per  espressioni  generali  dei  fattori  dei  rispettivi  binomi 

ar"  a;" 

~_l,-  + i; 

fl"  a" 


onde  saranno  ancora 


{X)  x' — 2oarcos^+c*  , a;* — 2aarcos-?*'^^  +o*  (-X.) 

le  formale  generali  dei  fattori  dei  binomi  ar" — c" , ar"  + a"  : 

n . 

dove  non  resterebbe  che  a sostituire  \/~A  in  luogo  di  à per 
avere  ultimamente  i fattori  dei  binomi  generalissimi  da  pri- 
ma proposti  ar"  — A ,x^^  + A. 

12o.  Per  dilucidare  vieppiù  la  teorica  aggiungeremo  due 
esempi  : 

1.”  Sia  il  binomio  a:®  — 8.  Considerandolo  di  forma 
simile  ad  a:®  — a®  , poniamo  nella  formola  (X)  n = 6 , e 
successivamente  * = 0,  = 1 ,=2,=3,...  Avremo 

x'  — 2ax  cos  0 -h  c* , a:*  — 2«a;  cos  ^ + o*  , 

o 

2^ 

— 2car  cos  — + o*  , x‘  — 2ax  cos  -h  ; 

O 

ma  per  essere  cos  0 = 1 e cos  ■«•  = — 1,  la  prima  c la  quar- 
ta di  tali  formule  son  quadrali  perfetti  dirt  — are  di  a + ar, 
e d’altronde  sappiamo  che 

cos — = cos  oO  = i , cos  -—  = — cos  - = — i ; 

9 9 9 

dunque  i fattori  di  ar®  — a®  saranno 

X — a , x'  — firar  -h  a* , ar*  + fl'ar  4*  o*  ) ^ + o. 

Inutilmente  si  farebbe  j'=  4,  = poiché  essendosi  giù 

ottenuti  dei  fattori  diversi,  od  in  numero  tale  che  il  grado  di  x 
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nel  loro  prodotto  è lo  stesso  che  nel  proposto  binomio,  non 
dobbiamo  aspettarci  se  non  il  ritorno  dei  medesimi  fattori  : 
com’  è agevole  assicurarsi  col  fatto.  Infine,  siccome  dal  con- 
fronto del  binomio  a:®  — col  proposto  a:®  — 8 abbiamo 

6 __ 

o®  = 8 , e quindi  a = 1^8  = t/2  , i fattori  di  ar®  — 8 sa- 
ranno definitivamente 

a;  — 1/2  , a?*  — ar  t^2 -f  2 , a:’ + a:  t/2  + 2 , ar  + 1/2. 

2."  Sia  ora  il  binomio  y®  -f-  1 , di  forma  simile  ad 

Ponendo  nella  forraola  (F, ) del  n.°123,  n = S,  e 
successivamente  j = 0,  = l,=2,...  avremo  i trinomi 

y*— 2y  cos^-{-l  , y*— 2y cosy-|-l , y*— 2y  cosir-fl , . . . 

dei  quali  i due  primi,  che  non  sono  quadrati  esalti,  rappre- 
sentano due  fattori  di  y®  -j-  1 , ma  il  terzo  , che  per  essere 
cos  ■r  = — 1 è un  quadrato  , ci  dà  per  un  altro  fattore  la 
sua  radice  y -|-  1.  Dippiù,  questi  tre  fattori  essendo  fra  loro 
diversi , e formando  un  prodotto  di  5”  grado,  non  occorre 
proseguire  di  vantaggio  le  sostituzioni  numeriche  di  i. 

126,  Dopo  i particolari  che  riguardano  la  risoluzione  dei 
binomi,  ci  sarà  permesso  di  essere  più  succinti  in  quella  dei 
trmomi  della  forma 

a:‘”=i=2^x”=p/?, 

rispetto  ai  quali  possiamo  ancora  far  astrazione  dal  caso  in 
cui  si  possono  scomporre  in  due  fattori  reali  della  forma 

a:”  rp  a” , perchè  allora  la  risoluzione  dei  trinomi  in  fattori 
reali  di  1.'’  e di  2."  grado  dipende  da  quella  dei  binomi, 
già  dichiarata  : e cosi  non  ci  resta  a considerare  se  non  il 

caso  dei  trinomi,  che  uguagliati  a zero  danno  per  ar"  espres- 
sioni immaginarie.  Or  questi  si  possono  esprimere  più  co- 
modamente pel  calcolo  colla  formola 

a:*”rp2Zrcos».ar"  -f-Zf*,  che  ragguagliata  ad  -\-B 

( dovendo  pel  caso  in  quistionc  esser  positivo  il  segno  del- 
r ultimo  termine  ) , ci  dà  per  determinare  H cà  x 

H'=.B  ed  Hcoix—A,  donde  H—  \/ B e cos»=^=-^: 

I/» 
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ciò  che  è conforme  iti  vero,  dovendo  essere  pel  caso  in  qui- 

stione  A* , e quindi  A. 

Per  ridurre  intanto  a vie-maggiore  seHiplicità  il  nuovo 

trinomio,  poniamo,  come  nel  n.“  122,  H-=c^ , e poscia  x=ay. 
Con  CIÒ  esso  diviene  successivamente 

X H-2a  cosx.x  -(-a  y -t-2a  cosa. 2/  1 

onde  uguaglialo  a zero  sotto  quesf  ultima  forma,  ci  dà  Fe- 
quazioue  semplicissima 

y*"  ip  2 cos  a.y" -f-l:=0. 

127.  Or  supponendo  in  primo  luogo  che  in  questa  equa- 
zione il  segno  del  secondo  termine  sia  il  — , e risolvendola 

per  rapporto  ad  y“,  si  ottiene 

y"  = cos  01  ±]^  — 1 sen  « ; 
ma  d’ altra  parte  ponendo , come  nel  n.°  122 , 

y = cos  z ± 1/ — 1 senz,  si  ha  y"=  cos  nz  ± V — 1 sen  ni, 
dunque  avremo  per  determinar  z l’equazione 

cos  % ±;  sen  * = cos  nz  ±:  \/=l  sennz, 

che  si  divide  nelle  due  cos  » = cos  nz  , sen  » = sen  nz  , le 
quali  per  le  note  formole  di  trigonometria  sono  ad  un  tenj- 
po  soddisfatte  supponendo 

nz  = 2{9r-f-a,  e quindi  z = ^**  ~^  * , 

dove  i esprime  un  qualunque  numero  intero  e positivo. 

Con  questa  espressione  di  z tornando  a quella  di  y,  abbiamo 


ìi*  • 

y = cos— - — ± 


sen- 


2i*- 


donde  segue  che  F espressione  generale  dei  fattori  di  secondo 
grado  del  trinomio. 

y*”— 2cos  «.y  -|-1,  sarà  y* — 2y  cos^**  "■*  -|-1.  (V) 


Sostituendo  poi  ad  y il  suo  valore  in  x , cioè  - , e or- 
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dinaiido  i risultati  mr  rapporto  ad  or , la  formoia  generale 
dei  fattori  di  scQondo  grado  del  trinomio 

X*"— 2a"cos».z"+fl*",  sarà  x*  — Vktx  cos 4-  «*•  (-^) 

138.  Iq  quanto  al  trinomio  y*"  + 3cps *.y"  + seri-- 

vendolo  sotto  la  forma  equivalente  y*" — 2gos(w — 

si  vede  che  in  altro  non  dìlTeriscc  dal  già  considerato 

cos  a . y"  + 1 ; tranne  che  all’  arco  a si  vede  sosti- 
tuito l’arco  v—x]  il  perchè,  facendo  la  medesima  sostitu- 
zione in  (Z) , r espressione  generale  dei  fattori  del  trinomio 

y*’*4‘2co8a.y'' + 1 sarà  y*. — 2ycos^^*~*~|^^ — -+1» 
e quella  in  conseguenza  dei  fattori  del  trinomio 

x*”-f2a"cosa.ar“-f-a*"  sarà  x' — 2narcos^^^|^^*~~^-f  a*.  (X-,) 

129.  Applicando  le  formole  (A)  cd  (X,)  ai  rispettivi  tri- 
nomi a:®  — +8  ed  ar®  + + 1 > si  troverà  tacilmente 

per  fattori  del  primo 

3^ — 2l/2cos-^.a;-|-2  , a:* +2x4-2  , x'‘-\-2\/2cos^.x+2, 

li8  I M 

c per  fattori  del  secondo 

ar* — ^a:+l  , x*+x+l  , X* — 1/3.X+1  , x*+ l/S.x+l.  (a)  . 


(a)  La  decomposizione  in  fatlori  di  primo  c di  secondo  grado  dei 
binomi  c trinomi  considerati  in  questo  articolo , equivale  e surroga 
con  vantaggio  un  teorema  di  Cotcs  e un  altro  di  Moivre  , nei  quali 
1 detti  fattori  ti  rappresentano  geometricamente  per  via  di  costruzioni 
abbastanza  semplici , e dipendenti  dalla  divisione  di  un  cerchio  in  parti 
eguali.  Nello  stato  attuale  della  scienza  questi  teoremi  sono  da  consi- 
derarsi come  un  oggetto  di  mera  curiosità,  e possono  leggersi  da  chi 
nc  avesse  vaghezza  nel  Trattato  in  4 •"  <li  Calcolo  Differenziale  ed  In- 
tegrale di  Lacroix  , tomo  l , pag.  12o. 

14 
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V.-~  Sviluppo  di  senmo!  e co*  mx  in  funcione  di  senx  e coso;;  c vi. 

ceversa  di  son’'‘a?  o cos”'x  in  funziono  di  seni  e coseni  di 
archi  multipli  di  x : supposto  m intero  e positivo. 


'130.  Sviluppando  col  binomio  di  Newton  il  primo  mem- 
bro dell’  equazione  (F)  del  n.*  121  , e poscia  eguagliando 
pnrtitamente  fra  loro  i termini  reali,  e i coefficienti  di  |/— 1 
dei  due  membri , si  hanno  senza  più  l’ espressioni 

co8OTar  = cos  a:  — — — -cos^*  x.sea  x-j- 


m(m—  1 ) (m  — 2)(»i  — 8) 

1.2. 8. 4 


COS 


«I— * 


ar*sen*ar  -|-  ec. 


m—t  w(m — l)(m— 2)  , , 

sen/»ar=ff»cos  x.senx 7-^ cos™^*  ar.sen^x  + ec. 

1.2.0 

131 . In  quanto  al  problema  inverso , ponendo 
(1)  cosar  -j-  1/ — 1 sen ar  = M , cosar  — — 1 sen ar=o, 

avremo  2 cos  ar  = « 4-  tr , c per  conseguenza 

2’"  008*  r=M*  +mu”‘-  ' tr*+...+CTW*~  * -j-p”’  ; 

1.2 

ma  da  una  parte  «p  = 1 , c da  un’  altra  mediante  la  citata 

formola  {F)  è facile  vedere  che  w"  -f-  p”  = 2 cos  nx  , dino- 
tando n un  qualunque  numero  intero  : dunque 

2*  <ros’"ar=2cos»iar  -f-2/ncos(;n — 2)ar-|-2”'^”~*^cos(;«— 4)ar-f  ec. 

Ciò  posto , se  ;n  è pari  il  termine  medio  dello  sviluppo 
ili  ( tt  -f-  « )"  riducasi  ad 

l)(m  — 2).  . .^^-+-1^ 


e costituisce  1’  ultimo  termine  dello  sviluppo  di  2*  cos*  ar.  So* 
poi  m è impari , i due  termini  medi  sono  in  i/  e w del- 
la forma 


i»H-i  «I — 1 

M * V * ed 


m — I m+ 1 
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e però  si  riducono  ad  e & , a motivo  che  uv=\:  allora 
dunque  l’ultimo  termine  dello  sviluppo  di  2’“cos”'x  è 


132.  Per  lo  sviluj)po  di  sen’"a*  osserviamo  che  in  virtù 
dell’ equazioni  (1)  si  ha  21/ — lsenar  = « — v,  donde 

sen"’ar=«™  v'  + ec. 

bene  inteso  che  vendano  sempre  eguagliati  fra  loro  partita- 
mente  i termini  reali  dei  due  menibri , e i coefficienti  del 

radicale  V' — 1 , il  quale  per  altro  non  sussiste  se  non  quan- 
do m è impari. 

Dopo  CIÒ  supponiamo  da  prima  che  m sia  pari  : i ter- 
mini egualmente  lontani  dagli  estremi  avranno  segni  simili, 
onde  unendoli  a due  a due  , avremo 

2’"  ( — 1 )*  sen*”  ap=2  cos  mx — im  cos  (m — 2)x-*-2  — cos  (m — i)x — ec . 

c r ultimo  termine  sarà 

»i(w— 1 )(w  — 2).  , . 1 ^ I. 


valendo  il  -f"  o d — secondo  che  ■—  è pari  o impari. 

133.  Sia  ora  nt  impari.  Lo  sviluppo  di  (u  — v)’"  si  po- 
trà mettere  sotto  la  forma 

««  • — u"-  • * —v”-  * )-ec. 

surrogando  sempre  1 ad  uv.  Quindi,  se  si  osservi  che  in  vir- 
tù della  formula  (F)  si  ha 

M* — !?"==  2 — 1 sen  nx  , 
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avremo , e^agtinmio  solo  i coefBcier<li  di  i/ — 1 nei  due 
membri , 

( — 1 ) > f en"'  x=2  *cn  mx — 2m  sen  (m — 2)ar-t-2  (m — 4)* — ec . 

1 • iS 

e l’ ultimo  termine  mrh 


m 


(m—  1 )(w  — 2).  . . 


1.2.3. 


senx  , 


valendo  il  segno  + o pure  il  segno  — secondo  che 
sarA  pari  o impari. 


m — I 


CAPITOLO  XIIL 

Dccomiìosizione  delle  funzioni  frolle  e razionali 
in  olire  più  semplici. 

134.  Una  funzione  fratta  c razionale  di  una  variabile,  di 
cui  non  si  voglia  cangiare  il  denominatore,  si  reputa  della 
forma  più  semplice  quando  per  rapporto  alla  variabile  il 
grado  del  numeratore  è minore  di  quello  del  denominatore; 
porcliò  in  caso  contrario  può  sempre  ridursi  all’  insieme  di 
un  polinomio  intero  e di  un  altra  frazione  che  abbia  la  detta 
forma,  mediante  la  divisione  effettiva  del  numeratore  pel  deno- 
minatore, protratta  sino  a ebe  non  si  arrivi  ad  un  residuo  di 
minor  grado  del  divisore.  Tale  adunque  supponiamo  essere 
da  principio  la  frazione 

/(f) 

f’(x)  ’ . . . 

ammettendo  ebe  F (x)  esprima  un  polinomio  razionale  e or- 
dinato di  grado  ìli , c/tó  un  altro  polinomio  razionale  di 
grado  m — 1 al  sommo.  Trattasi  di  spezzarla  in  frazioni  più 
semplici  , aventi  per  denominatori  quei  fattori  di  primo  o 
di  secondo  grado,  elevati  o no  a potenza,  che  vengono  som- 
ministrati  dalle  radici  reali  o imnaaginarie-conjugale , sem- 
plici o multiple,  deir  equazione  /’(.r)  = 0. 
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132).  Trattando  in  primo  iuogo  il  caso  che  non  v’abbia 
radici  multiple,  e indicando  le  radici  reali  con  a , 

e le  immaginarie-conjugate  con  — 1 , — 1 , 

«,  zn  13,  V — 1 , . . . osserveremo  che  può  allora  supporsi 
identica  l’equazione 

/(g) ^ , , Afx-^N  , 3f,x-h!V,  , ... 

F(x)~x—a  x—a,  “r— ^ > 

mercò  valori  costanti  e reali  di  A,A,,...3f,N 
poiché  riduccndo  le  frazioni  del  secondo  membro  al  mede- 
simo denominatore  , che  sarà  F{x) , e formandone  una  sola, 
il  numeratore  di  questa  sarà  del  grado  m— 1 , e ouindi  si 
renderà  identico  e di  cgual  grado  al  numeratore  j(x)  del 
primo  membro  eguagliando  ciascuno  a ciascuno  i coefficienti 
dei  termini  che  sono  dello  stesso  grado  nei  due  numeratori: 
ciò  che  darà  m equazioni  di  primo  grado  tra  le  m ignote 
A , Ax  . M , N , M,  , Nr . Se  non  che  la  risoluzione 
di  queste  equazioni  coi  metodi  ordinari  esigendo  in  generale 
assai  lunghi  calcoli , noi  determineremo  in  modo  facilissimo 
queste  ignote  col  soccorso  della  differenziazione. 

136.  Per  trovare  il  numeratore  A della  prima  frazione  par- 
ziale , supponiamo  ridotte  ad  una  sola  tutte  le  altre,  scrivendo 
S(x)  ^ A ■ -Kx) 

F{x)  X — a <|>(x)  ’ 

dove  9 {x)  esprime  il  prodotto  di  tutti  i denominatori  tranne 
X — c , c 4-  (a:)  una  funzione  intera  di  ar , di  grado  neces- 
sariamente inferiore  a quello  di  9 (x).  Liberando  da  rotti  ed 
avendo  riguardo  alla  natura  di  9 (ar),  avremo  le  due  equazioni 

■ f{x)  = A<;ì{x)  + {x  — a)\{x)  , f’(ar)  = (ar  — a)9(a-)  : 
or  la  derivata  di  quest’  ultima  essendo 

(ar)  = 9 (ar)  -f  ( a?  — o ) 9'  (x) , 

se  facciamo  x = a in  questa  derivala  c nella  prima,  avremo 

P'{a)  = «ì{a),f{a)  = A<ii{a)  = AF'{a)  , donde  A=^^, 

e quindi  la  regola  : per  avere  i numeratori  delle  frazioni 
parziali  ài  una  data  frazione  , corrispondenti  alle  radici 
reali  e ineguali  del  denominatore  eguagliato  a zero , bi- 
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*0(ffia  formare  col  numeratore  e colla  derivata  del  deno- 
minatore  uri  altra  frazione,  e soatihàre  in  queeta  le  dette 
radici  alla  variabile. 

137.  Si  potrebbero  trovare  colla  stessa  regola  i numera- 
tori delle  frazioni  parziali  relative  a ciascuna  coppia  di  ra- 
dici immaginarie  : le  quali  frazioni  da  principio  avrebbero 
la  forma 


p^Q\/^  P—Qj/—  1 

X — » — (5  |/ — 1 X — — 1 

ma  facendone  poscia  la  somma , scomparirebbero  gl’  imma- 
ginari e si  avrebbe 


2P(x-x)-+-2liQ 


di  forma  simile  ad 


Mx  -I-  iV 
( ar  — a )“  -t-  ' 


Se  non  che  noi  crediamo  generalmente  preferibile  in  tal 
caso  un  modo  di  ricerca  di  M ed  IV  indipendente  dagl’ imma- 
ginari, r uso  dei  quali  potrebbe  arrecare  imbarazzo  ai  meno 
provetti.  Infatti,  mula  ci  impedisce  di  supporre  in  questo  caso 


ammettendo  che  9 (a:)  e 4 {•p)  abbiano  significati  analoghi  a 
quelli  del  caso  precedente.  Quindi,  liberando  da  rotti  la  se- 
conda di  queste  equazioni , si  ha  l’ altra 

f{x)  =:  ( ifar  -f  iV  ) <?  (x)  + [ ( — * )*  + ^*  ] 4-  (a^) , 

la  quale  diviene  semplicemente 

f(x)  = { Mx  4-  •'V  ) 9 (a^)  supponendo  {x  — » )*  + |3’  = 0. 


Or  queste  due  ultime  bastano  a determinare  M ed  N senza 
.punto  far  uso  di  espressioni  immaginarie:  difatti,  la  prima 
di  esse  può  abbassarsi  facilmente  ( sopratutto  nei  casi  parti- 
colari e numerici)  al  primo  grado  per  rapporto  ad  x me- 
diante la  seconda,  che  dà  per  e poi  successivamente  per 
, . . . altrettante  espressioni  di  primo  grado  in  a:  ; e 
dopo  ciò  , eguagliando  fra  loro  separatamente  i termini  af- 
fetti da  x nei  due  membri,  c i termini  costanti,  si  avranno 
due  equazioni  alte  a determinare  31  ed  N. 

138.  Supponiamo  ora  che  l’ equazione  (x)  z=  0 abbia  n 
radici  reah  eguali  ad  a.  Allora  non  sarà  lecito  supporre 
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j- 4-JL.  4.ÌÌ1) 

/’  (j)  x—a  x—a  X — a <p  (x)  ’ 

con  significali  di  o{x)  e 4-(^)  analoghi  ai  prcccdenli;  perche 
•questa  equazione,  a iiiolivo  della  indelcrminazione  dei  nume- 
ratori AiyA^,  non  è in  sostanza  diversa  dall' altra 

f(x)  ^ A ;(^) 

t\x)  X — a 9(ar)  * 

dove  più  non  abbiamo  quel  numero  d’  indeterminate  ch’è  ne- 
cessario a stabilire  la  iJentit'i  dei  due  membri.  Essa  infatti, 
■liberala  da  rolli , ed  avuto  riguardo  alla  equazione 

F{i)={x—a)''<iì[x)  , diviene /(a-)=y/{a—a)”“‘9(a-)H-(jT—a)"4(a-)  , 

ed  in  questa  essendo  m — n il  grado  di  9(x),  e quindi  an- 
cora il  numero  dello  indeterminato  che  ammetto  J-(t),  unen- 
dovi A sarà  m — n l il  numero  dello  indelorminate  del 
secondo  membro , laddove  le  costanti  del  primo  sono  m por 
asscre  m — 1 il  suo  grado.  Deno  però  può  supporsi 

/(t)  a I ^n— I 4-(x) 

^''^‘‘~{x~af  (x_a)"-‘ (x-a)"— ■*  st-a'^9W’ 

perebe  liberando  da  rolli  nasce  T equazione 

J{x)  = y/?(ar)  + A,{x  — a)  t>{x)  A^{x  — af  <f[x)  + . . . 

+ {T  — a e(r)  -f  ( ar  — a )"l(ar) , 

il  cui  secondo  membro  c del  grado  m — 1 come  il  primo 
^{x)  , e racebiude  oltre  a ciò  m indeterminate , vai  dire  le  n 
indicate  esplicitamente  da  A,A^  , y/*  , ....  y/„  , . ed  altre 
di  numero  m — n contenute  implicitamente  nella  funzione 
■if{x)  di  grado  eguale  ad  — n — 1.  Or  questa  equazio- 
ne e lo  sue  derivale  successive  dal  primo  sino  aH’.ordinc 
i(  n — 1 nel  farvi  x=sa  ci  danno 

f(a)=A<i{a) , 
f\n^A^\,ì)+A,o[a), 
f‘(a)=Av"{a)+2A,o\a)Jr^AA^<^[a)  , 

2y/.9'(o)-f  3. 2 . ìA.^{a) , 
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c da  ultimo  per  iaduzione 

+ ...  +(«-l)(n-2)(n-3)...3.2.1y/^.9(u)  : 
equazioni  che  forniscono  successivamente  i valori  di 

^ , Al  , A^  , Al  , . . . , Aji_i . 

*139.  Se  non  che,  queste  medesime  equazioni  esigono  che 
si  trovi  o{x)  mediante  la  divisione  di  Z’ (a:)  per  {x — o)" , la 
quale  per  sò  stessa  fastidiosa  , lo  diviene  assai  piu  quando 
per  caso  la  radice  a fosse  incommensurabile.  Yale  dunque  la 
j)cna  di  esprimere  9 (a) , 19'  (a) , . . . , mediante  i va- 

lori che  prendono  le  derivate  successive  di 


F [x)  = (x  — 

«piando  x — a. 

Per  desumere  queste  derivate  da  una  formolo  unica , è 
bene  trovare  primamente  la  derivata  di  un  ordine  qualunque 
i di  F {x) , ciò  che  non  sarà  dilfìcilc  combinando  l’espres- 
sione della  derivata  i"‘““  di  un  prodotto  qualunque  uv,  colla 
derivala  generale  di  {x  — c )".  Ora  la  derivata  f'"™  di  uv 
coir  uso  ripetuto  della  regola  pei  prodotti  ( n“  66  , 3°  ) tro- 
vasi essere  per  induzione 


1 • iS  I • A • o 


c la  derivata  4-'’"“  di  [x  — c)'*  è pel  n®  81 

n(n  — l)(n  — 2)...(n  — k — a : 

il  perche,  ponendo  nella  prima  u = (x  — n )”,  e v=9{x),  e 
nella  seconda  facendo  successivamente  k=i,=t — 1,=»' — 2, ... 
avremò 

/■'^’\x)=n{n — 1)(«— 2). . .(?/— t'-f-l)(a'— c)"“’9(ar)-4- 
— l)(n — 2). . . (n— f-(-2)('x — a)"“'‘‘"‘9'(a:)-f 


) . . („_,•+  3ì(T-a)"-'+*9"(^)+ . ■ +(x-fl)”9('V) . 
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In  questa  forinola  nel  sostituire  ad  i numeri  maggiori 
di  n , bisogna  omettere  quei  termini  dove  gli  esponenti  di 
X — a risultano  negativi , perché  i loro  coelficienli  divengon 
nulli  : il  che  tiene  veramente  alla  circostanza  che  la  deriva- 
ta di  {x  — a)”  è zero.  Senza  ciò  non  si  saprebbe  pronun- 
ziare sui  vtdori  che  prendono  i delti  termini  quando  si  sup- 
pone x = a,  poiché  se  da  una  parte  divengono  nulli  (come 
abbiam  detto  ) i loro  coefficienti , da  un’  altra  il  binomio 
{x  — a)  elevalo  ad  esponenti  negativi  diviene  infinito. 

Ponendo  ora  successivamente 

z’=«,  = n-|-l,  = ;j-f2,...=2«  — 1, 

la  formola  di  cui  si  tratta  riducesi  ai  valori  che  prendono  i 
singoli  suoi  termini , primo,  secondo,  terzo  , . . . , per- 

ché tutti  i termini  seguenti  divengon  nujli. 

<losi  dunque  si  hanno  l’ equazioni 

= )(n  — 2)...3.2.1.(f(«), 

/’t"+‘)(a)  = (n  + l)«(n_l)...4.3.2.9'(a), 

(a)  = (»-}- 2 )(« -I- 1 )«..  .3.4.3. (?"  (a), 


_ (2«_1)  (2n— 2)  (2«— 3). . , 

dalle  quali  cavando  i valori  di 

e sostituendoli  nell’ equazioni  scritte  in  fine  del  n.°  prece- 
dente , emergono  le  altre 


*\o) 


^ ' ' ^(2«— 2),..n^  “(2m— 3). . 

+■^«—1  n ’ 
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che  sono  da  ultimo  le  formole  gcncralmenle  più  comode  per 
determinare  A , Aj , . A^  ^ . 

140.  Supponiamo  finalmente  che  l’equazione  /’(2t)=0  am- 
metta n coppie  di  radici  immaginarie  eguali  ad  *db/3 — 1 , I 

talchò  [ {x — n»)*  -jr  j3*]“  sarà  un  fattore  di  F{x).  Allora  si 
potrà  supporre , come  nel  caso  precedente  e per  la  stessa 
ragione  , 

f(x)  _ ]Hx-¥-N  M,x-i-N,  M,x-i-N, 

' (a:— «p  (x)  ’ I 

arendo  sempre  4 (^)  6 9 (^)  si^ificàti  analoghi  a quelli  de- 
gli altri  casi.  Questa  equazione,  liberata  da  rotti  con  ridurre 
quelli  del  secondo  membro  allo  stesso  denominatore  del  pri- 
mo membro , diviene 

f{x)={3ix+N)^{x)  ^{3i,x+iv.)[{x^oir+mx)  : 

Or  se  in  quest’  altra  equazione  e nelle  sue  derivate  di  pri-  ^ 
mo  ordine,  di  secondo,...  di  {^n  — si  sostituisca  da 
principio  — /3*  ad  ( X — » )’  , ciò  che  equivale  a supporre 
\x  — ot  )•  -|-  jS*  = 0 , si  hanno  le  seguenti  equazioni  {A)  i 

f{x)  = {JUx+JV)<({x),  j 

f{x)  = { Mx+JV)  ^'{x)  -f  [M-h2{JIFx  +JV,)  (ar-«)]  ^{x) , ^ 

f'(x)  = [Mx+NW{x)+2{_M-ir^{M,x  + N,)  (ar-*)]  ^\x)  \ 

-f  2[M,x-\-N.+2M,{x-x)-i^\M,x+Ar,)-]  ^{x), 


dalle  quali  possono  cavarsi  in  doppio  modo  i valori  di  M ed 
/V,  di  ed  JV, , di  yl/,  ed  JV,,...  di  Jfl  ed  : | 

con  sostituire  cioè  «±^1^ — 1 ad  x,  c divider  poscia  cia- 
scun risultato  in  due  equazioni , eguagliando  separatamente  ! 
fra  loro  i termini  reali  e i termini  immaginari  dei  due  mem- 
bri; o meglio  secondo  noi,  con  ridurre  al  primo  grado  l’e- 
quozioni  (A)  come  si  dichiarò  innanzi  ( n.°  136  ) , e con 
partire  di  poi  ciascun  risultato  in  due  equazioni,  eguaglian- 
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do  separatamente  fra  loro  i termini  costanti  c i termini  af- 
fetti da  X nei  due  membri. 

*141.  Qui  pure  osserveremo,  come  nel  caso  precedente,  che 
la  determinazione  delle  costanti  M,I^  . 

si  può  rendere  indipendente  da  (f  (ir) , (x) , " (x) , . . . ser- 

vendosi dell’equazione 

/’(x)  = [(x-»)*  + _^T<f(x), 
e sue  derivato  successive  degli  ordini  n , « + 1 , ri  -j-  2 , . . j 
2« — 1,  in  tutte  le  quali  couvien  supporre  (x — »)*-j-/3’=0. 

L’espressione  di  F^*\x)  sarebbe  per  questo,  caso  mollo  piò 
composta  che  non  è quella  del  caso  precedente:  altronde  poi 
è anche  raro  nelle  applicazioni  che  l’ esponente  n sia  soltanto 
eguale  a 3,  o pure  a 3.  Noi  dunque  saremo  conienti  di  notare 
i risultati  che  corrispondono  a queste  due  sole  supposizioni 
quando  si  sostituisce  — /3*  ad  (x — «)*,  e che  sono:  per  n=2, 

F"  (x)  = 24  ( X — « ) ^ (x)  — 24  /3*  (x)  ; 

e per  « = 3 , 

F"  (x)=— 48/3*(x— »)?(x) , 

F"  (x)=— 288;3*(f(x)— 192^‘(x— *)?'(x), 

F''  (x)=720(x— »)9(x)— 1440/3*<?'(x)-480i3*(x-»)^"(x). 

Nella  prima  supposizione  si  sosliliiiranno  i valori  di  9(x) 
e 9'(x)  tratti  dall’ equazioni  [B)  nelle  due  primo  dell’ equa- 
zioni {A)  del  n.®  precedente  ; e nella  seconda  supposizione 
si  sostituiranno  in  tutte  tre  l’ equazioni  {A)  dello  stesso  n.® 
i valori  di  9 (x) , 9'  (x)  e 9"  (x)  cavati  dall’  equazioni  ( C)  : 
dopo  di  che  sarà  lecito  adoperare  l‘uno  o l’ altro  dei  modi 
ricniamati  qui  sopra , c dichiarati  nel  n.®  136. 

142.  Per  indicare  im  esempio  notevole , ed  in  cui  non 
ostante  gl’  immaginari  sembra  doversi  pi'eferire  la  regola  data 

nel  n.°  136,  supponiamo  / (x)  = x™  , Z’  (x)  = x"  — 1 , dove 
m sia  minore  (li  n.  Le  radici  ineguali  a , a,  , a.  , . . . del- 

r equazione  /’(x)=x"  — 1=0  saranno  date  (n.*  122  e 123) 
dalia  formala 


2i*r  , / — 2iit 

COS ± K — - 1 SCI! , 

w w 
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ponendovi  successivamente  j =:  0 , = 1 , = 2 , . . . D’ altra 
parte,  essendo 

f{x)  _ a" 

nx"  « ’ 

si  potranno  avere  in  virtù  della  citata  regola  i corrispon- 
denti numeratori  A , Ai  , • giovandosi  del  teorema 

di  Moivre  ( n.“  121  ) , cioè  a dire  ponendo  successivamente 
» = 0 , = 1 , = 2 , . . . nella  formola 

ir  2i(m-l-l)<r  ./ 7 2»(m  + l) 

- I cos — ^ — (-  V — 1 sen — i 

n 1^  « — n 

K dopo  ciò , per  liberare  il  risultamenfo  definitivo  dagl’  im- 
maginari, non  resta  che  a ridurre  allo  stesso  denominatore 
le  singole  coppie  di  radici  immaginarie  coniugate. 

CAPITOLO  XIV. 

litsoltizione  dei  casi  di  indelerminazione  per  le  funzioni 
analitiche  di  una  o più  variaòili. 

143.  Quando  una  funzione  di  una  variabile  nel  dare  a 
questa  un  valor  particolare  ( cioè  a dire  numerico,  o pure 
espresso  dagli  altri  simboli  di  qiuintitù  contenute  nella  fun- 
zione ) prende  una  delle  forme 

0 oc  _ 

ò ’ » ’ " X * ' — 00  , ec. 

il  valore  della  funzione  sembra  affatto  indeterminato  o arbi* 
trario , perchè  nulla  impedisce  di  eguagliare  senza  assurdo 
ciascuno  di  detti  simboli  ad  una  grandezza  qualunque.  Non- 
dimeno ognun  vede  che , per  la  natura  stessa  delle  funzioni 
(rt.“  3),  essa  dee  prendere  in  tale  ipotesi,  come  in  ogni  altra,  im 
valore  determinato.  Or  la  ricerca  di  questo  valore  è ordina- 
riamente un’  applicazione  assai  naturale  della  differenziazione. 

144.  Consideriamo  in  primo  luogo  il  caso  di  una  fun- 
zione fratta 

^ “ J^)  ’ 
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la  quale  divenga  - quando  x=a  pel  simultaneo  svanimen- 
to di  f[x)  e F {x).  In  questo  caso  non  è già  die  si  cerchi 
il  rapporto  che  hanno  fra  loro  le  quantità  espresse  da  /(t) 
e F(x)  quando  più  non  sono  , perchè  il  rapporto  fra  due 
zeri  non  presenta  alcuna  idea  ; ma  ciò  che  veramente  si 
cerca  6 il  limile  verso  cui  tende  il  rapporto  variabile  delle 
funzioni  f{x)  c F {x) , a seconda  che  x avvicinasi  ad  o,  ed 
esso  stesse  convergono  a zero.  Or  nulla  impedendo  di  sosti- 
tuire a? -f- Ax  ad  x nella  formola  (1),  abbiamo  da  principio 

(?  { X -f  Ax  ) — -■  , 

e pel  valore  a che  annulla  f{x)  e F{x),. 

9 (a -f  Ax)  = ^^= , 

bene  inteso  che  nel  secondo  membro  sia  pnr  sostituito  a ad  x. 
Dunque  passando  al  limite  , sarà 

donde  la  regola  : per  aver  il  valore  di  una  frazione  i cui 
termini  divengon  nulli  per  un  valor  particolare  della  va- 
riabile, bisogna  sostituire  questo  medesimo  valore  nella 
frazione  i cut  termini  sono  le  derivate  di  quqlli  della  prima. 
Per  la  stessa  ragione  sarà 

/'(a)  /"(a)  . , , /"(o) 

= ' q'nnd,  ancora  = 

cruando  il  valore  c di  x rende  pur  nulle  le  funzioni  f'{x), 
F'  (x)  ; e così  di  seguito. 

'Adoperando  la  actla  regola  , trovasi  : per  x = 0 , 

a’  — tr  cf  l a — Ir  l b , ,,  , a 

-= ; = l a — lb  = lj, 


= scn  X = 0 , di  accordo  col  n.”  23 


2x 


00 


X — sen  X 
e* — e-’ — 
X — sciix 


— C08  X scn  X 

2 — e- 


c'-f-e- 


l — cosar 


scn  X 


cosa* 
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per  a;  = 1 , 

loc  X loe  e • 

='<«»■ 

X’ 1 (i  -i-lx) 

/(2-ar) 


— 1 


1. 


2 — X 


Va*—l  ar  oó  * 

yx'—i 


X*  — ì __  I/x”  — 1 00 

v/j_n_i/jzrT  i I i ~oo 
2 |/x  2 I/x  — • 1 

14S.  Quest’ultimo  esempio  ò stato  da  noi  addotto  cspres^ 
samcntc  , per  mostrare  clic  talvolta  un  caso  d’ indetermina- 
zione conduce  ad  un  altro.  La  ragione  intrinseca  di  questo 
fatto  vuoisi  attribuire  a che  le  funzioni f{x),F{x)  dive^ 
ncndo  nulle  con  x — a , si  possono  stimare  equivalenti  ad 
altre  della  forma 


( X ■ — a)”'  ^{x)  , {x  — a (x)  con  nt  ed  n positivi. 

Ora  il  procedimento  della  differenziazione  diminuendo  di  una 
unità  per  volta  gli  esponenti  m ed  n,  avverrà  che  detti  pi  e v 
gl’interi  più  grandi  contenuti  in  questi  numeri,  le  derivate  sue* 
cessive  di/ (x)  e F (x)  sino  agli  ordini  pi"’“"  e v"'**  inclusivi  sa- 
ranno nulle  con  x — ■ a , ma  nelle  derivate  seguenti  essen- 
dovi termini  dove  gli  esponenti  di  x — a son  negativi,  qufr* 
ste  derivate  si  cangeranno  di  un  tratto  nell’  infinito  al  sup- 
porvi X = a ; e ciò  avverrà  per  derivate  di  uno  stesso  or- 
dine quando  pi  e v si  suppongono  eguali. 

Dalla  forma  delle  funzioni  equivalenti  alle  proposte  /(x)  e 
F{x)  è chiaro  che  a seconda  che  m si  suppone  maggiore,  eguale 
o minore  di  n,  il  valor  della  proposta  frazione  risulta  nullo, 
finito  o infinito  per  x — a;  di  che  si  desumo  facilmente  clic 
la  trovata  regola  va  sempre  di  accordo  col  vero , e che  il 
successo  della  medesima  non  può  essere  incerto  se  non  quan- 
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ilo  nessuno  dei  numeri  m ed  n essendo  intero,  avrenga  dip> 
più  che  gl’  interi  ia  e v immediatamente  minori  di  essi,  sieno 
eguali  fra  loro.  La  diflerenziazione  conduce  allora  ad  una 

frazione  della  forma  ~ , onde  anche  per  compiere  la  risolu- 
zione del  caso  dello  zero  diviso  per  zero , conviene  che  si  cer- 
chi una  regola  pel  caso  di  un  infinito  diviso  per  un  altro. 
146.  Supponiamo  che  il  valore  a di  a:  renda  infinite  le 


1 


funzioniyi^a:) , F{x) , e quindi  zero  le  due  altre 

La  funzione  diverrà  — , ma  tornerà  di  nuovo  ^ scri- 
F{x)  00  ’ 0 

vend(da  sotto  la  forma 


1 1 

^(*)  ’ 

cui  è u^alc  identicamente.  Or  le  derivate  rispettive  di  pri- 
mo ordme  di  queste  due  frazioni  essendo 


(/>)•  (/X)*  ’ 


avremo  , per  la  regola  dianzi  dimostrata  ( n.  144  ) , 


/(a)  _ F'  (a)  f (a)  _ (fa  )•  ^ ^ F'(a) 
F(a)— 


(A\ 

(Fa)'^f(a)' 


(Fa)'  • (fa)' 

da  cui,  dividendo  ambi  i membri  per-^^^,  risulta 

^ F(a) 

-,  /(«)  F'{a)  . ..  /(«)  /'(o) 

® F(a)~~  F>(a) 

Da  ciò  ò chiaro  che  la  differenziazione  fornisce  una  stessa 
regola  per  trovar  il  valore  della  frazione 


/(^) 

F(x)’ 


qualunque  delle  due  forme  - 


00 

00 


questa  prenda  quando  si  sostituisce  ad  x un  valor  particolare. 

147.  Per  verità  la  regola  sembra  generalmente  illusoria 
nel  caso  della  seconda  torma , e nel  caso  che  dopo  la  prit 
ma  si  presenti  la  seconda  ( come  nell’  ultimo  esempio  recato 
nel  n.“  144  ) , perchè  sappiamo  dal  n.®  87  che  quando  un 
valor  finito  di  x rende  inunita  una  (ùnzione,  rende  pur  tali 
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tutte  le  sue  derivate  ; ma  ciò  nou  toglie  che  la  regola  in 

Earola  si  trovi  utile  in  molti  esempi , sia  perchè  potreb* 
’ essere  a:  = ± oo  , ed  allora  le  derivale  possono  esser  fi- 
nite (».  88),  sia  perchè,  ancora  con  valori  finiti  di  x av- 
viene spesso  che  il  cercalo  valore  non  è dato  propriamente  da 
quelli  delle  derivate  (i  quali  come  abbiam  detto  sono  infiniti), 

f (x)  f"  (x)  ' 

ma  si  ottiene  praticando  nelle  frazioni  . . . 

^ F'  (x)  F"  (x)  ’ 

certe  riduzioni  o trasformazioni,  dopo  le  quali  ponendo  x — a 

sparisce  la  indeterminazione,  (a) 

Alquanti  esempi  dichiareranno  pienamente  ogni  cosa; 


l- 

X 


l.“  per  x = 0,  = 

^ col  ar 


1 

X 


00 


sen  X 


c COSI  la  quistionc  non  torna  risoluta  ; osservando  però  che 
1 

X scn*  X gj  jjg  * ^ ® • 

1 jr  ’ col  ar  x 0 


(a)  Oltrnociò , 1'  equazione  venendo  soddisfatta  col  supporre 

ì*/  \ 

= 0 , potrebbesi  credere  che  la  regola  data  nel  n.°  144  sia  in 

difetto  almeno  pel  caso  in  cui  il  valore  della  frazione  proposta  b realmente 
nullo  ; ma  si  uscirà  d’ inganno  osservando  che  ancora  in  questo  caso 
la  detta  regola  si  applica  con  successo  alla  funzione 

/(^)  , „_f(x)-i-CF(x) 

F^x)  F{x)  ’ 

dove  C si  suppone  avere  un  valor  costante  ed  elTettivo,  e dove  pure  sono 
infiniti  il  numeratore  e II  denominatore  quando  x=^a.  Trovasi  infatti 
f'(a)-hCF'{a)_f'(a)  , 

F'(a)  F'{a)^  ' 

risultato  che  non  si  riduce  al  vero  valor  C della  proposta  frazione,  se 

■ f (“) 

non  si  ammette  che  sia  ^ , gs  0. 

F‘  (a) 
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ma 


2 sen  X cot  x 


1 

/- 

se 

; 0 , dunque  = 0 . 

^ col  X 


2.®  Per  ar  = 00  , 


log  X log  e log  e 


=0, 


X X co 
risultamento  il  quale  ci  mostra  che  il  logaritmo  di  un  nu- 
mero infinito  è nondimeno  infinitesimo  per  rapporto  a que- 
sto numero. 

3.  Perar  = oc,— =— — ; —s=co-. 

a(a— l)((i — 2 ) . . . ( 8 -n  1 1 ) 

qui  a si  suppone  maggiore  di  1 , ed  n esprime  l’ intero  im- 
mediatamente maggiore  di  a ; onde  il  risultato  ci  mostra  che 
l’ esponenziale  a®  finisce  per  sorpassare  la  potenza  ar“. 

♦4."  Sia  ancora  la  funzione 

.fi 

8*"*  ’ 

dove  supponiamo  a maggiore  di  1 , e inoltre  m ed  n interi  e 

positivi  (a).  Essa  , com’  è chiaro  , prende  la  forma  — quando 

x = co  , e la  conserva  in  tutte  le  frazioni  che  si  formano 
dalle  derivate  successive  dei  suoi  termini  sino  all'ordine 
n'"*";  ma  precisamente  per  quest’ordine  si  ha  una  frazione 

della  forma  , dove  k esprime  Un  numero  costante  {u.“81) 

e 4 {^)  una  funzione  tuttora  infinita.  Dunque  per 


X = 00  , sarà  — = 0 . 


*148.  A termini  di  questa  forma  riduconsi,  mediante  una 
sostituzione  , le  derivate  successive  della  funzione 


= à 

(a)  Basterebbe  che  m ed  n fossero  positivi  quando  m si  supponesse 
maggiore  di  n , e si  praticassero  le  riduzioni  che  si  presentano  per 
via , o almeno  quella  che  può  farsi  dopo  aver  prese  le  derivate  del- 
r ordine  immediatamente  maggiore  di  n. 

16 
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la  quale  svanisce  palesemente  con  x,  quando  A e e si  sup- 

fiongono  positivi  , e inoltre  b maggiore  di  1.  Infatti  si  trova 
aciimcnte 


/(^)= 


clb.b 


c-t-i 

ec. 


onde  ponendo  - = 2 , le  delle  derivate  divengono 


e il  valore  a:  = 0 corrisponde  a 2 = 00 , Dopo  ciò , dee  te- 
nersi provato  dall’  esempio  precedente,  che  almeno  per  valori 


interi  di  c la  funzione  b svanisce  insieme  con  tutte  le  sue 
derivate  quando  x = 0. 

È conseguenza  di  ciò,  che  la  ricerca  del  valore  della  frazione 


i x" 

dove  supponiamo  a e b maggiore  di  1,  ed  m e n positivi  e 
per  semplicità  interi,  non  potrebbe  effettuarsi  colla  regola  dianzi 
trovala  (n.°  144).  La  della  frazione  si  cangia  palesemente  in 


A*  •.  . . b^ 

— — , 0 pip  semplicemente  in  — 


con  porro  1 = 2,  il  che  rende  2 = oc  quando  ar  = 0 ; ma 

non  perciò  diviene  più  facile  la  risoluzione  del  proposto  e- 
sempio  , tranne  i due  casi  a==b,  o pure  m=sn,  nei  quali 
la  fruizione  precedente  divenendo 


, o pure 


(0' 
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è chiaro  , indipendenlcmente  dalle  derivale,  che  il  valor  cer- 
calo è zero  , F unità , o F inGnito  secondo  che  nel  primo 
caso  n è minore  , eguale  o maggiore  di  in  ; c nel  secondo 
caso  b è minore , eguale  o maggiore  di  a. 

Con  miglior  successo  adoprasi  una  sosli  lozione  per  de- 
terminare nel  caso  di  x = l il  valor  della  frazione 


— l-+-l/ar— 1 

Sroposla  in  Gne  dal  n."  144 , e che  si  sottrae  ancor  essa 
alla  regola  innanzi  stabilita , perché  tulle  le  derivate  dei 
suoi  termini  divengono  ioGnite.  Infatti,  ponendo  x — 1 = 2 
la  frazione  si  cangia  in 

— , e poscia  in  i — L 

i/rPT— 1-+-1/I  ^ 2 

moltiplicando  i termini  della  prima  por  l/l +2+1  — l/z, 
e poi  sopprimendo  in  quelli  del  risultalo  il  faltor  comune 
|/z.  Or  r ultima  frazione  diventa  l/2  quando  vi  si  fa  z=0, 
in  conseguenza  di  ar  = 1 ; e però  anciie  il  valore  della  fra- 
zione proposta  in  a:  è l/2  quando  ar  = 1 : come  sarebbesi 
trovalo  praticando,  senza  più , le  ovvie  riduzioni  nella  fra- 
zione avente  per  termini  le  derivate  di  quelli  della  proposta. 
149.  Sia  ora  il  prodotto 

/(^)  • f’iT) , 

e siipponiamo  che  prenda  la  forma  0 x oo  quando  x = a. 

Questo  caso  può  subito  ridursi  ad  uno  dei  due  precedenti 
sostituendo  al  prodotto  una  o l’altra  delle  frazioni 

che  sono  identicamente  uguali  al  medesimo,  e che  prendendo 

rispettivamente  Informa  o ^ quando  a:  = a , possono  in 

generale  trattarsi  colla  regola  del  n."  144. 

In  questo  modo  si  trova 

l • 

A . i ' ■ 

per  x = 0 ed  n > 1 , xar  ==  = a^fa  = x , 
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per  ar  = 0 ed  « positivo,  a;"  log  a:  = 


ar"loge 

n 


= 0, 


*x 


, 2 sen* 

* 7*  \ 1 — a?  2 

per  a;  = l,(l— a:)tany  = — ^ = — — 

cot- 


2 

«• 


*1S0.  Quando  una  funzione  di  ar  prende  la  forma  <x— oo 
al  supporre  x~a,  si  procura  di  trasformarla  o farla  di- 
pendere da  un  altra  che  divenga  5 > ~ ° 0 x 00 . La 

detta  trasformazione  è spontanea  quando  f{x)  e F {x)  svani- 
scono al  supporre  x=a,  e la  proposta  funzione  è della  forma 

Il  U5.  « r ^ (*)“•/(*) 

/(»)  ■ A»)  • 


e però  assume  la  forma 

Quindi  a cagion  di  esempio , per  x = ^ sarà 

A 

X SCIl  3^  avB 

« ‘2  sen  ar -1- X co»  a;  ^ 

artanar  — -secar  = = ■ = I ; 

2 cos  X sen  x 


ed  essendosi  pocanzi  trovato  ar  log  ar  = 0 per  ar  ==  0 , per 
questo  medesimo  valore  di  ar  avremo 

1 , , 1 -+-  X log  X 1 

- + i„gi _s_=j=». 

*151,  Consideriamo  fìnalmente  la  funzione 


y={Fx)J'%  (1) 

la  quale  , supponendo  che  F{x)  divenga  0,  o±l,o±oo,e 
chey(ar)  divenga  0 , 0 ± <»  , quando  ar  = o , si  può  presen- 
tare sotto  una  delle  forme  0® , ± 1^“ , ± 00» , che  hanno 
parimente  dell’  indeterminato. 

Passando  nell’equazione  (1)  dai  numeri  ai  logaritmi  ne- 
periani , abbiamo 

iy=f{^)-iF(x), 
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e da  questa  tornando  ai  numeri , viene  sotto  altra  forma 

Dunque  per  la  ricerca  del  vero  valor  di  y,  basta  trovar 
il  valore  dell’esponente 

in  virtù  della  re^la  consueta. 

Ecco  alquanti  esempi 

IX  X» 

Per  ar=:0,ar*  = c®~'  = e *=e“’®  = l] 

I Icoins 

(cosnar)®=e  ® = e"=3 1 ; 

/(  1 +x)  1 

(l+ar)*  = e * =e^^=e, 

di  accordo  con  quanto  si  dimostrò  nel  n.°  48. 

I tx  I 

PcT  x = l,x^^=e^^  = e ®=sc-‘=i. 


Per  x = oo  ,x‘ 


Ix  I 


*1S2.  Per  le  cose  fin  qui  dette,  i casi  d’indeterminazione 
delle  funzioni  di  una  variabile  ammettono  sempre  un  valore 
determinalo  , c solo  potrebbe  avvenire  il  contrario  quando 
trattandosi  di  frazioni  aifcttc  da  funzioni  periodiche,  si  desse 
alla  variabile  un  valore  infinito , o tale  almeno  cbe  intro- 
duce nel  calcolo  la  considerazione  dell’  infinito  ; poiché  que- 
sta denominazione  convenendo  egualmente  a tutte  le  gran- 
dezze maggiori  di  ogni  grandezza  data  e comunque  tra  loro 
diverse , ciò  in  sostanza  equivale  a lasciare  indeterminata 
la  variabile , onde  può  bene  restar  parimente  indeterminata 
la  funzione.  Allora  dunque  non  ba  meraviglia  se  la  regola 
del  n.“  144  si  trovi  in  difetto , potendo  anzi  avvenire  che 
il  rapporto  di  due  funzioni  sia  oeterminato , c torni  inde- 
termmato  quello  delle  loro  derivate  : come  avviene  in  certe 
funzioni  circolari.  -• 
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Non  così  nelle  funzioni  di  due  o più  yariabili , per  le 
quali  nei  casi  d'indeterminazione  si  hanno,  in  generale,  valori 
cirettivamenle  indeterminati.  A prima  vista  sembra  che  non 
dovesse  essere  così,  per  la  natura  stessa  delle  funzioni,  es- 
sendosi dato  questo  nome  ( n.°  3 ) alle  quantità  i cui  valori  per 
essere  determinati  è necessario  e sufficiente  che  sicno  tali  i 
valori  delle  variabili  ; ma  vuoisi  osservare  che  impropria- 
mente ( quantunque  ne  sia  invalso  il  costume  ) lo  zero  si  ri- 
guarda come  un  valore , poiché  nel  fatto  c la  mancanza 
d’ogni  valore. 

Quindi , nqn  ostante  la  speciosa  r^ionc  da  potersi  ad- 
durre in  contrario , cioè:  che  in  una  aata  snpcrQcie  le  due 
ascisse  di  un  punto  determinano  sempre  l’ordmata  di  esso, 
non  dovrà  parere  strano  che  una  funzione  per  esempio  di 
due  variabili  indipendenti,  rimanga  generalmente  indetermi- 
nata quando  per  valori  particolari  delle  variabili  prende  la 

forma  ^ , potendo  bene  la  detta  ordinata  essere  indetermi- 
nata con  risultare  inilnita;  ed  infatti,  nella  superficie  indicata 
dall’  equazione  xz  = y , le  considerazioni  geometriche  mostra- 
no essere  infinita  l’ ordinata  z corrispondente  alle  aseisse 
ar  = 0 , y = 0.  D’ altra  parte,  il  pretendere  che  una  funzione 

di  due  variabili,  la  quale  toglie  la  forma  5 > “ » c®.  per  va- 
lori partieolari  di  questo,  debb’  avere  generalmente  in  tal  caso 
un  valor  determinato,  non  ò meno  strano  ( se  non  assurdo  ì 
che  non  sarebbe  il  pretendere  che  abbia  un  simil  valore  il 

semplice  c nudo  simbolo  ^ , considerato  indipendentemente 
dalla  funzione  fratta  onde  procede.  A tal  simbolo  infatti  si  riduce 
la  funzione  semplicissima  - delle  variabili  indipendenti  x 
e y nel  caso  di  ar  = 0 , y = 0 ; poiché  torna  del  tutto  in- 
differente che  zero  diviso  per  zero  venga  indicato  da  ^ o 


da  - 


quando  fra  a:  e y non  esiste  veruna  dipendenza  che 

if  , , , 

somministri  un  altro  dato  per  la  soluzione  del  problema  : 
dipendenza  , al  contrario , che  nel  caso  di  una  sola  varia- 
bile sussiste  necessariamente  fra  i termini  della  frazione  che 
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diviene  zero  diviso  per  zero  , appunto  perchè  son  funzioni  di 
una  stessa  variabile.  Perciò , in  vece  di  considerare  le  fun- 
zioni di  due  o più  variabili  indipendenti,  diremo  brevemente 
del  caso  in  cui  la  funzione  per  la  quale  si  verifica  la  in- 
determinazione, sia  nuovamente  funzione  di  una  sola  variabi- 
le , ma  implicita. 

*153.  Sia  l’equazione 

f{x,y)  = Q,  (1) 

e supponiamo  che  per  x — a resti  soddisfatta  indipendente- 
mente da  w ; cosicché  non  se  ne  può  desumere  il  valore 
di  questa  funzione  , che  diremo  b , e che  sembra  restare  in- 
determinato. 

Avendo  supposto  che  f{x,y)  è nulla  per  x=a,  indipen- 
dentemente da  y , è chiaro  che  ancora 

f{a,y  + ^y)—f{a>y) 

sarà  nulla  per  valori  qualunque  di  y e Ay  ; ma  essa  divisa 
per  Ay  ha  per  limile  la  derivala  di  f{x,y)  rispetto  ad  y, 
postovi  a per  x ; dunque  indicando  con  Lagrange  tal  deri- 
vala con  J^{x  ,y),  sarà /,  ( o , y ) = 0 per  qualunque  valore 
di  y;  ma  mdicauao  parimente  cony'(ar,y)  la  derivata  di 
f(x,y)  rispetto  ad  x,  quella  delf  equazione  (1)  è («.  99) 

,rj)  + y'f,{x  yy)  = Q , 

dunque  per  x=a  questa  si  ridurrà  alla  equazione /'(c,y)=0, 
e il  valore  di  y cavato  da  questa  ci  darà  b : o che  torna  lo 
stesso,  il  valore  b sarà  determinato  dall’equazione 

f{a,b)  = 0. 

Per  la  stessa  ragione  si  determinerebbe  il  valore  b me- 
diante l’equazione 

Jualora  l’ equazione  f {o  ,y)=  0 fosse  verificata  indipen- 
entemeute  da  y,  e così  di  seguito. 

Sia  per  esempio  l’equazione 

2x  sen  y-f-3ycosar  = a?-f3y-f-/(l-t-a:y)j 
dalla  quale  non  risulta  determinato  y quando  a?  = 0 , perchè  , , 
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l’equazione  in  tal  caso  riducesi  alla  identità  ^ = 9y.  Avremo 
/'(®>y)  = 2seny  — Sysena;  — 1— : 

espressione  che  per  ar  = 0 diviene  2 sen  y — 1 , ed  egua- 
gliata COSI  a zero  dà  8eny  = i,  e quindi  y==g* 


CAPITOLO  XV. 

Dei  massimi  e dei  minimi  delle  funzioni  di  una  variabile. 


1S4.  Una  funzione  di  una  variabile  si  dice  in  istato  di 
massimo  per  un  valor  particolare  della  variabile , quando 
ha  un  valore  finito  e più  grande  se  non  di  tutti  gli  altri , 
almeno  di  tutti  quelli  che  gli  sono  immediatamente  vicini; 
talché  chiamando  f{x)  la  funzione  ed  a il  valor  particolare 
di  X , dovrà  essere  f \a)  maggiore  di  tutti  i valori  di  f{x) 
compresi  tra  /(a)  ed/(n  — à),  e tra  /(a)  ed  /‘(o  + Zt), 
dinotando  h una  quantità  arbitrariamente  piccola.  In  simil 
modo  , una  funzione  si  dirà  in  istato  di  mimmo,  quando  avrà 
un  valore  finito  e più  piccolo  almeno  di  tutti  quelli  che  gli 
sono  immediatamente  vicini. 

Da  ciò  segue  che  nella  curva  espressa  dall’equazione 
y=^f{x),  r ordinata /(a)  nel  caso  del  massimo  sarà  mag- 
giore se  non  di  tutte  le  altre  (come  la  AB  delle Jig.  3 e 2S), 
almeno  di  tutte  quello  che  la  precedono  e la  seguono  fino 
ad  una  certa  distanza,  come  la  CD  della  curva  LMN  {fijg.  8) 
riferita  ad  Ox  come  asse  delle  x ; c nel  caso  del  minimo 
sarà  minore,  se  non  di  tutte  le  altre  ( come  la  AB  delle^.  1 
e 24  ) j almeno  di  quelle  che  la  precedono  e la  seguono  ad 
una  qualche  distanza  , come  la  ed  della  8. 

135.  Segue  ancora  dalla  stabilita  definizione , e altronde 
apparisce  diiaro  dalla  semplice  ispezione  delle  citate  figure, 
cnc  nel  caso  del  massimo  la  funzione  passa  da  uno  stato 
crescente  ad  uno  stato  decrescente  ; ed  al  contrario,  nel  caso 
del  minimo  passa  da  uno  stato  decrescente  ad  uno  stato  cre- 
scente. Or  questa  circostanza,  mentre  ci  dimostra  potervi 
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essere  funzioni  incnpaci  di  mossimi  c di  minimi , del  pari 
die  possono  esservi  curve  senza  ailcrnalivo  di  ordinate  cre- 
scenti c decrescenti  (e  l’iperbola  riferita  agli  asintoti  n’è  tra 
i mille  un  esempio),  ci  mette  ancora  in  istato  di  trovar  il 
valore  clic  si  dee  attribuire  alla  variabile,  perché  la  funzione 
divenga  un  massimo  o puro  un  minimo  : nel  che  principal- 
mente consiste  la  soluzione  del  problema.  Difatli,  in  una  fun- 
zione che  non  lascia  (com’è  soltmteso)  di  esser  reale  e continua 
quando  diviene  massima  o minima,  la  detta  circostanza  esige, 
pel  principio  dimostrato  nel  n.“  82  , che  la  prima  derivata 
della  funzione  di  positiva  divenga  negativa,  o di  negativa  di- 
venga positiva  ; ma  ciò  non  può  avvenire  altrimenti  che  col 
passaggio  di  tal  derivata  per  lo  zero  o per  l’ infinito  : dun- 
que necessariamente  il  valore  a di  t,  capace  di  rendere 
massima  o minima  la  funzione  J{x)  che  si  conserva  continua 
nelle  vicinanze  di  a , seurà  radice  reale  di  una  dell’ equazioni 

/(a:)  = 0,/(a:)  = co  ossia  = 0 ; 


e necessariamente  i segni  di  — h)  e J'{a-\-h)  saranno 
rispettivamente  + e — ■ pel  massimo , — e -)-  pel  minimo. 

156.  Esaminiamo  frattanto  in  particolare  i massimi  e i mi- 
nimi che  può  dare  l’ eijuazione  (ar)  = 0 , e ohe  si  dicono 
massimi  o minimi  ordinari,  a diOerenza  degli  altri  che  si 
dicono  straordinari  o singolari , ed  hanno  poca  importanza 
nelle  applicazioni  ai  problemi  fìsici. 

Abbiamo  già  detto  che  pel  massimo  la  derivata  f (x)  dee 
passare  dallo  stato  positivo  al  negativo  : dunque  tal  funzione 
debb’ essere  decrescente;  ma  per  esser  tale  è necessario  che 
la  sua  propria  derivata  f"  (x)  sia  negativa , dunoue  /"  (a) 
sarà  negativa  quando  si  ammette  che  abbia  un  valore. 

In  egual  modo , sapendo  che  pel  minimo  la  funzione  ^ (or) 
dee  passare  dallo  stalo  negativo  al  positivo,  o vero  ohe  debb’es- 
sere  crescente , se  ne  desume  che  (a)  sarà  positiva.  Con- 
cludiamo dunque  che  /(a)  è certamente  un  massimo  quando 
~ ed  è certamente  un  minimo  quando 
: teorema  che,  senza  più,  ^levasi 
che  la  prima  c la  seconda  derivata 
dell’  ordinala  di  una  curva , hanno  colla  tangente  e colla 
concavità  o convessità  di  questa  curva  ( n.*  32  c 86  ), 
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li»7.  Applicando  alle  funzioni  /'  {x)  (x) (r) , • • . 

il  teorema  di  cui  è parola,  renderemo  il  teorema  sltsso  piò 
generale.  Infatti , supponendo  che  sia  /"(o)=0  c che  f"{a) 
abbia  valore,  la  funzione /'(or)  in  virtù  del  teorema  sarà  in 
istato  di  massimo  o di  minimo  per  x=a:  dunque /'(o — h) 
ef(a-\-h)  saranno  amendue  minori,  o amendue  maggiori 
di  f (a)  ; ma  /’  (o)  = 0 , dunque  /'{o  — A)  e/'(a  + A) 
saranno  tutte  due  ncgcitive  o tutte  due  positive;  e quindi 
f{a)  non  sarà  nè  un  massimo  nè  un  minimo. 

Supponiamo  adesso  che  sia  pure  y*"'(a)=0,  e che 
abbia  valore  : in  virtù  del  teorema  dimostrato , {a)  sarà 

un  massimo  o un  minimo  secondo  che /•’(«)  sarà  negativa 
o positiva  , e f'  (a)  non  sarà  nè  1’  uno  nè  1’  altro.  Inoltre  , 
per  essere  /"  (a)  = 0 , e quindi  J"  {a  ~-h)  c f"  [a  + h ) 
amendue  negative  o amendue  positive,  ì&f{x)  da  x—a-—h 
ad  x=.a-\-h  sarà  decrescente  nel  primo  caso,  e crescente 
nel  secondo  ; ma  la  stessa  f {x)  è nulla  pel  valore  interme- 
dio a , dunque  cangerà  segno  passando  dal  -f-  al  — nel  pri- 
mo caso  , e dal  — al  -f-  nel  secondo  ; dunque  f{a)  sarà  un 
massimo  in  un  caso  , e un  minimo  nell’  altro. 

La  continuazione  di  questo  esame  non  offre  più  difficoltà 
dopo  ciò  che  precede  ; onde  per  final  conclusione  relativa 
ai  massimi  e ai  minimi  ordinari  di  una  funzione  di  una  va- 
riabile , possiamo  fermare  la  regola  : che  bisogna  eguagliare 
n itero  la  derivata  di  prim  ordine  della  funzione,  e sostitui- 
re ciascuna  radice  reale  di  questa  equazione  nelle  deri- 
vale successive  della  stessa  funziono , sostando  alla  prima 
che  tion  si  annulla:  se  questa  è finita  e di  ordine  pari,  la 
ftmzione  diverrà  massima  o minima  colla  radice  sostitiàta, 
secondo  che  tal  derivata  sarà  negativa  o positiva  ; se  poi 
questa  (Privata  è Jmita  e di  ordine  dispari , la  funzione 
non  diverrà  nè  massima  nè  minima. 

158.  Questa  regola  è ad  evidenza  insnfficienle  quando 
tutte  le  derivale  successive  delia  funzione  divengon  nul- 
le con  la  sostituzione  da  farsi  per  la  variabile;  e si  vede 
ancora  con  faciità,  che  la  medesima  può  essere  in  di- 
fetto non  solo  quando  si  tratta  dei  massimi  o minimi  sin- 
golari , ma  eziandio  quando  nei  massimi  o minimi  ordina- 
ri la  prima  delle  derivate  successive  che  non  si  annul- 
la risulta  infinita  ; ma  in  tutti  questi  casi  niente  inpedisco 
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di  far  capo  dalla  regola  enunciata  sul  Gnir  del  n.°  133  ^ a 
Gnc  di  conoscere  se  v’  abbia  o no  massimo  o minimo,  c ncl- 
r affermativa  distinguere  uno  dall’ altro. 

Così  per  la  funziono 

y = b + c{x  — a)”'  , 

dove  supponiamo  che  m dinoti  una  frazione  positiva , con- 
vien  porre  /'  (x)  = oo  anzi  che  /'  (x)  = 0 , a fine  di  avere 
per  X un  valor  finito  che  si  trova  essere  a ; ma  essendo  al- 
lora infinite  tutto  le  derivate  successive,  bisogna  vedere  quali 
segni  prendano  f (o  — h)  e f {a hy 

Or  quando  la  frazione  in  è di  termini  impari,  come  per 


esempio 


si  ha 


f {a  + h)  = \c{h)—-'  = 


*(  — A)*  31^ 


31/À* 


onde  si  conchiude  che  la  funzione  y = b c{x  — «)” 
non  ammette  nè  massimo  nè  minimo. 

Ed  infatti  per  essere 


vi. 


/"(o  + A)=-|c(4)-t=_ 


9l/p 

2e 


91^ 

si  scorge  che  .la  curva  nelle  cui  ordinate  si  hanno  tutti  i va- 
lori della  funzione , di  convessa  divien  concava  o al  contra- 
rio (secondo  che  c è positivo  o negativo),  quando  si  passa 
da  un  fiilnco  all'altro  dell'ordinata  b corrispondente  all’a- 
scissa a:  come  si  vede  nelle  22  e 23 , dove  l’ Ordina- 
ta b rappresentata  da  AB  non  è nè  massima  nè  minima. 

Al  contrario  quando  la  frazione  m è di  numerator  pari, 
come  per  esempio  ^ , si  ha 

= = 


»<*)■  «1/1 
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c quindi , n seconda  che  il  coefficiente  e è negativo  o posi- 
iivo , la  funzione 


y = b + c{x  — a)”' 

prenderà  un  valor  massimo  o minimo  , che  sarà  b , quan- 
do x=a.  In  conferma,  ponendo  mente  che  f'{a)=oo,  e che 


2c  2c 

9 (—A)*  9 l/ài  ’ 


f'(a  + h)=^\c{h)- 


2c  2c 

9(A)‘  9l/ÀÌ 


si  ronde  manifesto  die  la  curva  espressa  dall’ equazione  pre- 
cedente , nel  punto  corrispondente  all’  ascissa  a dee  avere 
per  tangente  l’ ordinata  b , e che  innanzi  e dopo  questo  pun- 
ito è convessa  o pur  concava  secondo  che  c è negativo  o po- 
sitivo* (n.“  86) , avendo  così  nelle  vicinanze  di  esso  la  forma 

delle  curve  LBN  segnate  nelle  fy.  24  e 2S. 

1 

159.  Sia  ancora  f {x)= a ^ , e inoltre  1,  come  nel 
n.”  148.  Non  si  potrà  supporre  se  non  /' (a;)  = 0 per  avere 
un  valor  finito  di  x che  sarà  parimente  zero  ; se  non  che 
allora  essendo  egualmente  nulle  tutte  lo  derivate  successive, 
conviene  ancora  far  capo  dai  valori  dij^(  — A)  c f [h). 
Ora  essendo 


f{-A)  = a = e/(A)  = a \ 

la  simiglianza  dei  segni  dei  due  risultati  permette  alTennare, 

I 

che  la  primitiva  della  funzione  a ^ { quale  che  essa  sia  ) 
non  diventa  nè  massima  nè  minima  per  ar  = 0. 

160.  Innanzi  ai  vari  esempi  di  massimi  e minimi  recati 
qui  appresso,  crediamo  utile  di  osservare,  1."  che  nella  ri- 
cerca (lei  valori  di  x capaci  di  rendere  massima  o pur  mi- 
nima una  funzione  della  forma  ■+■  AJ (a:)  -|-  B,  e nella  ri- 
cerca dei  segni  con  che  distinguere  un  caso  dall’  altro , si 
può  fare  astrazione  da  j?,  e surrogare  ±1  a consi- 

derando in  vece  la  funzione  ±f{x),  perchè  l’una  e l’altra 
si  accordano  in  dare  l’equazione  jr'(x)==0;  2.®  che  quando 
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la  prima  derivata  della  funzione  che  vuoisi  rendere  massima 
o minima  è il  prodotto  di  più  altre  funzioni , se  per  le  par- 
ticolari condizioni  del  problema  avviene  che  una  sola  di  esse 
uguagliata  a zero  dia  per  t valori  capaci  di  soddisfarle  , 
nella  disamina  che  dee  poi  farsi  dei  segni  che  prende  la  se- 
conda derivata  colla  sostituzione  di  tali  valori , basterà  ge- 
neralmente scrivere  quella  sola  parte  della  sua  espressione 
in  cui  entra  come  fattore  la  derivata  di  tal  funzione,  es- 
sendo certo  che  le  altre  parti  sarebbero  nulle  pei  medesimi 
valori , in  virtù  della  regola  che  dà  la  derivata  di  un  pro- 
dotto ^ n.“  66 , 3,“  ) ; 3.“  che  se  un  valore  di  x rende  massima 
o minima  una*  funziono  essenzialmente  positiva , renderà  pur 
tale  ógni  sua  potenza  , e la  determinazione  aritmetica  di 
ogni  sua  radice. 

Esempi  di  massimi  e minimi. 

1."  Trovare  un  massimo  effettivo  del  prodotto 

y = x'^{a^xf. 

La  prima  derivata  di  y , cioè 

y'  = x”*~‘*  {a  — ar)"T*  [ma  — {^m  + n)x\  , 
eguagliata  a zero  dà  x = Q , x^a  , x=  - ; ma  sola- 

° ° m-H» 

mente  pel  terzo  di  questi  valori,  il  prodotto  y prende  un  va- 
lore effettivo  ed  espresso  da 

■ . _ • (A) 

Se  dunque  vuoisi  die  tale  sia  pure  il  massimo  o il  minimo 
di  esso  prodotto  , basterà  scrivere 

y"=:—  (ffi  -f  (o  — -f  ec.  ; 

onde  siccome  questa  espressione  è negativa  pel  detto  valore 
di  X ( stante  che  m , n , ed  o si  suppongono  positivi  ) , pos- 
siamo affermare  che  il  notato  valore  {A)  sia  un  massimo. 

Il  notissimo  teorema,  che  il  quadralo  della  metà  dì  un  nu- 
mero o di  una  retta  , sia  il  maggior  prodotto  o rettangolo 
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delle  due  parti  in  che  l’ uno  o 1*  altra  si  possono  dividere , 
non  è che  un  caso  particolarissimo  del  riferito  esempio. 

2.”  Trovare  una  frazione  che  ecceda  più  che  e possi- 
bile una  data  sua  potenza. 

Giiamando  x la  frazione,  ed  n il  grado  della  potenza,  si  ha 


y —X  — ar",  y'  = l — na:"” ' > y"  = — n{n  — 1 ) . 
Perciò  l’equazione  y' = 1 — nx^*~'  =0  dà  ar  = -^— , e 

con  questa  determinazione  aritmetica  di  x la  seconda  deri- 
vata risultando  negativa,  il  massimo  eccesso  della  trovala  fra- 

zione  sulla  sua  potenza  toma  eguale  ad 

ì/tV' 

3. °  Trovare  il  numero  che  eccede  meno  d’ogni  altro  il 
suo  logaritmo  preso  in  un  qualunque  dato  sistema. 

Detto  X questo  numero,  si  ha 

y = legar  ,^  = 1— = 

di  che  risulta  che  il  numero  dimandato  sia  log  e,  cioè  a dire 
il  modulo  del  sistema  proposto. 

4. ®  Trovare  il  numero  la  cui  radice,  di  grado  eguale  al 
medesimo,  sia  un  massimo. 

Detto  X il  numero  dimandato  , si  ha 


y 


, d.l\/x  ~ X \ — lx 


onde  l’equazione,y'  = 0 non  può  soddisfarsi  con  un  valore 
finito  di  X se  non  ponendo  1 — Zar  = 0 , da  cui  /x  = 1 , 

ed  x = c = 2,718...  È poi  y"  = -^X  — --j-ec.  c quin- 
di col  trovato  valore  di  x si  scorge  che  questa  derivata  di- 
vien  negativa;  dunque  la  base  neperiana  è il  numero  richiesto. 

5. 'Dati  due  punti  A,B  [Jig.  26  da  una  stessa  parte  e 
in  un  medesimo  piano  con  una  retta  indefinita  LN , trovar  la 
minima  linea  che  meni  daH’uno  all’altro  incontrando  la  retta. 
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Dette  a 0 ^ le  perpendicolari  AH  , BR  , c F intervallo  IIK, 
ed  or  la  ignota  HM,  si  ha  per  la  richiesta  linea  AMB 

y = l/a'  + x‘  + l/ò'-\-(c  — x)', 


y = 


C — X 


l/a' 


y6'-\-{c—x)'  ’ 


quindi  l’ equazione  y'  = 0 dandoci 

X C X 

■ ■ = — — . , ossia 

ya'~hx'  l/b'-^{^c  — a:)* 


HM_RM  ' 
ÌÌI“~  RB  ’ 


divicn  palese  la  siniiglianza  dei  triangoli  AHM  , BKM,  e quin- 
di r eguaglianza  degli  angoli  AMI!  , BMR , la  quale  senza 
più  dù  ragione  della  costruzione  indicala  nella  figura. 

Qui  non  è punto  necessaria  l’ espressione  di  y" , essendo 
manifesto  che  andando  da  L verso  N la  linea  spezzala  ALB 
diminuisce  in  prima  per  indi  crescere , e che  per  ciò  debba 
esservi  tra  mezzo  un  minimo,  (a) 

Se  in  vece  della  somma  delle  rette  AM  ed  MB  , dovesse 
ossei  «n  minimo  quella  dei  loro  quadrati,  il  punto  M verreb- 
p®  i»,  o quindi  giacerebbe  nel  mezzo  della  UR. 

6.“  Trovare  il  m^imu  3ì  (ulti  i triangoli  della  stessa 
base  e dello  stesso  perimetro. 

Chiamando  p il  perimetro , b la  base,  ed  x uno  dei  lati 
incogniti,  T altro  lato  sarA  p — b — x,  e dovrà  essere  un 
massimo  la  funzione 


che  esprime,  siccome  è nolo,  l’arca  del  triangolo;  e tale  anco- 
ra , in  virtù  delle  osservazioni  fatte  di  sopra  , dovrà  essere 


(a)  La  linea  AMB  così  determinata  è la  via  che  segue  un  raggio 
di  luce,  che  partendo  dal  punto  A incontra  in  M un  piano  levigalo  ed 
opaco,  stante  T osservazione  che  esso  forma  sempre  l’angolo  ^incidenza 
AMII  eguale  all’angolo  di  rimessione  BMR. 
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Ora  essendo 

y'==(|  — a:)  — (/5  + a?— = — 2, 

e l'equazione  y'  = 0 dandoci 

• § — ar  = 4 + a:  — ^ , c quindi  p-^b  — x = x , 

è pal^  che  i due  lati  incogniti  debbono  ' essere  eguali.  Si 
vede  inoltre  che  ciascuno  di  essi  è metà  di  />  — b \ e dal- 
r essere  isoscele  il  triangolo  cercato,  si  desume  ancora  facil- 
mente che  di  tutti  i poligoni  isoperimetri  il  massimo  debb’  es- 
sere equilatero. 

T.  Per  un  punto  dato  B fra  i lati  di  un  dato  angolo 
LON  {Jì^.  27  ) , condurre  una  retta  che  ne  ascinda  il  mi- 
nimo triangolo. 

Condotta  la  BA  parallela  ad  ON,  si  denotino  con  a,b,x, 
le  rette  OA , AB , AU  , e con  y l’ angolo  LON.  La  propor- 
zione 

AU  : AB  ::  OU  : OV  ci  darà  = ^ , 

X 

onde  per  una  formola  conosciuta 

Ss  jS  X 

r espressione  dell’  area  UOV , e dovrà  essere  un  minimo  la 
funzione 

Ora  ponendo 

: — r— (a:  — a)  = 0 , 

X'  X»  ' ' ’ 

è facile  vedere  che  il  solo  valore  x = a,  dato  dal  fatto- 
re X — a,  dia  un  triangolo  effettivo , e per  questo  valore 
jroyasi 

" " — * * -4-  ec  ^ 

dunque  si  avrà  il  triangolo  minimo  prendendo  AU  eguale 
ad  AO , c tirando  la  UBV. 


I 2 x(x-i-a)  — (x-f-a)* 
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8."  Iscrivere  ad  un  trian^lo  il  tnassiino  rettangolo. 

I^tte  a ed  X le  altezze  del  triangolo  e del  rettangolo  , 
e A la  base  del  triangolo , quella  del  rettangolo  meuiantc 

una  semplice  proporzione  trovasi  essere  ^ {a  — x).  È dun- 
que — a:)  la  funzione  che  esprime  l’arca  del  rettan- 

golo iscritto,  e quindi  pel  1."  esempio  diverrà  un  massimo 
per  x = i a. 

tì.®  In  un  ^apczio  i cui  lati  non  paralleli  son  tra  essi 
eguali  d indicati  da  o , ed  una  delle  basi  è 2ò , cercasi  qual 
debba  essere  l’ altra  base  2x , acciò  l’ area  risulti  massima. 

{supponendo  che  il  trapezio  sia  ABVU  (^.28),  e che  AB 
ed  UV  sieno  bisecate  in  C ed  0 , è facile  vedere  che 

— (x  — ó)‘ , o che  torna  lo  stesso,  a*  — (A  — x)' 

esprune  la  sua  altezza  BT , tanto  se  piaccia  supporre  AB 
minore  di  UV,  come  nella  figura,  quando  nell’ipotesi  con- 
traria ; cpperò  dovrà  essere  uu  massimo  la  funzione 

y = (x-j-ò)l/a'  — (x  — ó)\ 

Or  ponendo 

y'  = l^a‘-(:v-ór^(x  + 6)p^^J_^^^  = 0,  j 

se  ne  desume 

a*  — (x  — ó)‘=x'—6%  ed  [a«— (ar— A)*  ] + à*  = arV 

risultamenti  i quali  ci  mostrano  1.®  che  UV  debb’ essere  mag- 
giore di  AB,  del  pari  che  BV  è maggiore  di  BT,  2.®  che  OB 
dee  pareggiare  le  OU  ed  OV  , tornando  con  ciò  inscrittibile 
ad  un  cerchio  il  richiesto  trapezio.  Finalmente  la  risoluzione  ' 
effettiva  dell’equazione  ci  dà  per  valore  di  UV 

e il  medesimo  riduccndosi  a 4ò  quando  a = 2b , ci  dimo- 
stra che  dura  tuttavia  la  forma  di  trapezio  quando  i tre  dati 
lati  sono  eguali  fra  loro. 

Non  occorre  poi  cercare  y"  , stante  che  il  trapezio,  a co- 
minciare da  che  gli  an^li  ÀBV  c BAU  sona  ottusissimi  va 
chiaramente  crescendo  al  diminuire  di  essi , e con  più  chia- 

18 


X 
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rezza  ancora  va  decr^oendo,  se  non  altro,  dopo, che  gli  stessi 
angoli  contiauando  a diminuire  son  divenuti  retti.  (a)i 
161.  I massimi  e minimi  lìn  qui  considerali  si  riferi- 
scono a funzioni  esplicite  di  x , come  son  quelli  che  più 
volentieri  s’ incontrano.  Supponiamo  ora  che  y sia  data  im- 
plicitamente in  X mediante  l’ equazione  generale 

f[x,y)  = Q,  . . W’ 

e che  se  ne  cerchi  il  massimo  o minimo  ordinario  senza 
prima  risolvere  l’equazione  per  rapporto  ad  y.  Non  cessando  . 
per  ciò  (n.  1S5)  di  dover  essere  y*  = 0 , la  derivata  dell’e- 
quazione (1)  espressa  generalmente  (n.  99)  da 

£ + = S = <2) 


onde  la  risoluzione  dell’ equazioni  ^1)  e (2)  darà  insieme  il 
valore  di  x capace  di  rendere  massima  o minima  la  funzione, 
•e  il  valore  elfetlivo  di  questo  massimo  o di  questo  minimo. 
Se  non  che  per  rendersi  certo  dell’esistenza  dell’uno  o del- 
l’altro, e per  distinguere  dipoi  quale  dei  due  abbia  luogo, 
converrà  far  capo  dalla  prima  delle  derivate  successive  di  (1) 
che  non  si  annulli  per  la  sostituzione  dei  trovati  valori  di  x 
e y , e di  zero  in  luogo  di  y' , la  quale  nel  caso  del  se- 
condo ordine^  del  terzo  , ec.  si  riduce  rispettivamente  a 


si 


= 0 4- 3 v" -1- — jy"' = 0 

dx*  ' dy^  ’ rfar*  dxdy  ^ dy'^  ’ 

Cosi  per  l’equazione 

/(ar,,  y ) = y*  — 3aa?y  4- X*  = 0 , 
df 

ha  — 3ay  + 3x*  ==  0 , o vero  x'  = ay , 


ec. 


(1) 

(2) 


o^  + ^V"  = e^  + {3y'-3ax)r==0,  (3) 

onde  subito  si  appalesa  in  x = 0 e y = 0 un  primo  siste- 


(a)  La  figura  qui  ottenuta  pel  trapezio  di  massima  superficie  accor- 
dasi bene  con  quella  che  ci  serve  di  sostegno,  allorché  essendo  ritti  in 
piedi , ed  avendo  data  ai  calcagni  una  posizione  regolare,  senliaoio  di 
trovarci  più  slabilmente  piantati. 
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ma  di  valori  di  x e y capaci  di  soddisfare  aH'cquazioni  (1) 
e (2)  ; ma  siccome  per  essi  la  seconda  derivala  è idenlica- 
mente  nulla , convien  ricorrere  alla  terza  derivata 

la  quale  con  x=0  , y=Q  dandoci  un  valor  positivo  per  y" 
ci  mostra  che  la  funzione  implicita  y diviene  un  mimmo,  e 
propriamente  zero,  quando  x = 0. 

Dippiù , r equazioni  (1)  e (2)  sono  anche  soddisfatte  da 

3 

un  altro  solo  sistema  di  valori  reali  che  sono  x = ol/2, 

3 _ 

y = o 1^4  ; e con  questi  l’ equazione  (3)  dà  per  y"  un  valor 
negativo^  Dunque  la  funzione  implicita  y ammette  ancora  un 

3 3 _ 

massimo,  di  valore  quando  x=cl/2. 

La  funzione  qui  considerata  fe  triforme  essendo 

di  terzo  grado  per  rapporto  ad  y la  proposta  equazione.  É 
dunque  notevole  che  senza  sceverare  e conoscere  individual- 
mente le  tre  funzioni  uniformi  cui  equivale,  si  è potuto  de- 
terminare nn  minimo  per  una  di  esse , ed  un  massimo  per 
un’  altra.  É da  credere  che  la  terza  non  ammetta  nè  mas- 
simo nè  minimo. 

162.  Supponiamo  finalmente  che  avendosi  tuttavia  1’  e- 
quazione 

/(x,y)  = 0,  (1) 

vogliasi  render  massima  o minima  la  funzione  ( x , y ). 

Potendosi  riguardare  questa  funzione  come  data  implici- 
tamente in  X a motivo  dell’  equazione  (1) , sarà  sempre 
(«.“  156)  , 

^ n 

dx~^  dy  dx~  ' 

ma  abbiamo  ancora  per  derivata  dell’equazione  (1) 

dx^  dy  dx 

dunque  eliminando  ^ tra  questa  equazione  e la  preceden- 
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te  avremo  l’ altra 


^ ^ 

dx  dy  dy  dx  ’ 


(2) 


che  unitamente  ad  (1)  determinano  i valori  che  aver  debbo^ 
no  X Q y , perchè  la  funzione  9 ( or , y ) sia  un  massimo  o 
minimo  ordinario. 

Resta  che  si  vegga  se  la  seconda  derivata  di  f ( ^ , y ) 
abbia  valore,  e di  qual  segno  : al  qual  fine  basta  sostituire 
nella  espressione  di  tal  derivala,  che  è 


dx*  dxdy'^  dy* 


'•  4-  — ?/" 

^ dy^  ’ 


i valori  di  y'  ed  y"  tratti  dalle  derivate  di  primo  e di  se- 
condo ordine  di  (1). 

163.  In  modo  analogo  a questo  si  tratterebbe  il  caso  jra- 
neralc , in  cui  essendo  date  n equazioni  tra  n -f- 1 variani- 
li , bisognasse  trovare  i massimi  o minimi  ordinari  di  una 
data  funzione  di  queste  variabili. 

Esempi — 1.*  Fra  tutti  i vasi  cilindrici  di  una  data  ca- 
pacità 1 , trovar  quello  della  minima  superficie. 

Detti  2T  e y il  raggio  della  base  e l’ altezza , abbiamo  da 
un  canto  , per  la  condizione  della  capacità  data,  l'equazione 

{F)  •z'a:*y=l , e da  un  altro  la  funzione  2ira:y-f-irar*  ($) 

da  rendersi  minima.  Il  perchè , prendendo  la  derivata  della 
prima , ed  eguagliando  a zero  quella  della  seconda , avre- 
mo r equazioni 

(/»')  ••  2y-|-a;y'  = 0 , y-f  :r-f  ay  =0  («&') 

che  sottratte  una  dalF  altra  ci  danno  x — y = 0,  e quindi 
x — y.  Così  l’altezza  risulta  eguale  al  r^gio  della  base,  e 
r una  e l’ altro  in  virtù  dell’  equazione  (P)  tornano  espressi 

(la  -L  = 0,68278.  . . 

Inoltre  , le  derivate  di  (P')  e ($')  sono 
{/>")  3y'  -t-  ary"  = 0,  ed  1 + 2^' + xy" 
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ed  è facile  vedere  che  ($"1  risulta  positiva  in  virtù  dell’e* 
quazione  a:i=y,  e delle  altre  {P')  e {P")-  (a) 

2.°  Condurre  fra  i lati  di  un  angolo  dato  LON  = y 
{Jig.  27)  la  minima  delle  rette  capaci  di  produrre  un  tri- 
angolo di  data  superficie. 

Detti  a:  e y i iati  OU , OV , ed  1 la  superficie  assegna- 
ta , dovrà  essere  un  minimo  la  funzione 

(4»)  — 2arycosY-fy*,  e inoltre  ary8enY==2 

Dunque  considerando  y come  funzione  di  x , avremo  nella 
derivata  di  (*I>)  eguagliata  a zero,  e in  quella  di  (P),  le  due 
equazioni 

($')  a:  — cosy.(y4-a?y')-f yy'  = 0,y-f a:y'=0  {P^ 

la  prima  delle  quali  in  virtù  della  seconda  si  riduce  imme- 
diatamente ad  a:  + — 0»  Da  quest’  ultima  e da  (P^  ri- 

sultando x = y , si  rende  palese  che  il  triangolo  debo  es- 
sere isoscele  : ciascuno  dei  lati  eguali  in  virtù  dell’  equazio^ 

ne  aryseny=>2  torna  espresso  da  , e la  minima 


retta  cercata  trovasi  espressa  da  2 ^ ~ ^ f^tàafy. 

Non  è poi  mestieri  che  si  cerchi  là  seconda  derivata  di  (<^) 
essendo  visibile  che  il  problema  è incapace  di  massimo. 

3.®  Se  la  minima  retta  UV,  in  vece  di  dover  produrre 
un  triangolo  di  superficie  data,  dovesse  passare  (come  nel 
7.”  esempio  del  n.*  160)  pel  dato  punto  B,  bisognerebbe  com- 
binare colla  funzione  (9)  l’ equazione  xy=  ay  -h  bX',  [Q) 
che  nasce  dalla  proporzione  OU  : OV  ::  AU  : AB , e dove  a 
e b esprimono  le  rette  OA  ed  AB.  Or  la  derivata  di  {Q)  es- 
sendo y -f-  xtf  = «y  + à , r eliminazione  di  y'  tra  questa 
equazione  e ($')  ci  darà  l’altra 

X*  — (a -f-àco3y)ar  = y*  — {b acmy)y  , (R) 


(a)  La  forma  qal  trovata  pel  vaso  cilindrico,  è quella  che  ha  la  coai 
detta  camera  cittnariea  dove  nei  cannoni  è riposta  la  polvere , a fine 
di  ottenere  da  questa  il  massimo  effetto  utile  in  parità  di  circostanze  ; 
e tale  ancora  dovrebb’  essere  la  forma  delle  misure  di  capacità , desti- 
nate alla  vendita  dei  liquidi  aderenti  alle  pareti , e che  hanno  un  prez- 
zo significante. 
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che’ insieme  «m  (0  determinano  x e y , sia  mediante  una 
costruzione  grafica,  sia  colla  risoluzione  numerica  dell'equa- 
zione di  3.”  grado,  che  nasce  dalla  eliminazione  di  una  (ielle 
ignote  X e y,  tra  l’ equazioni  {R)  e {Q).  Questa  equazione  , 
supponendo  eliminala  la  y trovasi  essere 

X*  — ( 3a  -f  A cos  7 ) a:*  -}-  3c  ( a -f-  ^ cos  r ) a:  — ce*  = 0 
dove  c esprime  per  brevità  la  retta  OB. 

CAPITOLO  XVI. 

Dei  massimi  e minimi  delle  funzioni  di  più  variabili. 

164.  Una  funzione  di  due  o più  variabili  indipendenti , 
X ,y  . si  dice  in  istato  di  massimo  per  valori  particolari 
di  queste  variabili,  quando,  a simiglianza  delle  fun- 
zioni di  una  sola  , risulta  di  valor  reale  finito  e maggiore  di 
tutti  quelli  che  gli  sono  immediatamente  vicini,  cioè  dei  valori 
che  prenderebbe  variando  in  più  o in  meno,  tufti  o parte  i va- 
lori di  (piantità  indipendenti  fra  loro,  e piccole  ad  ar- 

bitrio. In  simil  modo  la  funzione  si  dice  in  istato  di  minimo 
quando  ha  nel  medesimo  senso  un  valore  più  piccolo  di  tutti  i 
valori  immecliatamente  vicini.  Eppcrò,  a seconda  del  massimo 

0 del  minimo  della  funzione f(x,y,...),  dovrà  essere  f{a,b,...) 
maggiore  o minoro  di  f{a±,h,b±,k,...),  per  tutti  i valori  di 
h,lc,.,t  compresi  tra  zero  ed  altri  arbitrariamente  piccoli. 

16’j.  Limitandoci  a considerare  di  proposito  i massimi  e 

1 minimi  ordinari,  ossia  quelli  che  vengono  determinati 
(come  vedremo  ) dal  porre  eguali  a zero  le  derivate  parziali 
della  funzione,  esporremo  minutamente  il  modo  di  trovarli, 
che  di  sua  natura  è generale  , considerando  una  funzione 
di  due  sole  variabili.  In  questo  caso  la  quistione  equivale 
alla  ricerca  della  massima  o minima  ordinata  di  una  super- 
fioie  , ben  (wnvenendo  questo  nome  (in  virtù  della  stabilita 
definizione  ) ad  ogni  ordinata  che  sia  maggiore  o clic  sia 
minore , se  non  di  tutte  le  altre  , almeno  di  quelle  (die  le 
sono  immediatamente  dappresso  intorno-intorno. 

Sia  z=f{x,y). 

Supponendo  esistere  tra  a*  e y una  relazione  arbitraria,  la 
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z potrà  essere  tenuta  come  una  funzione  della  sola  variabi- 
le ar , ed  avremo  ( «.<  99  , 100  e 101  ) 

dx  ~ dx^  dyJ  ^ 


da*  dx*  dxdy  dy'  dy  ^ 


JS  {z)  rfs= 


dx^ 


dx^ 


d^z  d^z 


dx'dy  * 


'•  4-  — v'’ 

dz 


+®S;y'+3^!'y'+^j'"- 

dove  la  parentesi  che  circonda  z nei  primi  membri  , serve 
a indicare  che  nella  funzione  z=f{x  ,y)  la  y si  riguarda 
qual  funzione  di  x. 

Ciò  posto , la  condizione  comune  al  massimo  e al  mini- 
mo ordinario  di  z sappiamo  essere  (n.®  1S6) 


, dz  , - 

s+^y  =*• 


KP) 


e inoltre  sappiamo  dallo  stesso  n.®  che 

dx'^  dxdy  y ^ dy^y  ^ dyy 

dee  risultare  negativa  nel  caso  del  massimo,  c positiva  nel 
caso  del  minimo.  Se  dunque  , riguardando  y'  come  una  fun- 
zione arbitraria  di  x ( coerentemente  alla  relazione  arbitra- 
ria concepita  fra  a:  e y ) esprimiamo  a dovere  le  delle  con- 
dizioni , avremo  ancora  determinale  le  condizioni  del  mas- 
simo o del  minimo  della  funzione  z,  nella  ipotesi  che  le  va- 
riabili X e y sieno  tra  loro  indipendenti. 

È chiaro  in  primo  luogo  che  per  soddisfare  alV  equazio- 
ne {P)  indipendentemente  da  y',  bisogna  porre  separatamente 

" 

Quest’ equazioni  determinano,  generalmente  parlando,  i va- 
‘ lori  di  X e ^ , un  sistema  dei  quali  supporremo  indicali  da 
a e à , e ipsicme  riducono  l’ espressione  precedente  all’altra 

A + ^By'^Cy'»,  {Q) 
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dinotando  con  A , B ì valori  presi  da 


d*%  d*%  i*z 

5? 


per  x = a iy  = b.  Ora  si  verificherà  che  per  qualunque  va- 
lor reale  di  y*  l’espressione  {ff)  sia  negativa  come  lo  esige 
il  massimo  , e sia  positiva  come  vuole  il  minimo , quando 
ripugni  r eguagliarla  a zero , cioè  a dire  quando  egua- 
gliata a zero  torni  immaginario  il  valore  di  ma  ciò  av- 
viene quando  si  trova  ^ ' 

AC>  ET,  (1) 


dunque  ammessa  questa  condizione , f{a  ,b)  è certamente 
un  massimo  o pure  un  minimo , e più  non  resta  che  a 41* 
slinguere  l’uno  dall’altro. 

166.  A tal  fine  si  osservi  che  la  detta  condizione  esige 
necessariamente  che  i ^ni  àx  A & C sieno  amenduQ  posi- 
tivi o amendue  negativi,  e inoltre  si  osservi  che  l’espressione 
(i^  posta  sotto  la  Torma 

ha  positivo  ( come  dall’  algebra  ) il  fattore  contenuto  nella  pa- 
rentesi per  ogni  valor  reme  di  y'  : or  segue  da  queste  os- 
servazioni che  il  segno  del  prodotto  sarà  quello  che  è co- 
mune ad  e C,  e che  perdo,  ammessa  la  condizione  (1) , 
fia,b)  sarà  un  massimo  o pure  vn  nummo  secondo  che 
A e C sono  insieme  negaiivi  o insieme  positivi. 

167.  Con  egual  certezza  pub  affermarsi  elle  quando  si  trova 

AC<ET,  . (2> 

non  sia  f(a,b)  nè  un  massimo  nè  un  minimo  j perchè 
in  ‘tal  caso , detti  m ed  n i valori  reali  e ineguali  che  deb- 
bono aversi  per  y'  eguagliando  a zero  l’ espressione  {ff) , 
questa  espressione  può  ricevere  la  forma 

C'(y'  — m)(y'  — n), 

e quindi  è palese  che  può  cangiar  segno  mutando  valori 
reali  di  y' , poiché  torna  di  segno  simile  a C quando  y'  « 
minore  o m^giore  d di  m che  di  e risulUi  di  segno 
contrario  a C quando  y*  è intermedio  ad  m ed  n. 
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* 168.  Sia  finalmente 

^C=  B*.  (3) 

In  questo  caso , raro  ad  incontrarsi,  par  certo  che ’f{a,6) 
debba  essere  , come  nel  primo  , un  massimo  od  un  minimo, 
perchè  le  radici  della  mentovata  equazione  tornando  reali  ma 

eyuo/i' tra  loro  ed  a — 7; , l’espressione  {Q}  assume  la  forma 

c 


in  virtù  di  cui  sembra  di  segno  simile  a quelli  di  ^ e C , 
indipendentemente  da  y'  ; ma  ciò  non  è sempre  vero , poi- 
ché supponendo  y'  — — — , la  medesima  si  annulla  anzi  che 

durare  positiva  o negativa  come  A e C.  Dunque , perchè 
f^a,b)  sia  pure  in  tal  caso  un  massimo  od  un  minimo , 
bisogna  che  per  lo  stesso  valore  di  y' , e coi  valori  a e b 


: dHz) 
dx^ 


e risulti  poscia 


di  X 0 y torni  pur  nullo  il  valore  di 

di  segno  simile  a quelli  Òi  A c C per  qualunque  va- 
lor reale  di  y'. 

Ora  dinotando  ordinatamente  con  D , E , P , G i valori  di 


d^z 


d^z 


d^z 

dxdy* 


dx'dy 

e con  H , K , L , M , N quelli  di 

d^z  d^z  dÀz 
dx^  * dx^dy  ’ da^dt^ 

la  terza  derivata  si  riduce  a 


d^z 

dp  ’ 

dÀz 

dxdy^ 

,S5 


dÀz 

dP^  ’ 


e la  quarta  diviene 


dunque  per  essere  f{a,b)  un  massùno  0 'pure  un  rnitutno 
quando  AC=iB' , conviene  che  sia 

B\G  — 3B‘C.F  + 3Be*^E—CKDz=Q,  • (4^ 

19 
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ed  (wwtessa  (juesla  condizione , bisogna  inoltre  che 

4ZrC.  + 65*C* . Z — .K  + CA.IJ  (3) 


rnulH  di  segno  simile  a quelli  di  A c C;  avendo  poi  luogo 
il  massimo  quando  un  tal  segno  sarà  il  mono,  ea  il  mini- 
mo quando  sarà  il  più. 

* 169.  Quesla  maniera  di  conoscere  nel  caso  in  quistione 
se  v’  abbia  o no  massimo  o minimo  , e di  sccrnere  nell’  af- 
fermativa uno  dall’  altro  , vien  meno  per  la  funzione  sem- 
plicissima 

z=f{x, y)—Ax' -f- ^Bxy Cif  A-%Dx -f  %Eij  + F ; 


poiché  essendo  per  la  medesima 


5? 


= 2^, 


i'z 

dxdy 


2«.$  = 2C, 


tutte  le  derivate  parziali  di  ordine  superiore  saran  nulle.  Ma 
osservando  che  per  questa  funzione  i valori  a e ó di  a:  e ^ 
debbono  soddisfare  all’  equazioni 

* ^=2yfe-f2%-|-2i>=0  , ^=2Cy-f2^jr+2ZM)  , 

ed  avetido  riguardo  alla  ipotesi  AC=B*,  risulta 

J{a-{-h,b-\-k)-S{a,b)  = ^{Ah  + Bky, 


e quindi  per  tutti  i valori  di  4 c Z che  non  danno  Ah-\-Bk=Xi 
la  quantità  f{a,b)  e maggiore  o minore  di  tutte  le  altre 
indicate  da  f(a-\-h,b-^k),  secondo  che  il  segno  comune 
di  .iZ  e é il  meno  o il  più , cosicché  in  riguardo  a que- 
st’altre  può  dirsi  bene  che /(  a , 4 ) sia  un  massimo  o pure 
un  minimo.  Se  non  che  , siccome  pei  valori  di  4 e 4 ca- 
paci di  rendere  Ah-\-Bk  = 0 risulta  f{a,b)  eguale  anzi 
, che  maggiore  o minore  -di  f{a-^h,o^k),  cosi  , a dir 
vero,  questa  che  qui  si  presenta  é una  specie  particolare 
di  massimi  e minimi , non  contenuta  neUa  loro  definizione 
(».“  164). 

Frattanto,  non  potendo  essere 

/(a  + 4,44-A)=/(a,4) 

senza  essere  a e 6 indeterminate , come  sono  h e k non 
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ostante  l’ equazione  Ah  -f-  >8^  = 0 , si  dovrà  ammettere  che 
le  suddette  equazioni 

Ax  By  D=  Q , Cy  Bx  E=Q  , [R\  ' 

valevoli  in  generale  a determinare  x c y,  debbano  equiva-, 
ierc  ad  una  sola  nel  («so  presente  , a fine  di  lasciare  in- 
determinati i valori  di  X e y.  Or  questo  alia  condizione 
AC~B*  aggiunge  l’altra  AE=s  ÉD , e quindi  ancora 
BE—CD-.  per  cfTetto  di  che  la  proposigt  junzione  sarà  un 
massimo  o pure  un  minimo  di  specie  particolare  per  gli 
infinili  sistemi  di  valori  di  x c y , somministrati  da  una 
qualunque  delt  equazióni  (R) , quando  si  vergano  due 
qualunque  delle  tre  condizioni 

AC==  ET  , AE=  BD  , BEr=  CD, 

ciascima  delle  quali  è (Conseguenza  dell’ altre  due,  ed  al  so- 
lilo avrà  luogo  il  massimo  o pare  il  minimo,  secondo  che 
il  segno  comune  di  A e C sarà  il  meno  o pure  il  più.  In 
conférma , sostituendo  nella  funzione  i valori  di  C ed  E 
tratti  dalle  due  prime  condizioni  , il  risultato  si  potrà  scri- 
vere sotto  la  forma 


1 ÀF IF 

z^li^Ax  + By  + nr+^^E^, 


dalla  quale  è manifesto  che  quando  Ax By D =c:  0 , si 
troverà  in  islato  di  massimo  o di  minimo  (espressi  l’uno  e 


l’altro  da 


secondo  che  il  segno  di  sarà  il  me- 


no 0 il  più. 

* 170.  Questa  conclusione  c inoltre  confermata  dalla  geo- 
metria, perchè  considerando  Tequazione  pr(Kccdente  fra  x,y,z 
come  quella  di  una  superficie  curva  , questa  superficie  coi 
noti  metodi  si  trova  essere  cilindrica  c di  lati  paralleli  al 
piano  delle  xij.  Quindi  , supponendole  applicato  un  piano 
tangente  che  sia  parallelo  allo  stesso  piano  delle  xy , le  z 
del  lato  di  contatto  saranno  tutte  uguali  fra  esse  , ma  più 
grandi  o più  piccole  delle  z di  tutti  gli  altri  punti  vicini 
( tranne  quelli  posti  sul  lato  di  contatto),  secondo  che  la  su- 
perficie oppone  lungo  il  medesimo  Iato  la  concavità  o la  con- 
vessità al  piano  delle  xy. 

* 171.  Si  è finora  tacitamente  supposto  che  A , B , C non 
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sieno  nulle  ad  un  tempo  , laddove  però  si  desse  questo  caso, 
c P , E f F , G , tutte  o parte,  avessero  valore  , non  sarebbe 
f{a,b)  nè  un  massimo  nè  un  minimo,  perché  la  terza  de- 
rivata della  funzione  , scritta  nel  n.°  165,  non  risulterebbe 
nulla  per  qualunque  valore  di  y.  Ma  se  in  tal  caso  fossero 
anche  nulle  partitamente  D , E , F , G , l’ esistenza  del  mas- 
simo 0 del  minimo  tornerebbe  possibile  , e dipenderebbe  dai 
valori  A\  H , K , L y M , N.  Allo  stesso  modo , se  questi  valori 
fossero  tutti  nulli,  l’ esistenza  del  massimo  o del  minimo  esige- 
rebbe pria  di  tutto  che  fossero  anche  tali  quelli  delle  derivate 
parziali  di  quinto  ordine,  e poscia  dipenderebbe  la  quistionc 
dai  valori  delle  derivate  di  sesto  ordine  ; e così  di  seguito. 

Quanto  poi  a trovare  partitamente  le  relazioni  che  per 
la  esistenza  del  massimo  o del  minimo  debbono  aver  luogo 
tra  i valori  delle  derivate  parziali  di  ordine  superiore  al  se- 
condo nei  detti  casi , non  che  tra  quelli  delle  derivate  par- 
ziali di  secondo  ordine  o di  ordine  superiore  per  le  funzioni  di 

5iù  di  due  variabili,  questa  rieerca  si  riduce  sempre  a quella 
elle  condizioni  le  quali  esprimono  che  una  data  equazione  non 
abbia  radici  reali.  Essa  perciò  è tutta  di  competenza  dell’al- 
gebra propriamente  detta,  onde  noi  saremo  contenti  di  dirne 
qualche  altra  cosa,  esponendo'  sommariamente  la  ricerca  dei 
massimi  e minimi  ordinari  delle  funzioni  di  tre  variabili. 

* * 172.  Sia  al  solito 


u—f{x,y,z)  (1) 

r espressione  generale  di  queste  funzioni.  Considerando  y e 
z come  funzioni  arbitrarie  di  x , abbiamo 


d (u)  du 


dx 

«/*(«) 


dx 

éPu 


dx* 


du  du 

■f  2-^v'  + — v'*  + 
^ dxdyy  ^ dy*y  ^ 


onde  perchè  sia  in  primo  luogo  -^=0,  indipendentemen 
te  da  y*  e z' , convien  supporre 

(2) 


- = 0 ^ — 0 
dx  ' dy  " ’ dz~^‘ 
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Queste  tre  equazioni  rdeterminano  in  generale  i valori  di 
X ,y  ,z  idonei  al  massimo  o pure  al  minimo  della  fun- 
zione , allorché  questa  n è capace , e detti  ordinatamente 
À , B ,C  ,D,  E i valori  che  prendono  le  derivate  par- 
ziali di  secondo  ordine 


d*u  d*ti  d*u  d*u  d*u  d*u 
di*  ’ dxdy  ’ (/y*  ’ t/yrfs  ^ dz*  ’ dzdx  ’ 

colla  sostituzione  dei  valori  di  x ,y  ,z , quello  di  ri- 


sulta espresso  da 

A 4-  ZBy'  + Cy'*  -f  ^Lh/z'  -j-  Ez'^  + ^Fz‘. 

Or  perchè  questo  polinomio  sia  negativo  come  esige  il 
massimo  , e sia  positivo  come  vuole  il  minimo  , per  iulli  i 
valori  reali  di  y'  e z' , k necessario  e sulBciente  che  e^a- 
gliato  a zero  , aia  per  y' , a cagion  di  esempio  , valori  im- 
maginari indipendentemente  da  z' , vai  dire  è necessario 
che  r espressione 

^ _ ^{7  4- 2 ( — C/’ ) 2' -f  ( /)•  — ) 2'* 


sia  negativa  per  qualunque  valor  reale  di  z'  ; ma  questa 
espressione  non  è in  sostanza  che  un  trinomio  razionale  in- 
tero e di  secondo  grado  per  rapporto  a z'  ; dunque , a si- 
miglianza  di  ciò  che  fu  detto  per  un  altro  della  medesima 
natura  consideralo  nel  n.®  16o  , bisognerà  e basterà  che  sia 

(3)  {AC—B*){CE^ir)>{BD-CF)\  (4). 

Vedesi  poi  siccome  conseguenza  manifesta  di  queste  due  con- 
dizioni distinte , che  sarà  pure  CE'P’  Lt , cosicché  i segni 
di  A ,C , E saranno  simili  tra  loro  nel  caso  del  massimo 
egualmente  che  in  quello  del  minimo  ; onde  in  conclusione, 
ammesse  le  condizioni  (3)  e (4),  la  funzione  (1)  diverrà  un 
massimo  o pure  un  minimo  pei  valori  di  x ,y  ,z  sommi- 
nistrati dall’  equaziom  (2),  secondo  che  il  segno  comune  di 
A , C ,E  sarà  il  meno  o vero  il  più. 

* * * (u\ 

* 173.  In  generale  , siccome . l’ equazione  ® c*** 


so  precedente  dà  l’ altra' 
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e l’espressione  di  moltiplicala  per  r/a-*’ conserva  lo  stes- 
so segno  sotto  la  forma 

Adx*  + %Bilxdij  4-  Cdìf  + 2Ddìfdz  4-  Ed:^  + Vi.Fdzdx, 


e siccome  nulla  impedisce  di  estendere  le’  medesime  consi- 
derazioni ad  un  numero  qualunque  di  variabili  indipendenti, 
dovrà  parere  manifesto  che  per  rendere  massima  o minima 
la  funzione 


u — X ,y  1 z , ...  ) 


di  quante  variabili  indipendenti  si  voglia , bisogna  porre 


riguardando  i fattori  dx  ,dy  , dz , . . . come  quantità  reali 
fra  loro  indipendenti  c di  piccolezza  arbitraria:  il  che  som- 
ministra  tante  equazioni 


(1) 


quante  sono  le  variabili  x,y,z,...,  e così  determina  i valori 
di  queste  variabili.  Indi,  per  conoscere  se  la  funzione  diven- 

3a  o no  un  massimo  o pure  un  minimo  colla  sostituzione 
ei  trovali  valori  , e per  distinguere  nell’  affermativa  1’  uno 
dall’  akro  , bisogna  cercare  le  condizioni  atte  ad  assicurare 
che  un  polinomio  delia  forma 


Adx*-\-2Bdxdy-{-2Cdxdz-{-. . . F dif -\-2Gdydz-\- . . .Ld^-\-. . . , 

e che  equivale  ( w.*  96  ) a (Fu , si  mantenga  coslanlemente 
negativo  o costantemente  positivo  noi  cangiamenti  arbitrari 
delle  quantità  piccolissime  dx  , dy  , dz , . . . in  Talori  ed  in 
segni:  dinotando  A , B , C,...F , Ó,...L  ,...  i valori  che  pren- 
dono le  derivate  parziali 

(1*11  d*u  d*u  d*ii  d*it-  d*u 

77  ’ 77df/  ’ 77h  7^  ' 7/th  ’"‘7? 

culla  sostituzione  dei  valori  di  x ,y , z , . . . somministrali 
dall’ equazioni  (1). 
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«174.  Per  un  esempio  cercheremo  il  massimo  o il 
minimo  ejfellivo  della  funzione 

^ 

(a-+-x)(x-i-y)(y-l-A) 

Prendendo  le  derivale  parziali  del  logaritmo  neperiano 
della  funzione,  c moltiplicandole  per  si  hanno  facilmen- 
te quelle  della  funzione  , 

ds s(ay  — X*)  rfs  _ y{bx  — y') 

' dx  x(a-t-x)(x-t-y)  ’ rfy  y ( ^ -+-y  ) ly -H *)  ’ 

donde  appare  bentosto  che  per  un  massimo  o minimo  effet- 
tivo della  funzione  bisogna  porre 

ay  — ar*  = 0 , e = 0 : (2) 

equazioni  dalle  quali  si  trae  che  x e y debbono  essere  le 
due  medie  proporzionali  continue  fra  a e 6 , c che  però 

3 3 

X = V' a*b  , y = ab*. 

Dippiù  , se  si  derivi  la  prima  dell’  equazioni  (1)  rispetto 
ad  ar  c la  seconda  rispetto  ad  y,  indi  nuovamente  la  pj-ima 
rispetto  ad  y • la  seconda  rispetto  ad  a: , e in  ciò  fare  si 
abbia  riguardo  all’  equazioni  (2) , si  avrà  per  le  tre  derivate 
parziali  di  secondo  ordine  , 

i*z_  2z  d'z 2s 

dx*  (a -t-x)(x-l-y)  ’ dy*  ( ^ -Hy  ) ^ ^y  ) ’ 
d*«  d*s  .OS  ^s 

dxdy  dydx  ~x(a-i-x)(x+y)  y (b y)  ( x -h  y ) 

Or  quest’ espressioni  ci  danno 

d*g  ^ Y-^Y— — • 

dx*  dy*~(a-ìrx)(6-t-y)(x-hy)' ’ \dxely/  xy(a-hx)  (i-hy)  (x-hy)*’ ■ 

onde  senza  neppur  sostituire  in  esse  i trovati  valori  di  a*  e 
è manifesto , in  virtù  dell’  equazione  xy  = ab,  che  la  con- 
dizione ACy>'  B* , comune  al  massimò  ed  al  minimo  , tro- 
vasi adempiuta.  Epperò , essendo  negativi  i valori  delle  de- 
rivate parziali  di  secondo  ordine  rispetto  ad  ar  e rispetto  ad 
y , possiamo  affermare  che  la  proposta  funzione  div  enga  ef- 
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fettiTamente  un'  massimo  pei  trovati  valori  idi  ar  e ^ : mas- 
simo che  di  più  risulta  espresso  da 

— ■ — ^ • (a) 

a-f  3t/7d-f-3V/aA*-f  4 

• 175,  Dopo  ciò  che  precede,  la  ricerca  dei  massimi  o mi- 
nimi delle  funzioni  implicite  di  più  variabili  indipendenti  non 

Sresenta  altra  difficolta  , tranne  quella  che  potrebbe  nascere 
alla  risoluzione  dell’ equazioni. 

Il  caso  più  semplice  è quando  si  vuol  rendere  massima 
o minima  la  funzione  z data  implicitamente  dalla  equazione 

,y  ,z)  = 0.  (1) 

Allora,  dovendo  essere -^=0  e ~=0,  le  derivate  par- 

dx  dy  ’ ^ 

ziali  di  primo  ordine  (n.°  104)  della  (1)  si  riducono  alle  due 


(2) 


e quelle  di  secondo  ordine  (».“  107)  divengono 
, df  d*z  ^ d'f 


££f-i_£Z 

dz  dx*  dx' 


+ ■ 

dz  dxdy  dxdy 


0 

’ did^^dy*' 


(3) 


:0. 


z,jcbe 


Or  r equazioni  (1) , (2)  e (3)  determinano  i valori  x,y, 
possono  rendere  massima  o minima  la  funzione  z;  e dopo  ciò, 
le  precedenti  equazioni  di  secondo  ordine  determinano  i valori 
delle  tre  derivate  di  secondo  ordine  di  z , i quali  ci  pongono 
in  istato  di  pronónziare  sul  nuissimò  o minimo  della  funzione. 

* 176.  Con  più  generalità,  se  essendo  data  l’ equazione  (1) 
del  n.°  precedente  si  volesse  rendére  massima  o minima  la 
funzione  (^,y,z) , bisognerebbe  porre  l’ equazioni 


(2) 


d<f  , </<f  dz 


d<f  d<f  dz 


"T  I “T  ““  n “T  I ^ 

dx  di  dx  ^ dii  dr.  Ah 


dy  ' dz  dy 


(3) 


(a)  La  funzione  di  cui  qui  ai  è trovalo  il  massimo,  costituisce  il  fat- 
tore variabile  della  espressione  della  velocità , che  nell’  urlo  dei  corpi 
elastici  si  trasmette  da  una  massa  a , investila  da  una  data  velocità  , 
ad  un’  altra  massa  6 in  riposo  , mediante  le  due  masse  interposte  x e 
y parimente  in  riposo,  supponendo  che  gli  urti  successivi  di  a contro 
ar , di  x contro  ^ , e di  y contro  b sieno  dirètti  e centrali.  ( Venlu- 
róti  , voi.  1 , pag.  ISl). 
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che  diiiolano  esser  nulle  le  derivale  parziali  della  funzione 
9f{x,y,z),  prese  considerandovi  z <jual  funzione  implici* 
la  di  X e y ; ma  dall’  equazione  (1)  si  ha  pure 


w 


àf  ^dfd-. 


df  . df  dz 


dz  dx  * 


dy  dz  dy 


(JJ) 


dunque  per  opera  di  quesle  cinque  equazioni  saranno  deter- 
minali i valori  dia:,y,z,^,^,  c poscia  dalle  derivate 
di  secondo  ordine  di  (1),  scritte  nel  n.“  107,  si  faranno  co- 
gniti anche  i valori  di  ^ '~dy'  lo 

note  espressioni  delle  tre  derivale  parziali  di  secondo  ordine 
della  funzione  9 ( a* , y , z ) prenderanno  valori  determinali  , 
e con  essi  nulla  più  impedirà  di  pronunziare  sul  massimo 
o minimo  di  tal  funzione. 

È come  superfluo  il  dire  che  quando  fosse  certa  1’  esi- 
stenza di  un  massimo  o pure  di  un  minimo  , la  ricerca  dei 
corrispondenti  valori  di  a* , y , z dipenderebbe  dall’  equazio- 
ne (1)  combinata  colle  altre  due 

df  d<f  df  d<f  df  d<f  df  da 

dx  dz  dz  dx  ’ dy  dz  dz  dy  ’ 

che  nascono  eliminando  ^ tra  (2)  e (4),  c ^ fra  (3)  e (S). 

* 177.  Il  caso  più  generale  c quando  vuoisi  rendere  mas- 
sima o minima  una  funzione 


M = 9(  j:,  y , z , . . . ) (!) 

di  m variabili  , e v’  abbia  tra  quesle  un  numero  n di  equa- 
zioni , minore  di  m , 

v = 0 , w = 0 , . . . ■ (2) 

La  prima  idea  che  si  affaccia  è di  eliminare  n delle  va- 
riabili X ,y  ,z , . . . dalla  funzione  , mediante  le  n equa- 
zioni (2) , con  che  la  quistione  si  ridurrebbe  alla  ricerca  del 
massimo  o del  minimo  di  una  funzione  di  m — n variabili 
indipendenti  ; ma  questa  idea  è,  in  generale,  da  rigettarsi,  po- 
tendo essere  ben  dilBcile,  se  pure  possibile,  la  detta  elimina- 
zione. Un  poco  di  riflessione  però  fa  vedere,  che  si  possono 

20 
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conservare  nella  funzione  u tutte  le  variabili  x ,t/ , z , . . . 
purché  nell’equazione 


non  si  riguardino  come  indipendenti  fra  loro  tulle  le  quantità 
dx  , dy  jdz  , . . . , ma  soltanto  m — n di  esse  ; . stante  che 
le  n equazioni  (2)  ne  danno  altrettante  dx  , dy , dz  , . . . 
espresse  da 


ec. 


(4) 


dx  ™ ' dy~^  ' ’ dx"~  ' dìj' 

Si  avrà  dunque  un  metodo  più  acconcio  a risolvere  la 
quistione,  servendosi  delle  n equazioni  (4)  per  eliminare  dal- 
l’equazione (3)  un  numero  n delle  quantità  dx,dy,dz,  . . . 
che  vi  si  trovano  a primo  grado. 

Questa  eliminazione  può  effettuarsi  elegantemente  col  noto 
metodo  dei  f allori  indelerminali , e nel  caso  nostro  possia- 
mo giungere  al  risultato  di  esso  metodo,  riflettendo  che  pei  va- 
lori di  X ,y  ,z  , ...  capaci  di  rendere  u = 0 , w = 0 , ... 
la  funzione  u non  è punto  diversa  dall’altra 

= « -f-  w + |3w  -f  . . . , 


qualunque  valor  finito  si  abbiano  le  costanti  indeterminate . 
« , /3  . . . ; onde  la  ricerca  del  massimo  o del  minimo  si 
può  intraprendere  sulla  seconda  in  cambio  della  prima.  Ora 
trovandosi  nella  seconda  un  numero  7n  n di  indelerminatc 


X . 


nulla  impedisce  di  cercare  il  mas- 


simo o il  minimo  di  essa  per  rapporto  alle  in  variabili  x y,.., 
riguardate  come  indipendenti  ; perchè  le  n equazioni  date  , 
e le  m equazioni  di  condizioni  da  stabilirsi  per  la  esistenza  di 
questo  massimo  o minimo,  danno  appunto  equazioni.  Ma 
queste  m equazioni,  dovendo  essere  (l'73)  le  derivale  parziali  di 
U eguagliate  a zero  , tornano  espresse  evidentemente  da 


du  , dv  dir  , ^ da  , cfv  , dw  , _ 


dunque  con  » di  quest’  equazioni  ( le  più  acconce  all’  uopo 
nei  singoli  casi  ) potranno  eliminarsi  le  n costanti  indeter- 
minate « , P , . . . dalle  rimanenti  m — n equazioni , che  per 
tal  modo  conterranno  le  sole  variabili  x , y,. . e che  uni- 
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tamente  alle  n equazioni  date  sommano  allo  stesso  numero  m 
di  queste  variabili.  In  seguito  converrà  formare  (giovandosi 
del  capitolo  X ) le  derivale  parziali  successive  della  funzio- 
ne u per  rapporto  alle  variabili  indipendenti , che  di  nu- 
mero sono  m — n,  c per  le  nuali  possono  scegliersi  quelle 
che  si  stimano  più  acconce  alla  semplicità  del  calcolo  : le 
quali  derivate  vanno  indi  sottoposte  alle  prove  stabilite  nelle 
teoriche  precedenti. 

* 178.  Giova  osservare  che  le  dette  m equazioni  di  condi- 
zione punto  non  si  muterebbero  scambiando  la  funzione  u 
con  una  qualunque  delle  funzioni  t; , w , . . . ; per  modo  che 
si  perviene  alle  stesse  equazioni  tra  x,y,z, ...  se  in  luogo 
di  cercare  i massimi  e i minimi  della  funzione  u supponendo 
c = 0,w  = 0,...  si  cercassero  i massimi  e i minimi  della 
funzione  v supponendo  u = 0,w  = 0,.  . .,  o quelli  delia 
funzione  w supponendo  m = 0 , t?  = 0 , . . . Inoltre  è chiaro 
che  senza  alterare  l’ equazioni  di  condizione,  si  possono  mu- 
tare le  funzioni  u ,v  , w,...  nelle  altre  u-\-A 
purché  le  A , B , C . sieno  quantità  costanti. 

*179,  Nel  caso  particolare  in  cui  non  vi  ha  che  una  sola 
equazione  v — 0,  tra  le  variabili  x,y,z, . . . della  funzione  « 
di  cui  si  cercano  i massimi  e minimi  valori,  l’equazioni  (5) 
del  n.®  177  divengono 


</«  dv  - dn 


dv  - dii  , dv  „ 

«_  = 0 , --f  « — = 0 , ec. 


dx  ''  ' dy  ' dy  ~ ^ dz  ' dz 
onde  per  la  eliminazione  di  « se  ne  deduce 


du 

du 

du 

dx 

de 

^ dv'' 

* dv 

dx 

dy 

dz' 

(6) 


Questa  formola  equivale  ad  m — 1 equazioni  distinte,  le 
quali  colla  equazione  n = 0 sono  a numero  per  determina- 
re i valori  di  X ,1/  , z . 

* 180.  Sia  per  esempio  la  funziono 


u=.x’^t^zf  . . . , 
ed  abbiasi  nel  tempo  stesso  l’equazione 
n = -}-  Ay  -f  es  + . . . — 


A"  = 0, 
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doTe  si  suppongono  essoro 

costanti  e positire. 

Diflerenziando  la  funzione  u , e dividendo  per  la  stessa 
funzione  a Gne  di  conoscere  più  agevolmente  (come  vedremo) 
che  essa  ammette  solo  un  massimo  , si  ha 


V=‘T  + '’7  + ’'T+--- 

È poi  da  un’  altra  parte 

(iv  — adx  + bdy  + rdz  -f-  . . . = 0 , 
dunque  l’ equazioni  (G)  del  n.“  precedente  ci  daranno 

ax  by  cz  • • • > 

ma  c noto  die  avendosi  più  frazioni  eguali , esse  uguaglia- 
no ancor  quella  che  ha  per  termini  la  somma  dei  numera- 
tori c la  somma  dei  denominatori  : dunque  avremo 


X ji  V » -4- jS -f- y -f-, . . « -t- /S-4- 7 -H. . . 

— = — — — = . . . ■■  ■ — ' — ■ I 

ax  by  cz  ax  -ì-  by  -i-  cz-ir . . . K 

in  virtù  deir  equazione  v = 0 , e per  conseguenza 

a K ? K V K 

or  — — - -yy  — » 2 ~ ^ 

a «+j3-4-y+...’'^  ^ »-h,3-4-y-l-...’  c «-4-j3-+-y-H...  ' 

Or  dovendosi  aver  per  fermo  che  questi  valori  rendono 
nullo  il  differenziale  du  , quando  si  abbia  riguardo  all’equa- 
zione Z7  = 0 , ò facile  vedere  che  i medesimi  daranno  un 
valore  negativo  pel  difTerenziale  fTn:  e in  fatti  differenziando 
r equazione  (1)  si  ottiene 


Adunque  possiamo  affermare  che  la  proposta  funzione  diven- 
ga un  massimo  pei  detti  valori  : questo  massiiiio  risulta  poi 
espresso  dalla  formola 


di  cui  si  scorge  essere  un  caso  particolare  quella  rinvenuta 
nel  primo  esempio  del  u.”  160 , come  dovea  essere  per  la 
simiglianza  di  quell’  esempio  al  presente. 
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CAPITOLO  XVII. 


Serie  o teoremi  di  Taylor  e di  Stirling. 


181.  Sia  f{x)  una  data  funzione  di  x,  coiilinua  da  un 
qualunque  valore  di  x sino  ad  x h.  Sarà  lecito  supporre 

f{x  + h)=f{x)  + h<i{x,h),  (I) 

a condizione  che  la  funzione  ignota  9 sia  del  pari  continua 

da  a:  ad  a:  + A- 

Or  dall’  equazione  (1)  desumendosi  , 


Of{x  ,h) 


f(x-hA)—f(x) 

à 


> 


avremo  ( n°  144  ) per  A = 0 , 

,0)  = ^=/(ar), 

e quindi  sarà  lecito  supporre 

9 ( a: , A)  =/  (x)  4-  A9.  ( a: , A ) , 

a patto  che  la  funzione  9,  sia  pure  continua  da  x ad  x -j-  A. 
In  virtù  di  questa  nuova  supposizione  l’equazione  (1)  mutasi 
nell’  altra 

/(x  + A)=/(x)  + ^(x)  4-A*9.(x.,A),  (2) 

dalla  quale  desumendosi 

avremo  per  A = 0 , dallo  stesso  n."  dianzi  citato  , 

9.  (X,  0)  =2=-ai±ilz:Ol)=Of>. 

Questa  ci  autorizza  a supporre  di  nuovo 

9.(a:,A)=-^^  + A9.(x,A) 

a patto  ancora  che  la  funzione  9,  sia  continua  da  x ad  x-f  A, 
e con  ciò  l’ equazione  (2)  si  cangia  nell’  altra 

/(  X 4 A ) =/(x)  + A/  (X)  4 jf'{T)  + A»9.  (^  , à ).  (3) 
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In  egual  modo,  il  valore  che  prende  per  A = 0 la  fun- 
zione 9.  desunta  da  questa  equazione  , tornando  espresso  da 

» si  ^ autorizzato  a supporre 


il  che  muta  la  precedente  espressione  (3)  di  f{x-\-à)  nel- 
r altra 

• 

dalla  quale  essendo  (ìndmente  palese  la  legge  che  seguono  i 
termini  affetti  dalle  derivate  successive  diy'(x) , possiamo  scri- 
vere in  generale 

7ti+*)=/w+>irw+f/"w+|^/"(»)+-  • • 


A"-' 


•(«-!)' 


Or  quando  l’ultimo  termine  di  questa  espressione  con- 
verge a zero  a seconda  che  cresce  n , è chiaro  che  la  me- 
desima protratta  all’  infinito  esprime  jf'{x-}-h)  ; dunque  in  tal 
caso,  e soltanto  in  esso,  può  stabilirsi  con  sicurezza  la  formola 


/(i+4)=^*)+A/’M+|/'  (x)  + (*)  + M.  (T) 


che  dicesi  teorema  o serie  di  Taylor  dal  nome  dell’  invento- 
re , e che  senza  dubbio  è una  delle  più  belle  e importanti 
applicazioni  del  calcolo  differenziale. 

182.  Quanti  che  sieno  i termini  della  serie  di  Taylor  che 
uno  voglia  considerare,  e che  non  sono  finiti  di  numero  se 
non  quando  la  funzione  f(x)  è algebrica  razionale  intera  , 
si  scorge  la  necessità  di  determinare  quella  delle  funzioni  in- 
dicale da  9 , 9,  , 9,  , ec.  che  si  ravvisa  nella  espressione 
la  quale  va  unita  ai  detti  termini , senza  di  che  non  sareb- 
be completo  il  valore  di  J\x-\-h).  Il  perchè,  non  essendo 
(jui  il  luogo  di  effettuare  compiutamente  questa  determina- 
zione , saremo  contenti  di  trovare  almeno  i limiti  fra  i quali 
è compresa  ciascuna  di  tali  funzioni , c insieme  la  forma  di 
«‘ssp  , il  che  nondimeno  conduce  a risultati  importantissimi. 


Digitized  by  Googl 


DI  CALCOLO  DirrERLNZlALE. 


159 


Detti  in  primo  luogo  P e Q ì limiti  inferiore  e superio- 
re di  9 , avremo  da  a:  ad  x h , per  l’ equazione  (1) , 

f{<c  + h)>f{x)  + hP , e f{x  + h)  <f{x)  + hQ, 
ossia 

/(ar-f  A)— /x  — A/»>0,  e /(x-f  A)  — /(x)  — <0; 

ma  i primi  membri  di  queste  ineguaglianze  divengon  nulli 
con  A,  dunque  le  medesime  si  troveranno  soddisfatte  (n.®  85i) 
se  nel  detto  intervallo  le  derivate  di  tali  membri  rispetto  ad  A 
avranno  valori  finiti , e gli  uni  di  segno  simile  gli  altri  di 
segno  contrario  a quello  di  A ; cioè  a dire,  se  sarà 

ah  ah 

quando  A è positivo  ; ed  al  contrario 


dh 


P<0,  e 


quando  A è negativo.  Ora  è visibile  che  queste  condizioni 
saranno  adempiute  prendendo  per  P il  valore  più  piccolo  e 
per  il  più  grande,  o viceversa,  fra  tutti  quelli  che  assu- 
me la  funzione  — ■ ^ ^ da  A = 0 sino  ad  A = A. 

ah 

Prima  di  andare  innanzi  nello  stesso  modo  , giova  osser- 
vare che  per  la  natura  della  funzione  f(x-\-h) , o se  si  vuole 
pel  n.“  57  , la  derivata  di  qualunque  ordine  di  questa  fun- 
zione , presa  rispetto  ad  A o presa  rispetto  ad  x e identica- 
mente la  stessa  , c si  può  dedurre  dalla  derivata  dello  stesso 
ordine  della  funzione  f(x)  surrogando  x + A ad  x. 

Ciò  posto , supponendo  che  P c Q sieno  i limili  di  9, , 
l'equazione  (2)  ci  darà 

/(x+A)  >/(x)  + A/(x) -f  A«^  , yix-f  A)  </(x) +A/(x) -f  A-i?, 

o che  torna  lo  stesso  , 


/(  X -I-  A ) -/(X)  - hf  (X)  - A-P  > 0 , 

/{x-f  A)_/(x)-A/(x)-A‘<?<0j 

e queste  ineguaglianze , stante  che  i primi  membri  di  esse 
divengon  nulli  con  A,  si  troveranno  adempiute,  in  virtù  del 
citato  n.®  83,  se  da  A = 0 sino  ad  A = A le  loro  derivale 
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rispetto  ad  h avranno  valori  finiti , e tali  inoltre  da  essere 
f{x  + h)-f'(x)-2hP>Q, 


o viceversa.  Ora  i primi  membri  di  quest’  altre  ineguaglian- 
ze divenendo  pur  nulli  con  h,  si  può  loro  applicar  di  nuo- 
vo il  detto  n/ , e con  ciò  le  notate  condiziom  saranno  sod- 
disfatte se  da  4 = 0 fino  ad  4 = 4 le  derivate  di  essi  ri- 
spetto ad  4 siano  finite , e si  abbia 

i/"(o;-)-4)-/>>0,  e + 4)- |?<0. 


In  questo  caso  dunque  sarfmno  limiti  di  9,  il  più  piccolo  ed 
il  più  grande  fra  i valori  cbe  assume  la  derivata  ai  secondo 
ordine  f (ar)  da  ar  ad  a:  -f  4 , divisi  per  2. 

Col  medesimo  ragionamento  i limiti  di  if,  si  trovano  es- 
sere il  minore  ed  il  maggior  valore  che  assume  da 

X ad  ar-f-4,  divisi  per  2.3;  e per  induzione  quelli  della 
funzione  ^ risultano  eguali  al  più  piccolo  ed  al  più  grande 

(detti  sempre  P e dei  valori  presi  da  f^’'\x)  nel  mede- 
simo intervallo,  divisi  per  2.3.4...  n. 

Dunque  supponendo  estesa  la  serie  di  Taylor  fino  al  ter- 
mine n'”"”,  il  valore  di  f{x-\-h)  sarà  contenuto  fra  quelli 
dell’  espressioni 


àV 


2.3...(n— 1) 


/«— )(ar)- 


A** 

'2.3.4...H 


P, 


A” 

2.3.4.. .n 


Q- 


Essendo  così , quando  accade  che  la  funzione cresca 
passando  la  voriahilc  da  2^  ad  a: -|- 4 , si  potrà  supporre 

i*=  W , e i + A ) ; 


2.3.4. ..n*^ 


e inversamente , si  potrà  supporre 


P= 


1 

2.3.4. ..n' 


&\x  + h),  e Q: 


2.3.4...» 


quando  la  funzione  J'(x)  decresca  nel  passaggio  continuo  della 
variabile  da  ar  ad  a:  4.  In  generale  poi,  dinotando  con  A 
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una  frazione  positiva  ed  incognita,  a fine  che  x 6A  cada 
fra  X ed  x + A , sarà 


11) 

il  termine  da  sostituirsi  all’  ultimo  delle  rei-ate  os'pressioni  per 
ottenere  l’esatto  valore  di  J'{x-\-A),  il  quale  per  tal  mezzo 
risulta  finalmente  espresso  da 


y^,-+-A)=y(x)-<-à/'(x)-+-  ^/"(x)H-  |^/'"(x)+ . 


A" 


(A) 


. (n — I )■'  2 . 3 . 4 . , , « ' 

183.  È facile  vedere  che  1'  ultimo  Icrmine  di  questa  for- 
mula , il  quale  dà  il  valore  etalio  del  resto  della  serie  dopo 
i primi  n termini  , converge  a zero  quando  son  finiti  i va- 
lori diy^"^(x)  da  X ad  x-|-A  por  tutti  i valori  possibili  di  n. 

a" 

Ciò  nasce  da  che  il  fattore del  detto  ultimo  tcrmi- 

2.3.4.. .« 

ne  converge  necessariamente  a zero  al  crescere  di  « , c per 
esserne  convinto  basta  osservare  che  quando  n avrà  sorpas- 

A" 


2.3.4. ..H 


ver- 


sato h,  e gli  si  aggiungerà  1,  l’espressione 

rà  moltiplicata  per  — ^ ; ma  questa  frazione  impiccolisce 

visibilmente  al  crescere  di  n , e se  unehe  rimanesse  costan- 
te , moltiplicata  indefinitanicnlc  per  se  stessa  tenderebbe  a 
zero  : dunque  con  più  ragione  tenderanno  a zero  le  frazioni 

A"+'  A"+*  A'*+* 

2.3...(n-+-l)’2.3...(n-4-2)’2.3...(w-+-3)  ’ ’ ' * 
che  si  possono  riguardare  come  prodotti  di  , 

A"  A A*  A»^ 

2.3.  ..n  ^ M-i- l * ^ (n-J- 1 ) (m-4“2)(ii-V-3)'^ 

184.  Nello  sviluppo  del  nuovo  stato  di  grandezza  della  fun- 
zione f{x)  , indicato  day(x-f-4),  secoiuTo  le  potenze  ««cc/z- 
detUi  di  h , convien  distinguere  la  ipotesi  in  cui  x ed  A si 
lasciano  indeterminate,  da  quella  in  cui  x , o insieme  x ed 

21 
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h prendono  valori  particolari.  Nella  priiùa  lo  sviluppo  non 
saprebbe  andare  cne  secondo  le  potenze  intere  e positive 
di  4 : infatti , ammettendo  solo  cne  abbia  la  forma  genera- 
lissima 

f{a)  + 9 (a;) . A* -f  4- (ar) . +x(a:)  • + ‘ • • 

e che  * , /3  , V , ec.  vadano  crescendo  , se  (mesto  sviluppo 
contenesse  potenze  negative  di  4,  facendovi  n=0  i termini 
affelti  da  tali  potenze  diverrebbero  infìnili , e tale  in  conse- 
guenza diverrebbe  purey(a:);  ciò  che  non  può  aver  luogo 
se  non  per  valori  particolari  di  x.  Se  poi  lo  sviluppo  con- 
tenesse anche  un  sol  termine  affetto  da  potenza  frazionaria 
di  4 , siccome  per  la  natura  dei  radicali  questo  termine  am- 
mette tanti  valori  diversi , tra  reali  ed  immaginari , quante 
unità  si  contengono  nell’  indice  del  radicale  , e siccome  que- 
sto radicale  è m dippiù  dei  radicali  o delle  funzioni  multi- 
formi che  si  possono  contenere  in  f{x)  e f{x-\-h),  ne  viene 
in  conseguenza  che  lo  sviluppo  della  funzione  f[x-^h)  am- 
metterebbe più  valori  che  non  ammette  la  funzione  stessa 
f {x-\-h):  or  questo  può  avvenire  per  qualche  valor  par- 
ticolare di  ar , il  quale  annulli  alcun  radicale  contenuto  in 
f{x) , perchè  questo  radicale  viene  allora  surrogato  dalla  po- 
tenza (razionarla  di  4 contenuta  nello  sviluppo  ; ma  non  può 
certo  avvenire  qnando  x è tuttora  indeterminata. 

185.  Venendo  ora  alla  ipotesi  che  x riceva  un  valor  par- 
ticolare a , gioverà  notare  cinque  casi. 

11  primo  è quando  per  x = a ìa  funzione  /'(a:)  prende 
un  valor  finito  , e inoltre  i radicali  o le  altre  funzioni  mul- 
tiformi che  in  essa  potrebbero  contenersi , prendono  valori  ef- 
fettivi. In  tal  caso , le  considerazioni  addotte  nella  ipotesi  di 
X indeterminata  nulla  perdendo  della  loro  forza,  lo  sviluppo 
di  f[a-^h)  dovrà  procedere  secondo  le  potenze  intere  e po- 
sitive di  4 , e quindi  si  potrà  ottenere  dalla  serie  di  Taylor. 

186.  Il  secondo  caso  ha  luogo  quando  per  x-;=a  la  fun- 
zione f(x)  risulta  finita  come  nel  primo  , ma  qualche  radi- 
cale o altra  funzione  multiforme  in  essa  contenuto,  sparisce 
per  r annullamento  di  un  fattore  razionale  da  cui  trovasi  mol- 
tiplicato. L facile  vedere  che  ancora  in  tal  caso  la  serie  di 
Taylor  debb’ essere  applicabile  allo  sviluppo  di  f(a-{-h)  in 
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lerie  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  di  h : infatti  sup- 
ponendo, per  esempio,  che  il  prodotto 

{x  — a)”'  {x  — ^ 

faccia  parte  della  funzione  ^x) , si  vede  che  il  medesimo 

svanirà  pel  valore  x=a  che  rende  nullo  il  fattore  {x — a)'”  ; 
ma  siccome  l’esponente  m intero  e positivo  del  binomio  x — a 
diminuisce  di  una  unità  ad  ogni  differenziazione  , avverrà 
( n°  81  ) che  nelle  derivate  di  degli  ordini  e suc- 
cessivi , non  mancheranno  termini  dove  tal  binomio  cesserà 

P 

di  moltiplicare  il  radicale  [x  — b)ì , onde  questo  radicale , 

e . 

esistente  sotto  la  forma  (a  — b)ì  in  /( a -f  A ),  e scomparso 
in  /(fif) ,/'(«) ,/"  (a),- » riappare  sotto  la  stessa 

forma  in  ,.  . . e quindi  ripugna  che  lo 

sviluppo  di  /(  a -f-  /i  ) possa  contenere  alcuna  potenza  fra- 
zionaria (li  h. 

Da  ciò  peraltro  non  bisogna  inferire,  che  in  tal  caso  la 
serie  di  Taylor  debba  prolungarsi  almeno  fino  al  termine  in- 
clusivo dove  il  detto  radicale  ricomparisce  ; poiché  il  mede- 
simo non  lascia  mai  di  sussistere  coi  suoi  moltiplici  valori 
nel  resto  delia  serie  , il  quale  dee  sempre  unirsi  ai  termini 
di  qiiesta  perchè  insieme  facciano  1’ equivalente  di /’(<z-f-A). 

187.  Ha  luogo  il  terzo  caso  quando  por  x=a  la  funzio-  | 

ne  f{x)  resta  finita  come  nel  primo  e nel  secondo,  ma  uno 
o più  dei  radicali  in  essa  contenuti  divengon  nulli  da  loro 
stessi , come  avverrebbe  se  fosse 

f(x)  = <i({x)-\-\{x)  .{x  — a'^'^^ , 
dinotando  9 e 4-  funzioni  algebriche  razionali  e intere  di  x, 
che  non  si  annullano  per  x = a. 

In  questo  caso  la  sostituzione  diretta  di  o A in  luogo 
di  X dà 

il  perchè  , essendo  9(o-|-A)  e 4-(o4-^)  sviluppabili  ( in 

virtù  del  primo  caso  ) secondo  le  potenze  intere  e positive  di  i 


DigBizeiby  Google 


164 


ELKMEnTI 


h , ^ chiaro  che  lo  tvilu{^  di  f{a-^h)  procederà  in  sitnii 
modo  fino  al  termino  m”"" , e che  dipoi  conterrà  le  potenze 


■ 2 m-+-  I 

9 , h 


P 

,m  «H  1 -I- - .1»^  • 

h 9 , h 


I»  + * H — 

h 9 


ec. 


Ma  d’altra  parte  le  derivate  di  f{x)  sino  all’ ordì  ne  »»""  in- 
clusivo son  finite  per  ^rxsa,  e tutte  le  altre  divengono  in- 
finite, a motivo  che  racchiudono  termini  dove  il  binomio 
X — a trovasi  afietto  da  esponenti  negativi  ; dunque  si  scor- 
ge che  la  serie  di  Taylor  coi  termini  i quali  restano  finiti 
per  x=s=a  fornisce  altrettanti  termini  dello  sviluppo  di  f{a-\-h), 
c con  (|uelli  che  divengono  infiniti  accenna  che  i termini  sus- 
seguenti dello  sviluppo  conlen^no , tutti  o parte , potenze 
frazionarie  di  h.  Ciò  ha  fatto  dire  che  nel  caso  in  quistione 
la  serie  di  Taylor  è in  difetto  per  ar  = a:  proposizione  la 
quale  , per  ciò  che  abbiamo  detto , va  intesa  nel  senso  che 
solo  alcuni  termini  ( a contar  sempre  dal  primo  ),  e non  già 
un  numero  qualunque  di  termini  dello  sviluppo  di  f{a-\-h) 
secondo  le  potenze  ascendenti  di  h , possono  dedursi  dalla 
serie  di  Taylor  applicata  direttamente  alla  funzioney^x) , do- 
vendosi per  gli  altri  ricorrere  ad  altri  artifizi  di  analisi , i 
quali  sovente  si  riducono  ad  applicare  la  serie  stessa  di  Taylor 
a delle  parti , o a dei  fattori  di  f{x). 

188.  Il  quarto  caso  ha  luogo  quando  per  x = a diviene 
infinita  la  funzione  f(^x)  e in  conseguenza  tutte  le  sue  deri- 
vate (n.“  87).  Lo  sviluppo  di f{a-\-h)  secondo  le  poten- 
ze ascendenti  di  h dee  allora  comprendere  potenze  negab've, 
altrimenti  non  potrebbe  avvenire  che  facendovi  à = 0 dive- 
nisse infinito  al  pari  di  f{a).  Ora,  di  accordo  col  preceden- 
te , si  vede  che  in  questo  caso  niun  termine  dello  sviluppo 
di  f{a-\-h)  potrà  esser  dato  dalla  serie  di  Taylor,  di  cui 
lutti  i termini  divengono  infiniti,  e quindi  essa  con  maggior 
ragione  si  dice  in  difetto.  Pertanto  ad  ottenere  il  richiesto 
sviluppo  fa  mestieri  tenere  altro  modo;  e se  fosse  per  esempio 

<n(j) 

dinotando  m un  numero  positivo,  e 9(3')  una  funzione  che 
prende  valor  finito  insieme  con  tutte  le  sue  derivate  quando 
X‘=a,  basterebbe  trovar  lo  sviluppo  di  9(0 -f- A)  colla  serie 
di  Taylor , e moltiplicare  il  risultato  per  A~'". 
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189.  Finalmente  ha  luogo  il  ouinto  caso  , meritevole  di 
particolare  attenzione,  quando  nella  forraola  (A)  si  fa  x=Q , 
poiché  in  seguito  sostituendo  ad  A si  ottiene  quest’  altra 
Kirmola 


yi^)=y\o)+^/(0)+^/"(o)+^/"(o)+ . . . 


-I — /<''-')/o)_|_ 


1.2..  .n 


/”){px) 


(B) 


dove  s’  intende  sostituito  (ìx  ad  x dopo  la  derivazione  , e 
mercè  la  quale  una  funzione  di  x si  pub  sviluppare  secondo 
le  potenze  intere  o positive  di  x , purché  la  funzione  e le 
sue  derivate  lino  all’ordine  n‘“”*  sieno  continue  da  zero  ad  x. 
E se  a se.ronda  che  cresce  n l’ ultimo  termine  di  detta  formola 
{nel  quale  ove  6 esprime  , siccome  nel  n."  182,  una  frazio- 
ne positiva  ) converge  a zero  , si  potrà  scrivere 

f{x)  =/(0)  4-  f/'(0)  + ^/"  (0)  -f  ^/"(O)  4-ec.  (S) 

avendosi  cosi  la  serie  di  Stirling , la  Huale  pertanto  non  è 
che  un  ca.so  particolare  della  serie  di  Taylor.  Quel  termine 
ultimo  è il  rexio  della  serie  di  Stirling. 

190.  Quando  la  ar  é indeterminata , come  suol’ essere  nelle 
ricerche  meramente  specolative  e fondale  sulla  serie  di  Taylor, 
è necessaria  la  considerazione  del  resto  per  dare  allo  dimo- 
strazioni il  rigore  conveniente;  ma  in  generalo  non  é ugual- 
mente neces-saria  la  considerazione  del  valore  attribuito  ad  A, 
il  quale  sovente  può  restare  indeterminato  c supporsi  arbi- 
trariamente piccolo.  Non  sarebbe  però  lo  stesso  miando  in 
un’  applicazione  speciale  convenisse  desumere  il  valore  esatto 
od  approssimativo  di  /■(  x -f-  A ) , corrispondente  a valori  as- 
segnati di  X ed  A , dalla  funzione  f{x)  : in  questo  caso  la 
considerazione  del  valore  di  A diventa  essenziale  , ed  acciò 
la  serie  abbia  per  limite  f{x-\-h)  basta  renderai  certo  che 

il  fattore  ( x -f  6A  ) del  resto  corrispondente  ad  n ter- 
mini della  serie  , sia  continuo  da  x ad  x -|-  A , avendo  x 
ed  A i valori  assegnati.  Quindi  nella  formola  (A)  le  derivate 
di  ordine  superiore  all’»"'"*  non  vanno  soggette  a veruna  con- 
dizione , e possono  essere  discontinue  da  x ad  x -f-  A senza 
che  la  formola  cessi  di  essere  esatta.  E parimente  la  formo- 
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la  (B)  non  esige  veruna  condizione  nelle  derivate  di  ordine 
superiore  airn"'"*,  le  quali , salva  l’esattezza  della  formola, 
potrebbero  essere  discontinue  da  zero  ad  x.  Adunque  gli  svi- 
luppi desunti  dalle  serie  di  Taylor  e di  Stirling  possono  essere 
esalti  fino  ad  un  certo  termine  , e più  oltre  diveuire  inesatti. 

191.*  Merita  intanto  di  esser  notato  che  quantunque  sia 
afiatto  naturale  che  quando  il  resto  della  serie  di  Taylor 
converge  a zero  al  crescere  di  n la  serie  è convergente, 
perchè  allora  ha  per  limite  f{x-^h),  pure  la  reciproca  di 
questa  proposizione  non  è sempre  vera , potendo  avvenire 
che  la  serie  sia  convergente  senza  che  il  resto  ( il  quale 
perciò  si  dee  sempre  valutare  direttamente)  converga  a zero; 
nel  qual  caso  la  somma  della  serie  non  coincide  punto  colla 
funzione  f{x-\-h). 

f 

Infatti  , essendo  nulla  per  jr  = o la  funzione  e “1* 
con  tutte  le  sue  derivate  (n."  148),  l’applicazione  della  for- 

t 

mola  di  Taylor  alle  funzioni  /{x)  e f{x) e darà 

per  x = a una  sola  e identica  serie  , la  quale  s’ è conver- 
gente , o direm  meglio  se  (x)  ha  valor  finito  per  tulli  i 
valori  possibili  dinda;r=:a  ad  x = a h , esprimerà 

I 

J'{a  h)  e non  già  J'{a  h)  e ^*.  Ciò  non  toglie  che 
il  valore  assunto  da  una  data  funzione  di  x quando  si  so- 
stituisce x-\-h  ad  X,  si  possa  sviluppare  (quando  n’è  capace) 
in  una  serie  convergente  ed  ordinata  secondo  le  potenze  in- 
tere e positive  di  h colla  formola  di  Taylor,  perche  due  serie 
convergenti , e di  somme  uguali  per  tulli  i valori  della  let- 
tera rispetto  a cui  son  ordinate  , debbono  essere  le  stesse  , 
termine  a termine;  ma  per  esser  certo  che  la  serie  conver- 
gente ottenuta  colla  formola  di  Taylor  esprima  il  valore  as- 
sunto dalla  funzione  data  quando  x cresce  di  A , è necessa- 
rio che  il  resto  della  serie  converga  a zero  a seconda  che  si 
considerano  più  termini  di  questa  serie  ; e la  ragione  intrin- 
seca di  questo  fatto  si  è,  che  due  funzioni  di  x,  e le  loro  de- 
rivate sino  ad  un  ordine  qualunque  (ed  anche  sino  all’infi- 
nito  ),  possono  prendere  valori  eguali  tra  loro , ciascuno  a cia- 
scuno , quando  x = a,  ed  avere  ciò  nondimeno  valori  dif- 
ferenti quando  r = a -{-  A ; del  pari  che  due  curve  aver  pos- 
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sono  un  punto  comune , ed  in  (questo  aver  eguali  non  solo 
le  ordinate  ma  bensì  le  loro  derivate  fino  ad  un  ordine  qua* 
lunque  , senza  per  ciò  coincidere. 

192.*  I resti  delle  serie  di  Taylor  e di  Stirling  ammetten* 
do  ancora  un’  altra  forma  , sotto  la  quale  in  alcune  appli- 
cazioni tornano  più  utili  della  prima , faremo  opera  di  rin- 
venirla qui  appresso. 

Mutiamo  nella  formala  (A)  del  n.”  182,  xinz,  ed  A in 
X — a:  sarà 


(«)' 


2.3. ..(n—l) 


I — I / 




"-‘)(a)+^ 


2.S...W 


^/■>[i+S(x-r)]J 


(>) 


Surroghiamo  ora  per  brevità  9 (a)  all’  ultimo  termine , osser- 
vando però  che  il  medesimo  si  annulla  quando  x = z,  e 
deriviamo  poscia  i due  membri  per  rapporto  a a.  Fatte  la 
riduzioni , verrà 


0: 


( X — z )' 


2.3. ..( 


donde  (2). 

ma  nella  formala  (t)  del  n.“  182  cangiando  h in  ar  — a,  e 
la  caratteristica  / in  9 , e nel  secondo  membro  fermandosi 
al  primo  termine  , si  ha 

9(z)  = 9(a:)  -t-(a  — a:)9'[a:-f  e(a— -ar)]  , 
o piuttosto 

9(a)  = (a  — a?)9'[  ar -t-fl(a  — ar)]  , (3) 


a motivo  che  9 (z)  dee  annullarsi  quando  x==z‘,  ed’  altra 
parte  nell’equazione  (2)  cangiando  a in  a:-j-6(z — x),  viene 

dunque  la  precedente  equazione  (3)  ci  darà 
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e sarà  questa  l’ espressione  da  sostituirsi  all’  ultimo  termine, 
cioè  al  retto  dello  sviluppo  (1). 

Ponendo  ora  z = 0 nel  medesimo  sviluppo  (1),  torne- 
remo al  primo  e consueto  sviluppo  di  Stirling , e sostituendo 
per  semplicità  6,  ad  1 — 0 , e quindi  1 — 0,  a 6 , sarà 

yix)=/(0)+f/(0)+^/'(0)+T^/'"(0)  + . .. 

+—^ ■ 1(0)+*^"*  '"*■  '/'>(», i)r 

^2.8., .(«—ir  ' ~2.3...(n— l/  ' 

dove  6,  indica  pure  una  ignota  frazione  positiva. 

É ora  palese  la  differenza  di  forma  tra  il  resto  primitivo 

r-r — e l’attuale  5 « 

che  alcune  volte  è più  acconcio  , come  vedremo , a mani- 
festare se  lo  sviluppo  converga  o no  verso  f{x). 

193.*  Dopo  ciò , per  avere  la  nuova  forma  del  resto  dello 
sviluppo  di  Taylor  basta  supporre 

f{x)  = F{x-\-h), 
il  che  somministrando 

f{x)=F‘{T-\-h)  J"{x)=F'{x+h)  ,f'{x)=F'"{x-^h) , ec. 
avremo  per  x = 0 

A0)=F{A)  ,f{0)=.F\h)  ,f"{0)=F"{h)  ^"•{0)=F"'{à),  ec. 
e quindi  lo  sviluppo  (B,)  del  n.°  precedente  si  volterà  nel- 
r altro 

/'(i+*)=P(*)+?P(A)+Ìr'(4)  + + . • • 

da  cui  scambiando  fra  loro  le  lettere  h ed  x , e rimettendo 
poi  la  caratteristica  primitiva  f in  luogo  di  F,  si  avrà 

/(*+A)=/w+iy’w+^/"W+^/“(*)+-) 

r'‘* 

per  lo  sviluppo  di  Taylor  col  resto  presentato  sotto  altra  forma. 
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CAPITOLO  XVIII. 

Applicazioni  delle  serie  di  Taylor  e di  Slirling 
ad  alcune  funzioni  semplici. 

194.  Quando  col  teorema  di  Taylor  applicato  alla  funzione 
f{f)  si  sviluppa  in  serie  il  nuovo  stalo  di  grandezza  di  que- 
sta funzione,  indicato  Aa  f[x  h) , ciò  si  pratica  ordina- 
riamente col  fine  di  sostituire  lo  sviluppo  al  detto  nuovo  stato 
ili  grandezza  ; è dunque  necessario  che  uno  equivalga  all’al- 
tro , o almeno  che  abbia  quest’  altro  per  limite.  Ora  ciò  im- 
porla non  solo  che  lo  sviluppo  sia  convergente  , cioè  a dire 
(siccome  è nolo)  che  si  avvicini  indejìnitamenle  ad  una  quan- 
tità fissa  , ma  inoltre  che  questa  quantità  fissa  sia  proprio 
f{x-\-h).  Per  verità  questa  seconda  condizione  include  la 
prima,  e non  al  contrario  (h."  191);  ma  tuttavia  è più  fa- 
cile vedere  se  essa  abbia  o no  luogo,  quando  si  sappia  che 
si  verifica  e fra  quali  valori  di  x si  verifica  la  prima  , re- 
stando allora  a vedere  se  fra  i medesimi  valori  il  resto  della 
serie  converga  o no  a zero.  Essendo  dunque  utile  il  dar  prin- 
cipio dal  vedere  se  la  serie  sia  convergente  , premetteremo 
alcuni  casi  o caratteri  della  convergenza  delle  serie  general- 
mente considerate,  i quali  comunque  sieno  propriamente  di 
competenza  dell’  algebra , pure  non  si  trovano  in  tutti  gli 
clementi  di  questa  scienza. 

19o.  In  primo  luogo  una  serie  è convergente  quando  i suoi 
termini  diminuiscono  indejxnitatnente , c sono  alternativamen- 
te positivi  e negativi. 

, Allora  infatti  la  forma  della  serie  essendo 

A—B-^C—D  + E—F+G  — ec. 
nulla  impedisce  di  cangiarla  nelle  altre 

A—{B—C)  — {D—E)  — k. 

A—B  + {C  — D)-^{E—P)  + cc. 
A—B+C—{D—E)  — {F—G)  — cc.  - 

Ora  i binomi  chiusi  nelle  parentesi  essendo  positivi  in  viriti 
della  ipotesi  . > 

* > . 4-, it 

. A>B>C>D>E>F>G...  " 

22 
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si  scorge  che  il  valore  di  tutta  la  serie  è minore  di  A,  mag- 
giore di  A — B , minore  ài  A — B C , e cosi  di  seguito; 
e si  scorge  ancora  che  tal  valore  può  diflerir  dal  vero  per 
una  quantità  minore  di  qualunque  data , perchè  i limiti  di 
esso  : A ed  A — B , A — B eà:  A — B C , ec.  differisco- 
no successivamente  fra  loro  ài  B , C , D , . . . che  per  ipo- 
tesi convergono  a zero. 

Al  contrario  è evidente  la  divergenza  di  una  serie  i cui  ter- 
mini vadano  crescendo,  simili  o alternativi  che  sicno  i segni  di 
essi,  perchè  in  ambi  i casi  il  limite  verso  il  quale  converge  il 
valore  di  tutta  la  serie  è l’ infinito  anzi  che  una  quantità  fissa. 

196.  In  secondo  luogo,  è convergente  ogni  serie  i cui  termi- 
ni hanno  segni  simili,  e son  minori  dei  termini  corrispondenti 
di  un’  altra  serie  riconosciuta  per  convergente,  qual  sarebbe 
per  esempio  una  progressione  geometrica  decrescente,  essendo 
dimostrata  in  algebra  la  convergenza  della  serie  rappresentata 
da  questa  progressione.  Per  opposto  si  terrà  come  divergente 
ogni  serie  i cui  termini  han  segni  simili,  e sono  rispettivamente 
fn^giori  di  quelli  di  una  progressione  geometrica  crescen- 
te ; perchè  l’insieme  di  questi  termini  può  sorpassare  qualun- 
que limite , considerandone  un  numero  sufficiente. 

197.  In  terzo  ed  ultimo  luogo  dimostreremo  che  la  serie 

«.+«.+  «3  + • • • 4-  w„  + '+  cc. 

è convergente  o divergente  , secondo  che  al  crescere  di  n 
il  valore  assoluto  del  rapporto 


si  avvicina  ad  un  limite  minore  o maggiore  dell’  unità , sup- 
posto però  che  converga  a zero  da  un  certo  valore  di  n 

in  sopra. 

Notiamo  con  a;,  , as,  , aj,  , . . ,...  i valori  asso- 

luti dei  termini  o, , iz, , » • • • talché  si  abbia 


«■  = ± rt  • }M„  = ± 

Sarà  evidentemente 


n-f- 1 n-f- 1 


+cc.<a;,-f-a.',-f  ^ -f  ec. , 
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cpperò,  dimostrando  ia  convergenza  della  seconda  serie , tor- 
nerà vieppiù  sicura  quella  della  prima. 

Sia  X il  valore  assoluto  del  limite  del  rapporto  — ”i~*  , 


n-f-  * 

ossia  il  limile  di  i , valore  che  per  fissare  le  idee  snp- 

f>orrcmo  minore  della  unità  ; e chiamando  fx  un  numero  qua- 
unquc  intermedio  a X ed  alla  unità , supponiamo  n abbastanza 

grande  perche,  a simiglianza  di  X,  sia  — — lo  stesso 

"n 

con  maggior  ragione  avrà  luogo  pei  valori  di  n vieppiù  gran-  ' 
di , c così  da  un  certo  valore  di  n in  sopra  essendo 


n-h  B ^ ’ n-+-  b ' «-f- 1 ’ «4-  < ^ ^^«4- 1 ) • • 

ed  essendo  vie  maggiormente 

® . c'  iX*®  , ® , <<  M*®  .... 

n-4-»  ^ n>  n-J- , n’ 

dovrà  essere  bensì 


+ec.<®„(M-f-;**-f  ^*  + ec.); 

ma  il  limile  di  questo  prodotto  ò zero  a simiglianza  di  quello 
del  fattore  ®^,  perchè  a motivo  di  n minore  dell’unità,  il 

limile  dell’ altro  fattore,  ossia  della  progressione  geometrica 
decrescente  ;x  -f-  -f-  fx’  -j-  ec . è una  quantità  finita  : dun- 

que la  serie  ®,  -f-  ®,  -1-  ®,  -f-  ec.  avendo  per  resto  o com- 
plemento dei  suoi  primi  n termini,  una  quantità  che  al  cre- 
scere n si  avvicina  indefinitamente  a zero,  sarà  convergente. 

La  stessa  dimostrazione , leggermente  modificata , prova 
che  la  serie  «,  -f-  m,  -f-  «,  -f-  ec.  è divergente  quando  il  li- 
mite X è maggiore  dell’  unità.  £ in  simil  modo  ancora  si 
dimostra , che  la  serie  è convergente  o divergente  secondo 

m 

che  l/®n  converge  ad  un  limile  minore  o maggiore  deU'unità 
quando  cresce  n.  (a) 


(a)  Noteremo  ancora  il  solo  enunciato  di  un  belliasimo  teorema  do- 
vuto al  sig.  Cauehy,  intorno  alla  convergenza  delle  serie  ordinate  se- 
condo le  potenze  intere  c positive  di  una  variabile. 
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198.  Ciò  posto  , cominciamo  le  applicazioni  che  in  questo 
capitolo  ci  siamo  proposti  di  fare  , dalla  funzione  semplice 

J‘{x)  = x”*  -,  c per  questa  funzione  avendo  trovato  nei  n.‘  55, 
5“  ed  81 


f[x)=mx”'  * , . . . ,j^’'\x)—m{m — !)...(»/ — «-fl)x”'  " , 
la  formola  (A)  del  n.®  182  ci  darà  subitamente 


+ 

+ 


tn(m  — !)(»»  — 2^  — (wi  — n-h  2) 
1.2. 3. ..(fi—  1 ) 

ffi(»i  — !)(»»  — 2)  ...  (ni  — fi+I) 
1 .2.3. . .« 


(a:  + 6A 


Per  bene  intendere  il  senso  di  tale  enunciato  bisogna  sapere  che 
il  citato  geometra  suppone  ridotta  ogui  quantità  immaginaria 

— 1 alla  forma  f ( cos  O-hsen  fl.|/  — 1 ) , 
il  die  è sempre  fattibile  coi  valori 

■ y ~ * fi 

fi  = K »•  4-  (ì*  , C08  0 = — — = , sen  # = — ^ , 

fi' 

dove  il  radicale  si  suppone  preso  positivamente,  cd  è chiomato  modulo 

di  fi\/ — 1 . Da  ciò  segue  che  ancora  le  quantità  reali  avranno  il 

loro  modulo , il  quale  altro  non  sarà  che  il  valore  assoluto  di  esse  ; 
poiché  supponendo  ^ = 0 , il  modulo  della  quantità  reale  a si  riduce 

a l/»*  , il  quale  non  dilferiscc  da  » quando  » è positivo  , e ne  diffe- 
risce solo  nel  segno  quando  » è negativo. 

Ciò  posto,  il  teorema  del  Cauchy  stabilisce  che  lo  srìluppo  di  f(x) 
in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  di  i,  è contergente  per 
ogni  valore  immaginario  o reale  di  x , il  cui  modulo  è minore  di  tutti 
giielli  che  appartengono  alle  radici  dell’  equazioni 

-1— — 0 * —0 

Da  questo  teorema  si  deduce  immediatamente  che  tulle  le  funzioni 
periodiche  di  x , come  sen  x , cos  x , ec.  che  non  divengono  infinite  nè 
esse  nè  le  loro  derivate  di  primo  ordine  per  alcun  valore  immaginario 
o reale  di  x , si  possono  sviluppare  secondo  le  potenze  intere  c positivo 
di  X in  serie  convergenti , qualunque  valore  si  abbia  x. 
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Ora  il  peniillimo  termine  di  questa  forinola  polendosi  avere 
come  termine  generale  di  essa , quello  che  lo  seguirebbe 
colla  stessa  legge  , e che  nasce  sostituendo  « + 1 ad  n sarà 

m{m  — I)m  — 2)  ...(m  — m-i-2)(ot  — n-1-1)  m—n, n 
1.2.3...(n  — l)»i  ^ 

c quindi  il  rapporto  di  questo  al  precedente  sarA 
n — n -+-  I h 


ma  questo  rapporto  converge  ad  evidenza  verso  — ^ quando 
n cresce  indefìnitamentc , dunque  la  serie 


m m—. 


x”'+-x' 


h + 


m{m — 1)  w— 1,, 


1.2 


A*  + •••“!■ 


m{m — l(m — 2)...(m  — n 1 ) m—n,n  , 

— — X II  +CC. 

1 .2.3. . .fi 

prolungata  airinfìnilo  sarà  convergente  quante  volte  si  abbia 
hc^x,  astrazion  fatta  dai  segni. 

Resta  ora  che  si  vegga , mediante  la  considerazione  del 

resto , se  la  somma  o meglio  il  limito  della  serie  sia  {x-\-Kf' 
nel  detto  caso.  A questo  fine  giova  supporre  h = xz  nell’  c- 
quazionc  precedente , il  che  dopo*  le  ovvie  riduzioni  dà  , 

m{m  — \ ) . {m  — «H-1)  „ 


1 .2.3 . . .n 


(1  + 6zr 


e da  ciò  che  si  è detto  la  serie  costituita  dai  primi  termini 
del  secondo  membro  protratti  ali’infìnito,  ò convergente  quando 
z cade  tra — 1 e + 1.  Ma  oltre  a ciò  , il  resto  della  serie 
può  scomporsi  nei  fattori 


m(m — 1)...(to  — «-1-1)  fi 


1.2. ..n 


s"  ed  (1  +6s) 


il  primo  dei  quali  converge  a zero  al  crescere  n,  perchè  (a 
simiglianza  del  discorso  temilo  nel  n.“  183)  quamm  a « si 

aggiunge  1 esso  viene  a moltiplicarsi  per  la  espressione 


f?-f-  1 
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ia  quale  crescendo  n si  avvicina  di  più  in  più  alla  quanti- 
tà — z di  valore  assoluto  minore  di  1 . In  quanto  poi  al  se- 
( 1 

condo  fattore  , esso  converge  ancora  manifesta- 

(l-i-as)»’ 

mente  a zero  nel  caso  in  cui  z si  suppone  positivo , purché 
non  accada  che  6 converge  ancor  esso  a zero  ; e quando  an- 
che ciò  accada,  il  detto  fattore  diviene  c persiste  sempre  mi- 
nore dell’  unità  sin  da  che  n si  fa  maggiore  di  m.  Dunque 
può  affermarsi  che  il  resto  della  serie  tenda,  a zero  nel  caso 
in  cui  z cade  tra  0 c 1 . 

Ma  nel  caso  in  cui  z cadendo  fra  0 e — 1 è negativo , 
non  vi  ha  nulla  che  dimostri  non  poter  crescere  il  secondo 
l'attore  indefinitamente  con  n , anzi  ciò  sembra  dover  per 
certo  avvenire  tranne  che  0 non  converga  nel  tempo  stesso 

a zero  , perchè  il  denominatore  { 1 6z  )"  tende  a zero  se 
la  frazione  1 -f  6z  ( che  tale  dee  riputarsi  1 + 02  quando  z 
cade  fra  0 e — 1 ) non  si  avvicina  indefinitamente  all’unità. 
In  tal  caso  bisogna  far  capo  della  seconda  forma  del  resto 
( n.  193  ) , dalla  quale  si  ha  per  tal  resto  l’ espressione 


m{m  — 1 ) .. . (m  — «-4-1  )s"(  1 — 0)" 


1.2...(b— 1) 
t)ecomponendo  questa  espressione  nei  due  fattori 
m{tn  — 1)  ...  (m  — n-4-l)z” 


1.2. ..(«—!) 


si  scorge  che  il  primo  tende  a zero  eome  nel  caso  prece- 
dente ; ma  il  secondo  col  surrogare  — z a z per  rendere 
sensibile  che  z è negativo , diviene 

. n — t 


(1-0Z) 


■{-m 


(P) 


Ora  si  ha 


1 — 0 
1 — #s 


1 , a motivo  di  2 1 , e per  ciò 


(1—0 

^ 1 converge  a zero,  eccetto  nella  ipo- 
tesi che  0 converga  parimente  a zero  , ed  anche  in  tale  ipo- 
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tesi  lutto  il  prodotto  (P)  è sempre  minore  di  1 del  pari 

che  (1 — 6z)'"~‘.  Dunque  altresì  nel  caso  in  parola  il  re- 
sto della  serie  converge  a zero  , onde  in  conclusione  può 
affermarsi  che  quando  z cade  tra  -1-  I c — 1 , si  abbia 

( 1+ *)"=!+=. + 

c tornando  alla  formola  in  x , può  similmente  affermarsi 
che  sia 


{x+h)"  = x"+^x”'-Wi  + 


m(m- 


1 . 2 


1 ) m — 

X 


, »n(in— l)(m— 2)...(ot— n-4-I) 

+ 1.2.3...» ^ 

quante  volte  si  abbia  h<^x,  asirazion  fatta  dai  segni. 

In  questo  modo  rimane  dimostrata  per  qualunque  esponen- 
te commensurabile  la  formola  del  binomio  di  ^ewlon  , che 
negli  elementi  d’algebra  suol  dimostrasi  pel  solo  caso  del- 
l’esponente intero  e positivo,  e rimangono  dippiù  assegnati 
i limiti  fuori  dei  quali  essa  non  si  verifica. 

199.  Sia  ancora /(x)=  a®,  ed  avendo  trovato  nei  n.‘ Ho, 
6.»  ed  81 

la  formola  di  Taylor  fornita  del  suo  resto  ci  darò 
a®+"=  + + 

^2.3...(ii— 1)"  ^2. 3. ..fi  ) 

Dividendo  questa  equazione  per  a®,  c poscia  cangiando  h 
in  X,  nasce  l’altra 


«*=  1 -f  — a:  -f  I I x' 

i-f  , +•••  2.3..;(fi-l)  ^ 


V I 


+ 


n 

2.3.. .n  ^ ’ 


ma  in  questa  il  resto  — — a*®  converge  a zero  ( 183  ) a 


4 
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seconda  clic  cresce  n : dunque  per  ogni  valore  di  x sarà 
« = 1 + Y . X + — X + + cc, , 

e pel  caso  particolare  in  cui  a = e , c quindi  /«  = 1 , sarà 

X X»  iS 

e=l  + ar  + — + — + ec. 

200.  Per'  rapporto  ai  logaritmi , posto  f{x)  = Ix , abbia- 
mo dai  n.‘  Kj  , 7"  e 81 

I I (,,\  2 . 3 . . . ( » — t ) 

f (X)  =-,/'(*)  = - 4 ’ w = ± — ? ■ 

Dunque  / { a;  -|-  A ) = 

A"-' 


^ , £ ^ -1- 


A" 


2x‘ 


Sx* 


quindi  / ^ 1 -f-  ^ = 


(a-l)x« 


n(x  -+-  OA)" 


£ 

X 


A* 


A" 


2x* 


3x® 


(fl  — l)x" 

o più  semplicemente  , ponendo  à = xz , 


n(x-f-#A  )” 


201.  La  convergenza  della  serie 


Il  ( 1 -H  Os  )" 


-s 


zi 


~2-  + -3 -4-+ec. 


è chiara  dal  n®  195  quando  s cade  tra  zero  ed  1 ; e quan- 
«Iq  più  generalmente  z cade  tra  -|-1  e — 1 si  rende  ma- 
nifesta dal  n.®  197  , perchè  il  rapporto  del  termine  n'’"** 

«n—  * 

che  sarebbe  rp  ^ al  precedente  ± ^ — j- , che  vien  espresso 

da ,7~  * > limite  — z,  che  per  ipotesi  è minore 

di  1.  Al  contrario  questo  medesimo  limite  rende  palese  la 
divergenza  della  serie,  quando  z non  cade  tra  -+-  1 e — 1. 
Tornando  alla  ipotesi  che  z cada  fra  -f  1 c — 1 , rimane 
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a vedere  se  il  reslo  della  serie  converga  o no  a zero  ; nel 
che  bisogna  distinguere  due  casi. 

Il  primo  è quando  z è positivo,  ed  allora  essendo  - ~<rl 
. . l-t-Oz  ^ ’ 

e evidente  che  il  resto  della  serie  converge  a zero. 

Nel  secondo  caso  poi  s è negativo , onde  surrogandovi 

— z prende  la  forma , che  non  lascia  vedere  se  esso 

n(l— ds)" 

tenda  a zero,  perchè  non  si  scorge  se  la  frazione  — - — 

1 — #z 

Sia  vera  o spuria.  Ma  in  questo  caso  il  dubbio  sarà  dilegua- 
lo ricorrendo  alla  seconda  forma  innanzi  ( n.  193  ) data  al 
resto  della  serie  , la  quale  forma  ci  dà  in  x 

(1 

(x-HOà)"  ’ 

e cangiandosi  h in  — xz  , diviene  , astrazion  fatta  dal  segno 

_ /Z  — ezy- « _ z 
(1— 6z)"  \1— «z/  1— «Z 

Qui  difatti  si  scorge  ebe  — _ - è una  fraziono  vera,  on- 
de il  primo  fattore  converge  a zero  ; c in  quanto  al  secondo 
fattore  , quando  anche  la  Trazione  vera  6 convergesse  ad  1 
al  crescere  n ( che  è la  ipotesi  più  sfavorevole  ),  pure  avrebbe 

per  limite  l’ espressione  il  cui  valore,  comunque  gran- 
de , è sempre  una  quantità  determinata.  Dunque  il  resto  della 
.serio  converge  sempre  a zero  , o quindi  possiamo  scrivere 

/(I  -f  2)=2— y— y-f  ec.  (A) 

pei  valori  di  z compresi  tra  -f  I e — I ; tornando  poi  alla 
serie  primitiva  in  x , avremo 

Il  I L \ I là  /i‘  4-1 

/(X + 

dato  che  x sia  positivo  , e che  h cada  fra  -f-  .r  e — .r. 

202.  Queste  serie  non  sono  convergenti  a segno  da  poter 

23 
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servire  ad  una  cumoda  valutazione  dei  iogaritaii  ; ma  da 
esse  faciiraonle  si  desumono  altre  serie  , che  sarebbero  adat- 
tatissime  a quest’oggetto  (a).  Difatti,  cangiando  2 in  — 2 nella 
serie  (A)  si  ha  l’ altra 


e togliendo  questa  dalla  prima  rimane  con  più  convergenza 

/}^  = 2(2+y  + y+  )• 

Da  questa  poi , facendo 

• L±l=^  , donde  2 =—  , 
l-z  y ’ 2y-i-l  ’ 

nasce  la  serie 


%+l)=/j,+2(5-i 


+ 


2y-i-l  ' 3^2y-Hl)5  ' 5(2y+l)5 


“f-  OC 


) (») 


di  convergenza  assai  maggiore  , e tanto  più  grande  quanto 
maggiore  si  suppone  //.  Con  questa  pertanto  sarebbe  facilis- 
simo il  calcolo  dei  logaritmi  dei  numeri  2,3,...  ponendo 
successivamente  //  = 1 , = 2, . . . 

203.*  Per  valutare  anche  piii  facilmente  che  non  si  farebbe 
colla  serie  (B)  il  logaritmo  neperiano  di  10,  c per  iscoprire 
la  relaziono  che  vi  ha  tra  i logaritmi  ed  i radicali , faccia- 
mo 1 + z = nella  serie  (A)  del  n."  201  : avremo 

/a:=(a:— 1)— |(ar  — l)’-f  t(^— 1)*— t(*^— (C) 

Or  questa  serie,  ponendo  a:  = 0,1  dà 

/.IO  = 0,9  + ^ ( 0,9  )•  -f  I ( 0,9  )»  + 7 ( 0,9  )*  + ec. 


con  che  si  ottiene  prontamente  /.IO  = 2,30238509. . . 

Questo  è dunque  il  fattore  per  cui  bisogna  moltiplicare 
il  logaritmo  briggiano  di  un  numero , por  avere  quando  oc- 


fa)  Quando  è dimostrala  vera  una  equazione  di  cui  un  membro  è una 
Serie  infinita  , debbono  tenersi  vere  le  altre  clic  se  ne  desumono  me- 
diante le  operazioni  permesse  a farsi  nell’ equazioni  i cui  termini  son 
di  numero  finito , purché  le  nuove  serie  che  per  tal  modo  si  prescnl.ino 
sieno  pur  esse  convergenti. 
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corra  il  logaritmo  iicpt^riano  dolio  stesso  numero  ; ed  efTet- 
luala  in  decimali  la  divisione  dell’  unità  per  tal  fattore  , il 
quoziente  yJ/ = 0,43429448 ...  è , viceversa,  il  numero  per 
cui  bisognerebbe  moltiplicare  i logaritmi  neperiani  ( die  sono 
i piu  semplici  a valutarsi  direttamente  ) a fine  di  cavarne  i 
bnggiani , o in  altri  termini  è il  modulo  del  sistema  brig- 
giaiio  ( noia  del  n.“  66  ). 

204.  • La  serie  (C)  del  n.°  precedente  non  potrebb’ esse- 
re veramente  utile,  se  non  quando  x differisse  pochissimo  dal- 
l’unità; ma  potremo  farla  servire  anche  pei  numeri  comun- 

t 

que  più  grandi  dell’  unità  , sostituendo  ad  x una  volta  r"  , 

I 

ed  un’altra  volta  x ". 

Infatti  si  hanno  per  tal  mezzo  le  due  serie 

feraf  (l/r— l)— t)  — cc.  j ’ 


lx=n\(  1— i.f. 


iV 


ì 


la  seconda  delle  quali  è sempre  convergente  , { n.  196),  la 
prima  poi  lo  ò soltanto  dal  valore  di  n in  sopra  che  rcn- 

m 

de  X <^2,  (n.  193).  Quindi  supponendo  n tale  che  si  ve- 
rifichi questa  condizione  , ambedue  le  serie  saranno  conver- 
genti ; ed  osservando  che  i segni  dei  termini  di  una  serie 
sono  alternativi,  mentre  quelli  dell’altra  son  tutti  positivi, 
avremo 


Ix  < n(|/.r  — l)  . e /./•  > n ^1 : 

il  che  somministra  per  Ix  due  limiti  , che  si  possono  ren- 
dere vicini  uno  all’altro  quanto  si  vuole,  aumentando  l'e- 
sponente n del  radicalo. 

203.'*  Supponendo  u=.rx,  ^ la  regola  del  n.®  149  dà  !x 
p<’r  valore  aeH’ uno  e dell’ .altro  limite;  dunque  si  può  ri- 
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5 (lardare  come  espressione  esilità  di  Ix  1’  una  o Fa  lira 
elle  formule 

n {^yà;  — l)  , ed  n , 

quando  n si  suppone  infìnito  ; e quindi  potendosi  considerare 
i logaritmi  come  appartenenti  alla  classe  dei  radicali , può 
dirsi  che  ogni  numero  abbia  infiniti  logaritmi , perchè  la 
sua  radice  di  grado  infinito  ammette  infiniti  valori. 

È per  altro  notevole  che  in  virtù  delle  stesse  formole  un 
solo  di  tali  logaritmi  è reale  ; perchè  quando  anche  il  nu- 
mero infinito  n voglia  riguardarsi  come  pari , non  sarà  le- 

R 

cito  prendere  indifierentemente  col  scoto  -f- , o col  se- 
gno — , ma  converrà  usare  costantemente  il  segpo  , acciò 
1 risultati  delle  due  formole  sieno  di  accordo  in  quanto  al 
segno.  E siccome  quando  x si  suppone  negativo,  non  riesce 
possibile  che  amcnduc  le  formole  divengano  reali  e di  segni 
simili  per  uno  stesso  valore  di  n , questo  fatto  indica  per  sè 
solo  che  un  numero  negativo  non  ammette  alcun  li^aritmo 
reale  : di  accordo  con  ciò  che  si  desume  dalla  definizione 
dei  logaritmi. 

206.  Per  faro  adesso  qualche  applicazione  della  serie  di 
Stirling,  toglieremo  ad  esempi  alcune  funzioni  circolari  sem- 
plici. 

In  primo  luogo  , supposto 

f{x)  = sen  ar,  abbiamo  dal  n.”  81  = scn^  a:  -f-  «0. 

Quindi  ;/(0)  = 0 ,/  (0)  = 1 (0)  = 0 (0)  = - 1 , 

/"(0)  = 0,r(0)  = l,.../'— >(0)  = sen(«-l)5. 


c per  la  formola  di  Stirling 
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207.  In  simil  modo  per  la  funzione 
f(x)  = cos  X,  essendo  dal  n.°  81,/^"^  {x)  = costar  + " g)  ’ 
avremo  /(O)  = 1 (0)  = 0 (0)  = - 1 (0)  = 0 , 

/•’(0)  = l,/’(0)  = 0,.../'-*>(0)  = cos(«-l)^; 
e quindi 


cos  x—\ 


+ 


2.3.4 


2.3...(n— 1) 


COS  (« — 1) 


+ ; 


• cos 


(flar  + «0. 


2.3. ..n 

Ora  siccome  i valori  del  seno  e del  coseno  di  un  arco 
qualunque  cadono  tra  — 1 e 4-  1 > i rcsli  delle  recate  due 
serie  convergeranno  (n.  183)  a zero  ; onde  senza  più,  tali 
serie  ( dovute  a Newton  ) protratte  all’  infinito  saranno  con- 
vergenti per  qualunque  valore  di  ar , ed  avranno  per  somme 
o limiti  rispettivi  sena:  e cosar. 

208.  Supponendo  ora  f (ar)  = are  tnn  x , abbiamo  dal 
n.”  53 , 14." 

/ (ar)  = ^.  = (l  + ar*)”‘ = 1 -ar* -f  ari- ar«  + ec. 

pei  valori  di  ar  compresi  tra  — 1 e + 1.  Quindi , senza  di- 

fiendcre  dalla  serie  di  Stirling,  osserveremo  che  essendo  una 
unzione  pari  di  ar  la  derivata  di  arctanar,  quest’arco  esso 
stesso  sarà  ( n.  42  ) una  funzione  dispari  di  ar , e sarà  le- 
cito supporre 

are  tan  ar  ossia  f{x)  = y^ar  + Bx^  -|-  Cx^  -}-  Dx''  + ei-'* 
a patto  che  questa  serie  sia  del  pari  convergente  fra  i detti 
limiti.  Ma  da  questa  supposizione,  derivando  i due  membri 
emerge 

f {x)  = A + 3Ar*  -I-  -f  7Z?arfi  -f  oc. 

dunque  per  l’ accordo  dei  due  sviluppi  di  p (ar)  è mestiei  i 
che  sia 


y^=i,^=--,6’=-,y;=-i. 


cc. 
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oppiTÒ  cTvrcino 


1*5  '1*5 

are  laii  x-=x  — y + — — - -f  eo. 


(L) 


pei  valori  eli  x eonleuuti  fra  — 1 e + 1 , essendo  che  allora 
questa  serie  è convergente. 

Nel  oaso  precisamente  di  x — 1 — lan  ^ , questa  serie  , 
dovuta  a Leibnitz  , dà  l’ altra  numerica  e oltremodo  semplice 


I l 1 

— h h ec. 

3 ' S 7 -r 


Nondimeno,  questa,  per  la  sua  lentissima  convergenza  non  sa- 
prebbe dare,  senza  improba  fatica,  un  valore  sulficientemente 

esatto  di  ir;  ma  nella  serie  (L)  supponendo ar =-^  = tan^  , 
si  ottiene  con  serie  ben  più  convergente 


e fu  con  questa  ebe  Lagny  ebbe  la  costanza  di  valutare  il 
numero  ir  con  127  cifre  uecimali. 

209.  * In  generale  si  vede,  che  laddove  si  potesse  spezzare 
r arco  ir  in  parti , le  cui  tangenti  fossero  delle  frazioni  ra- 
zionali ed  aventi  l’ unità  per  numeratori  , ciascuna  di  esse 
parli  , c quindi  l’ intero  arco  ir  , si  valuterebbero  comoda- 
mente per  via  di  serie  convergentissime.  Or  questo  appunto 
si  ottiene  colla  forinola  qui  appresso  del  geometra  inglese 
Macliin  : 

^ = 4 are  tari  - — are  tan  — , (M) 


(che  verificheremo  bentosto).  Infatti  desumendo  dalla  serie 
di  Ijcibnitz  gli  archi  le  cui  tangenti  sono  - ed  — , e so- 
stituendone r espressioni  nella  detta  formola  , si  trova 

( 4(^ L + J l-  + ec.)) 

n_J  \s  3.53^5.55  7.31^  /f 

( (2^  3(239)5  + 5(239)5  “ ' ) ) 


1 


Digitized  by  Google 


ni  CALCOLO  DIPFEKt^ZIALE. 


183 


donde  coi  soli  termini  notati  si  cava 
= 3,14139261)3. 

In  riprova  della  forinola  (JI)  di  Macliin,  osserviamo  elio 
avendosi  dalla  trigonometria 


lan  ( « -{-  A ) = 


lan  a -t-  lan  A 
1 — tali  a (an  A ’ 


^ 2 tali  a 

c (imiuli  taii2«=- — , 

' 1 — tali’  a 


1 5 

il  doppio  dell’arco  la  cui  tangente  è - avrà  per  tangente  — , 

e il  doppio  di  quest’  altro  arco  , ossia  il  quadruplo  del  pri- 
120 

ino  avrà  per  tangente  — • Pertanto  la  formola  in  qiiislione 
equivale  ali’  altra 


» 120 

- = are  tan  — — — are  tan 
■4  119 


1 

239  ’ 


o vero 

* , ,1  ,120 

Ora  essendo  1 la  tangente  di  ^ , quella  del  primo  nienibru 
di  quest’  ultima  equazione , pel  notato  valore  di  lan  {a-\-b)  si 
trova  essere  1^,  che  è pure  la  tangente  del  secondo  membro. 

I numeri  indicati  da  e , dal  logaritmo  briggiano  di  e , 
e da  ir  essendo  frequentissimi  a presentarsi  nell’ analisi  c 
nella  geometria , conveniva  che  si  dessero  pel  secondo  e 
pel  terzo  (siccome  nel  n.°  48  pel  primo  ) due  serie  alle  a 
farli  valutare  agevolmente  , c con  quel  grado  che  si  vuole 
di  approssimazione. 
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CAPITO  L 0 XIX. 


Forinole  di  Taylor  e di  Siirlina  estese  alle  funzioni 
di  più  variabili,  e forinola  di  Lagrange. 


210.  Consideriamo  la  funzione 

dove  X e y esprimono  due  variabili  indipendenli , e suppo- 
niamo che  a C|ue8te  variabili  si  diano  gli  aumenti  rispettivi 
h e k.  Trattasi  di  sviluppare  in  serie  ordinata  secondo  le  po- 
tenze ascendenti  di  A c A,  il  novello  valore  che  prenderà  la 
funzione , e che  viene  indicato  da 

f{x-\-h,y  + k). 

A tale  oggetto  porremo  h = ait , k = pi , e considerando 
la  quantità  f{x-\-»t,y-\-^t)  come  una  funzione  di  i indi- 
cata da  F{t) , sarà 

^ ( 0 =/(  ® ! y + /^O- 

Ora  la  funzione  F{t)  si  può  sviluppare  secondo  le  potenze 
di  / mediante  la  serie  di  Stirling  ( ;i."  189),  e servono  al- 
l’uopo le  derivate  successive  di  F{1).  Per  trovare  queste  de- 
rivale poniamo 


donde  ^=. 


u = x + sU,o  = y-\-^l, 

— ■ 
di' 

Sarà  F [t)=f{u  ,v) , e quindi  pel  ii.“  62, 
df  da  df  dv  df  df 


- = /3. 

di  ^ 


(1) 

(2Ì 


(3) 


^ da  di  dv  di  da  rfr  ^ ' ' 


ma  essendo  per  l’ equazioni  (1) 
dal  n.”  S7 


da du ^ 


abbia  ino 


da 


ossia 


df  da  _ df 
du  dx  dx  ‘ 


df  df  dv  df 

— ossia  — — , 


(a)  Qui  e nel  seguito  di  qiieslo  n.®  la  sola  caratteristica  f è scritta 
in  vece  di  quando  nel  denominatore  vi  ha  » o v,  ed  è scrit- 
ta in  vece  di  , y-4-^/)  quando  nel  denominatore  vi  ha  ar  o y. 
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In  simil  modo  , prendendo  la  derivata  dell’equazione  (3), 

e ponendo  mente  clic  in  essa  ciascuno  dei  simboli  ~ ~ 

du  do 

può  contenere  ad  un  tempo  «co,  avremo 


d*f  dv 


dvdu  di 

o più  semplicemente , per  l’ equazioni  (2) , 


dudv  di  ^ ' dv*  di  ^ ’ 


ma  dal  n.°  94  abbiamo 


dvdu 

d'f 


/3* 


</*/• 


-^0.3+^  3'-  •• 

dudv  dv*^  ’ 

, , — . , , e secondo  abbiam  ve- 
dvdu  dudv 

duto  poc'anzi  le  derivazioni  fatte  per  rapporto  ad  « c t;  nella 
funzione  _/(  M , n ) , e poi  seguite  dalla  sostituzione  di  a: + »/ 
ed  in  vece  di  m e »,  danno  gli  stessi  risultati  che  le  de- 

rivazioni immediatamente  nella  funzione  j\x-\-o.l 
per  rapporto  ad  a:  e y : dunque  la  precedente  espressione 
F"  {t)  non  è diversa  dall’altra 

Parimente  si  avrebbe 


^dx*dy  ^ " dxd,/'^ 

e via  innanzi  con  legge  analoga  al  binomio  di  Newton. 

Dopo  ciò,  facendo  < = 0 nella  funzione  F [i)  e nelle  sue 
derivale,  ed  osservando  che  allora  la  funzione^(ar+«/,y+i5/), 
indicata  in  esse  dalla  sola  caratteristica  /,  ritorna  alio  stato 
primitivo  ,y)  che  per  brevità  indicheremo  qui  appresso 
colla  sola  caratteristica  /,  avremo 

F (0)=/, 

/*'(»)=g'-  + 2:S*^  + S?'. 


dy' 


dxdy 

F-“  (0)  = g ..  + 3^  + 3 S 


24 
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e quindi  por  la  forinola  (S)  del  n.°  189  sarà 


4-  — /3 


^ dx* 

4-  2 

4- 

^ di/'  ^ 


-S- 


dxdy*’ 

dij 

dyi 


+ 


Hiinettcìido  adesso  4 e A;  in  luogo  di  cui  e /3/,  emerge  la  ri- 
chiesta serie  di  Taylor  estesa  alle  funzioni  di  due  variabili 


dx 

+f*+ 

+ 


dx*  2 ^ dx»  2.5 
d*f  Ai  _d^  ^ /■ 

dxdy  1 I dx'dy  2 1 


d'f  k' 

dy'  2 


dxdy'~\.  2 


4- 


d\f  XJ 


4- 


2.8 

211.  Per  avere  il  vetlo  che  si  dee  unire  ad  n termini  di 
questa  serie  a fine  di  compiere  il  valore  di 
osserveremo  che  l’analogo  resto  della  preceaente  serie  in  / 
ammette  (n.*  182  e 193)  la  doppia  forma 


2.3. ..n 


2.5...(m— 1) 


Jy"  /a 

dt/^  /j?-h  ®2«/ , y 4~  ®ij3/ 


’x  -f-  Ùxi  3 y + 


dove  i simboli  scritti  appiè  delle  parentesi  servono  a ricor- 
dare che  dopo  aver  trovate  le  derivate  parziali  scritte  dentro 
le  parentesi , debbono  le  a:  e y cangiarsi  rispettivamente  in 
x-|-6<*/  ed  y-f-6(3/,  o pure  in  x + 6,o/  ed  espri- 

mendo 0 e 0,  due  ignote  frazioni  positive.  Il  perchè , sosti- 
tuendo ancora  4 e A ad  e /3/ , il  resto  da  unire  ad  n ter- 
mini della  sunnotata  serie  di  Taylor,  estesa  alle  funzioni  di 
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due  variabili , verrà  espresso  da  ciascuna  delle  due  formnle 

2-S--»W  *"  /,. 


■ > y + 


2.3. ..(n-1)^^/  /x 


' -f-  tih  , y tik 


Quando  si  è certo,  mediante  una  qualunque  di  quest' e- 
spressioni  , che  il  resto  converge  a zero  a seconda  che  cre- 
sce n , la  serie  in  parola  protratta  all’  infinito  sarà  conver- 
gente, ed  avrà  per  somma  o limite  A).  In  tutti 

i casi  poi,  unendo  il  resto  ai  primi  n termini  della  serie  si 
avrà  per  somma  f{x-\-h,y-\-k),  purché  la  fiinzioney(ar,y) 
e le  sue  derivate  parziali  sino  all’  ordine  inclusivo , sieno 
continue  da  :r  e ^ sino  &A  x h q y k. 

212.  Ponendo  a:  = 0 e y = 0 nell’  ottenuto  sviluppo  di 
Taylor,  si  ottiene  lo  sviluppo  di  f{h,k)-,  onde  poi  voltando  /t 
e.  k in  X e y , nasce  la  serie  di  Stirling  estesa  parimente 
alle  funzioni  di  due  variabili 


dx'  2 


+ 


+ x.y+S7f  + 


2.3 


4- 


/o  X'  y 


dxdy  1 1 ' dx'dy  2 1 


T+... 


+ + 

i/y“  2 ' dxdy 


I o ''  * * * 


4 


« y* 


4 ... 


dyi  2.3 

dove  lo  zero  scritto  appiè  della  caratteristica  jf  serve  como- 
damente a indicare,  cW  nella  funzione  f{x,y)e  nelle  sue 
derivate  parziali  devesi  porre  a:  = 0 e y = 0, 

213.  Similmente,  facendo  j.=0  e »/=0  nelle  due  espres- 
sioni sopra  trovate  pel  resto  della  serie  di  Taylor,  e poi  ean- 

giando  n c A in  ar  e y,  si  hanno  per  quello  della  serie  di 
lirling  le  due  formolo 


(l-d.) 


I {d”.f  n , , »\ 

) '(/j;  * r/y**  /o  I J* , f*  ly 


2.3.  I 
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Se  per  una  di  queste  formole  si  rende  certo  che  il  resto 
converge  a zero  al  crescere  di  n , la  serie  protratta  all’  in- 
finito convergerà  \erso  J\x,yy,  ma  in  tutti  i casi,  unendo 
il  detto  resto  agli  n termini  che  lo  precedono  si  avrà  l’equi- 
valente della  funzione  J(^x  ,y)  , solo  che  questa  e le  sue 
derivate  parziali  sino  all*  ordine  inclusivo  , sieno  conti- 
nue da  zero  ad  ar  e da  zero  ad 

214.*  La  generalità  dei  principii  ( ».•  57  e 64  ) sui  quali 
riposa  il  procedimento  qui  innanzi  seguito  per  estendere  la 
serie  di  Taylor  alle  funzioni  di  due  variabili , non  ci  per- 
mette di  dubitare  che  il  medesimo  potrebbe  similmente  ap- 
plicarsi alle  funzioni  di  quante  si  vogliano  variabili,  senz’  al- 
tra difficoltà  che  la  lunghezza  dei  calcoli  all’uopo  necessari. 
E in  quanto  ai  risultati  , stando  alla  induzione  che  si  trae 
con  legge  manifesta  dalle  formole  ottenute  per  le  funzioni  di 
una  e di  due  variabili , e adoperando  una  notazione  simbo- 
lica analoga  a quella  già  usata  nel  n.°  93  , potremo  scri- 
vere compendiosamente 


f{x-yh,y-\-k,z.-yi,...)  =/(  X ,y  ,z, 

(s+5+i+---)^+(s+4+é+---)  o+ 

(é+i+^+-yTfs+- 

e detto  il  resto  che  va  unito  ad  n termini  di  questa  serie. 


Sara 


n /A-lAj L_l_  V ) 

d<y  dz^'")  t.2.3...n 

\d^-^d^  + lTz^-‘)  1.2.3. ..(«_!) • 

Da  queste  formole  poi  col  porre  5*=0,y=0,s=0,. . . 
e ■ con  voltare  in  seguito  h , k , , in  x ,y  , z . si  ha 

per  la  serie  di  Stirling  estesa  ad  un  numero  qualunque  di 
variabili , 


3 dVo 
1.2.3 
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e pel  resto  da  unirsi  ad  n termini  di  questa  serie  , 


1.2.3. ..n 


(^+Ì+É+--)" 

n A \n  / ^ I ^ I ^ 1 \’>  ,0,t/ yO,z,... 

+ + 1.2.3...^n-'j) 


Le  derivazioni  indicale  nelle  quattro  fonnole  del  resti  si 
riferiscono  (siccome  in  quelle  delle  serie)  alle  semplici  va- 
riabili X , y , z . e. dopo  effettuate  si  cangiano  queste  va- 
riabili in  a:  -f  , y + 6«  , 2 -f  6/ , . . . o puro  in  a;  + 0.4, 
y -}- 6,4 , 2 -f  0./ , . . . se  si  tratta  della  serie  .di  Tajlor  ; e 
si  cangiano  semplicemente  in  Ox  , 6y  , 62  , . . . o pure  in 
à,x  , 0,y  , 6,z  , . . . dove  si  tratti  della  serie  di  Stirling. 

2IS.*  So  si  volesse  svolgere  una  funzione  di  due  0 più  va- 
riabili in  serie  ordinate  secondo  le  potenze  di  una  sola,  tulle 
le  altre  si  riguarderebbero  come  costanti , c si  farebbe  uso 
della  formola 


/(x,y,2,...)=/(0,y,z,...)+/-(0,y,2,...).f  + 
/"(0,y,2,...).^-f/'"(0,y,z,...)..^-f  ... 


dove  le  derivazioni  indicale  dagli  accenti  si  riferiscono  tulle 
ad  X , e dopo  falle  si  pone  x = 0. 

Il  resto  di  questa  serie  dopo  n termini  vien  espresso  da 


I.2.3.. .« 


j^"\x,y,z,...) 


egualmente  che  da 


(i_e.)"— 'a." 
1.2.3...(;j— 1) 


quindi  la  serie  si  potrà  impiegare  con  n termini  seguiti  da  un 
tal  resto,  quando  pei  valori  che  si  attribuiscono  ad  y ,z  . 

la  funzione  J'{x  , y , z , . . . ) c le  sue  derivate  rispetto  ad  x 
sino  all’  ordine  n'""°  sieno  continue  da  zero  ad  x ; c si  potrà 
impiegare  come  serie  infinita , quando  per  1’  una  o l’ altra 
forma  del  resto  siesi  certo  che  esso  converge  a zero  al  cre- 
scere di  0 , come  avviene  ( n.  183)  quan^  la  derivata  da 
cui  dipende  cade  tra  limili  finiti. 
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216.*  Le  funzioni  di  una  o più  variabili  che  abbiamo  fi* 
nora  svolte  in  serie  ordinate  secondo  le  potenze  ascendenti 
di  una  o più  variabili  , non  sono  state  che  esplicite  ; poiché, 
a dir  vero,  la  trattazione  dello  stesso  argomento  per  rapporto 
alle  funzioni  implicite  non  sembra  competere  ad  un’  opera 
elementare.  Nondimeno  per  darne  un  saggio , cercheremo 
di  svolgere  soltanto  in  y una  data  funzione  di  z,  indicata 
da  /’(z),  nella  ipotesi  che  z dipenda  insieme  da  ar  e y me- 
diante una  equazione  della  forma 

z = ar  + y/(z),  (1) 

ammettendo  che  tale  sviluppo  sia  possibile , e che  y cada 
tra  limiti  convenevoli  acciò  lo  sviluppo  sia  convergente.  In 
generale  , la  dillicoltà  di  applicare  la  formola  di  Stirling  allo 
sviluppo  della  funzione  F {z) , ed  anche  a quello  della  sola  z 
cui  cercheremo  dapprima,  viene  da  che  bisogna  effettuare  lo 
sviluppo  indipendentemente  dalia  risoluzione  della  data  equa- 
zione , la  quale  risoluzione  è necessaria  per  conoscere  ciò  che 
diviene  z quando  y = 0:  infatti  se  ciò  si  conoscesse,  nulla 
impedirebbe  di  cavare  dalle  successive  derivate  della  stessa 

equazione  i valori  che  prendono  — , quando  ys=0. 

Ma  pel  caso  al  quale  intendiamo  limitarci,  ossia  per  una  e- 
quazionc  come  la  proposta , ognun  vede  che  la  detta  diffi- 
coltà non  ha  luogo,  perché  supponendo  y=0  si  ha  imman- 
tinente z = x,  ammettendo  che  allora  la  funzione  f{z)  non 
divenga  infinita. 

Le  derivate  parziali  dell’  equazione  (I)  rispetto  ad  r c y 
essendo 

eliminando  fra  esse  il  prodotto  yf  (z) , verrà 
(2) 

D’altra  parte,  dinotando  con  4. (z)  una  funzione  qualunque 
della  nostra  z,  abbiamo  per  le  ovvie  regolo  della  differenziazione, 
dz' 


I « 


<*!/ 


d‘z 

dyilx 


I f /«  ^ 

' dy  dx 
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quindi  eliminandovi  ^ e — uiercè  le  duo  euiia- 

' dy  dydx  dxdy  * 

zioni  precedenti , sarà 


dy 


'1-3  •/*  • ^ + ( 't-3  -/'3  +/3  • Vi  ) (^)  ; 


ma 


dunque 


Jz\'_d(fz.U)  dz 


dx  dx  ’ 


dy 


dx 


(A) 


Questa  equazione  ci  servirà  come  ausiUaria  a proseguire 

la  ricerca  delle  derivate  ■7-^  , -4 , . . . di  cui  abbiamo  biso- 

dy  dt/* 

gno.  Infatti , derivando  l’ equazione  (2)  per  rapporto  ad  y , 
viene  in  virtù  di  (A) 

dy'  dy  dx  ’ 

e poi , derivando  di  nuovo  questa  rispetto  ad  y si  ba 


dydx 


dSz 

dy^ 


dy 

dx 


ma  cangiando  Xs  in  ^3)*  nell’ ausiliaria  (A)  si  ottiene 


dy 


dx 


, dunque 


</*z 


dyi 


Parimente , la  derivala  di  questa  per  rapporto  ad  y è 


diz 

dyV 


dx' 

dy 


dy 

dx' 
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ma  cangiando  >{.z  in  {fzY  nell' ausiliaria  (A)  risulla 


dy  dx 

c in  generale  , per  induzione  , 


, dunque  77  = 


a 2 


(T- 


dyi 


dx^ 


dx' 


n—  I 


(B) 


ds 


Or  quando  si  suppone  t/=0,  risulta  z = x,  e — =1,  il 
die  riduce  la  precedente  espressione  generale  (B)  all’altra 
/£z\  ^d’'-'(fxf 
\dy’'/0  dx”^'  ’ 

dunque  mediante  quest’ ultima  equazione  e la  serie  di  Stir- 
ling  sarà 

. y y'  à.(fx)'  , y»  dV(/x)J  , ..  , ,, 

217.*  Dopo  ciò,  se  si  tratti  di  /’(s)  in  luogo  di  z,  os- 
servando che  — avremo  in  virtù  dell’ e- 
dy  ''  ' dy' 

quazione  (2), 

dF{z) 


^=/-'(i)./(s).  e quindi 


ma  surrogando  F'z.fz  a 4(2)  nell’ equazione  ausiliaria  (A) 
troviamo 


dy 


, dT(z) 

; dunque  ; 


rf®  ’ ’ rfy*  i/iT 

Allo  stesso  modo,  con  sostituire  successivamente  in  (A)  a 
4-z  le  funzioni  Z’' (5). (jTz )*,/’' (s).(/s)* , ...  si  ottengono 
espressioni  dalle  quali  per  induzione  si  desume 


d^Fj 


dx'' 
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e quindi  pei  valori  particolari  y = 0 , z = or , 

J"— [/->(x).(/r)"l  , 


V dy-  )o~ 


dopo  di  che  la  forinola  di  Stirling  dà  senza  pena 


F{z)=F{x)+\F'(x).f{x)+{- 


y'  d[F'x.(fxy] 


y»  d^[F‘x.(fxy]  , , y 

1.2. S da*  1.2.3... n 


2 dx 
n >n—  I 


+ 


[F'x.ijxn 


dx''-' 


^-ec. 


(L) 


218.  * Questa  formola  , di  cui  la  precedente  (/)  è un  caso 
particolare  , e con  cui  si  può  sviluppare  in  serie  ordinata  se- 
condo le  potenze  ascendenti  di  y la  funzione  F{z\  data  impli- 
citamente in  y mediante  l’equazione  z=x-\-^[£) , si  deve 
a Lagrange  e ne  porta  il  nome.  La  medesima  si  applica  con 
vantaggio  all’ equazioni  algebriche  non  meno  che  alle  trascen- 
denti; ma  è sopra  tutto  in  quest’ ultime,  dove  torna  senza  para- 
gone più  utile  dei  metodi  adoperati  prima  che  fosse  stata  sco- 
perta. Gos'i  per  l’equazione 

z = ar  -f-  « sen  z 

la  formola  (/)  del  n.°  precedente  dà  per  z la  serie 

, • , «*  </.sen*ar  , •*  d*.ten^x  . 

» = » + T + TTi -*- + 7X5 

•*  <S 

c=  a:  + * sen  ar  -f- — sen  2x  + — (3sen3ar — scnx)-fec. 

2 o 

la  quale  riesce  convergentissima  quando  e dinota  una  fra- 
zione molto  piccola,  (a) 


(a)  L’ equazione  z=x-^t  sen  z ti  riferisce  ad  un  problema  celebre 
in  astronomia  sotto  il  nome  di  problema  di  Kepler.  In  essa  x esprime 
una  quantità  proporzionale  al  tempo , « dinota  il  rapporto  dell'  eccen- 
tricità al  semiasse  maggiore  dell’orbita  ellittica  di  un  pianeta,  e z l'an- 
golo ebe  dicesi  anomalìa  eccentrica  dello  stesso  pianeta.  Pertanto  la  se- 
rie trovata  dà  con  pochissimi  termini  un  valoro  sufficientemente  esatto 
di  quest’anomalia,  almeno  pei  pianeti  primari  (tranne  Mercurio),  ri- 
spetto ai  quali  • è una  frazione  assai  piccola. 

23 


% 
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Se  poi  si  volesse  il  logaritmo  di  z,  la  serie  (L)  darebbe 
senza  dilBcoltà 


,s<‘n\r 


,8en®  X 


, , , e sen  X 

/z  = /x  + r 

I X 


1.2  dx 


1.2.3  dx' 


ec. 


risultato  che  qui  sarebbe  inutile  di  porre  sotto  altra  forma,  e 
che  ci  porge  la  occasione  di  osservare  che  sovente  l’ uso  della 
formola  (L)  torna  superfluo  ; perchè  laddove  siasi  calcolato  il 
valor  numerico  di  z mediante  la  formola  più  semplice  (/), 
quello  della  funzione  F{z)  potrà  valutarsi  direttamente  se  que- 
sta funzione  abbia  una  delle  forme  z"* , log  z , a* , sen  z , ec. 
giovandosi  all’uopo  delle  tavole  dei  logaritmi  e dei  seni. 

E in  quanto  alla  stessa  formola  più  semplice  {l) , osser- 
veremo che  pel  caso  in  cui  nell’  equazione 

z=x-fz^(z)  (1) 

il  valore  di  y fosse  piccolissimo , l’ utilità  pratica  di  essa  ri- 
ducesi  a dispensarci  da  un  metodo  penoso  di  ottenere  per  z 
valori  di  più  in  più  prossimi  al  vero,  per  mezzo  di  tante  so- 
stituzioni successive.  Infatti , disprezzando  da  principio  il  valor 
piccolissimo  di  y , si  ottiene  x per  primo  yalor  prossimo  di  z. 
Quindi  la  sostituzione  di  questo  vmore  in  luogo  di  z nel  se- 
condo membro  dell’equazione  (1) , ci  dà  ^ + per  se- 
condo valor  prossimo  di  z ; valore  che  sostituito  parimente 
a z sotto  il  segno  f di  quel  secondo  membro , somministra 
un  terzo  valore  di  z,  vieppiù  approssimato:  e cosi  di  seguito. 


\ 
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CAPITOLO  XX. 


Differenziali  dell’  arco  e delt area  delle  curve  piane, 
delle  superficie  e dei  solidi  di  rotazione. 

219.  Finora  ci  siamo  giovati  sovente  deile  considerazioni 
geometriche  per  facilitare  la  intelligenza  dei  principi!  atti- 
nenti alle  funzioni  primitive  o derivate , ed  in  questo  senso 

fmò  dirsi  che  abbiamo  applicata  la  geometria  all’  analisi  dif- 
érenziale.  Al  contrario,  in  questa  sezione  e nella  seguente  ci 
proponiamo  di  applicare  le  nozioni  di  analisi  dilferenziale,  di 
cui  già  siamo  in  possesso , alla  teorica  delle  curve  e delle 
superficie  curve , limitandoci  per  altro  a ciò  che  vi  ha  di 
fondamentale  in  quest’applicazione. * Incominceremo  dal  cer- 
care in  questo  capitolo  i differenziali  di  alcune  funzioni  di- 
pendenti dalle  curve  piane. 

220.  Consideriamo  sulla  curva  LMU  {fig-  29  ) espressa 
dall’  equazione  generale 


r arco  CM  compreso  tra  un  punto  dato  o fi.sso  C,  e il  punto  M 
variabile  colle  sue  coordinate  0P  = ar,  e PM  = y;  sia  inol- 
tre AC  l’ordinata  del  medesimo  punto  C.  È chiaro  che  la 
lunghezza  di  tale  arco,  l’area  del  trapezio  mistilineo  ACMP, 
la  superficie  della  zona  generata  per  la  rotazione  di  quell’arco 
intorno  alla  retta  fissa  OX,  e il  volume  del  solido  generato 
nella  stessa  rotazione  dal  detto  trapezio , sono  altrettante  fun- 
zioni ignote  di  x ; perchè  a renderne  determinati  i valori , 
è necessario  e sufficiente  che  sia  determinato  quello  di  x , 
stante  la  ipotesi  che  il  punto  C è dato  sulla  data  curva  LMU. 
Or  sebbene  queste  funzioni  , che  noi  dinoteremo  rispettiva- 
mente con  s ,u  ,v , non  sieno  ancora  per  noi  se  non  delle 


U=f{^) 


II 


ELEMBNTI 


196 

funzioni  puramente  raalemaliche  ( n.”  6 ) , perchè  non  ab* 
biaino  in  lingu^eio  analitico  l’ espressione  nella  loro  dipea* 
denza  dalla  variahile , pure  siamo  qui  in  grado  di  trovarne 
i differenziali , e noi  ad  ottenerli  più  brevemente  riguarde- 
remo come  linea  retta  ogni  arco  infinitamente  piccolo  della 
curva,  conforme  al  principio  dimostrato  nel  n.°  SI. 

In  tale  ipotesi  aumentando  l’ascissa  OP=o:  di  Vp=dx, 
il  cangiamento  Mm  che  subisce  l’ arco  CM  = « , e che  na- 
sce sottraendo  l’ arco  primitivo  CM  dal  nuovo  Qan , sarà  sti- 
malo una  linea  retta , c per  la  definizione  del  differenziale 
( n.“  22  ) rappresenterà  ds.  Nel  tempo  stesso  il  cangiamento 
mr  sofferto  dall’ ordinata  MP  , e che  nasce  pure  sottraendo 
l’ordinata  primitiva  MP  = y dalla  nuova  m/> , rappresenterà 
il  differenziale  dy.  Del  pan  il  trapezio  PMm/i  essendo  il  can- 

fùainento  sofferto  da  ACMP  = t , rappresenterà  d/  ; la  super- 
icie  convessa  del  tronco  di  cono  retto  generalo  dal  medesimo 
trapezio  esprimerà  du,  e il  volume  dello  stesso  tronco  sarà  do. 

221,  Ciò  posto  , il  triangolo  differenziale  Mrm  rettilineo 
e rettangolo  in  r , avendo  per  cateti  dx  e.  dy , e per  ipo- 
tenusa ds , ci  dà  immediatamente 

ds  = l^daf-l-dy'=dxl/l+^=dx\/l  + (fx)\ 

222.  La  nota  misura  del  trapezio  rettilineo  , applicata  a 
PM/njD  avente  per  lati  paralleli  y 6 y + dy , e per  distanza 
tra  essi  dx , dà  sulle  prime 

^ iy-h{y  + dv)ìff^  = !/(i^  + idxdy, 
ma  poi  disprezzando  l’inGnitesimo  di  secondo  ordine  al  pa- 
ragone di  quello  di  primo , rimane 

dl  = ydx—f(x).dx. 

223.  Da  ciò  segue  che  se  l’ equazioni 

y»  —ft  {^)  7 y*  (®) 

esprimano  due  airve  diverse  CM , DN  riferite  ai  medesimi 
assi , o pure  due  rami  diversi  CM , DN  di  una  medesima 
curva  avente  per  equazione  f{x,y)=0,  chiamando  t l’area 
CDNM  che  è la  differenza  delle  due  ACMP  ed  ADNP , sarà 

<*  = ( y.  — y.  ) «far  = (/,ar  —fa  ) dx. 
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224.  La  superfìcie  convessa  del  tronco  di  cono  retto  ge< 
nerato  dal  trapezio  VÌHnip  risulta  espressa , per  un  teorema 
conosciuto , da 

■;  [ 2'Try  -\-2ie  {y  dy)'\(is=^  %njd8  + 'Kdyds  : 
dunque  omettendo  il  termine  di  secondo  ordine , sarà 

du  = 2ntyds  = 2n(y  V dx'  -\-dif  — 2'Kf(x).dx  \/ \-\-{J''xf . 

225.  Dette  ancora  come  pocanzi  y,  c y , le  funzioni  di  x espri- 
menti le  ordinate  PM  e PN  dei  rami  CM  e DN,  l’ insieme  dei 
differenziali  delle  superGcie  generate  da  essi  risulta  espresso  da 

du  = 2iKdx{y^  V \ + (/.x)* -f  y,  1^1  -\-{j\x)' , 

chiamando  u la  somma  delle  due  superficie  ; ma  è osserva- 
bile che  questa  formola  ammette  una  riduzione  importante 
quando  i detti  rami  giacciono  simmetricamente  per  rapporto 
ad  una  retta  parallela  all’  asse  di  rotazione  OX  ( come  per 
esempio  avverrebbe  se  appartenessero  ad  un  cerchio  ) : allora 
infatti  le  loro  tangenti  nei  punti  M ed  N formando  coi  detto 
asse  due  angoli  conseguenti  l’ uno  dell’  altro , sarà 

/',ar  = — /.a;  e quindi  (/,ir)*  = (/',a:)*  ; 
il  perchè  la  formola  in  parola  si  ridurrà  a 

du  = 2^dx{y,  -f- y.  ) l/l  -f  (/'x )*. 

£ se  inoltre  quei  due  rami  appartengono  ad  una  stessa  curva, 
potranno  ancora  aver  luogo  altre  riduzioni , nascenti  da  che 
y,  e y,  sono  radici  di  una  stessa  equazione. 

22é,  Se  la  curva  CM,  o il  sistema  delle  curve  CM  e DN 
non  facesse  una  compiuta  rotazione  intorno  alla  retta  fissa 
OX , chiamando  rx  l’ arco  descritto  dai  punti  del  suo  piano 
distanti  per  l’ unità  da  quella  retta , la  superficie  generala 
nel  tempo  stesso  dalia  retta  Mtm  o dal  sistema  delle  rette  Mm 
ed  Nn  sarebbe  ad  evidenza  minore  dell’  intera  superficie  con- 
vessa del  tronco  nel  rapporto  di  rar  a 2-^  ; dunque  nelle  tre 
espressioni  dianzi  trovate  per  du  converrebbe  sostituire  ■ar  a 2ir. 

227.  Ritornando  al  tronco  di  cono  retto  generato  dal  tra- 
pezio PMmp , il  noto  teorema  relativo  al  suo  volume  ci  dà 
sulle  prime 
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dunque  sopprimendo  i termini  di  secondo  e di  terzo  ordine 
in  confronto  di  quello  di  primo , resterà 

dv  = 'xy'dx  — « {fx  )*  dx. 

228.  Inoltre , se  v dinoti  il  volume  del  solido , in  forma 
di  anello , generato  dal  trapezio  mistilineo  CDNM , ed  y,  e 
sieno  le  funzioni  di  x esprimenti  le  ordinate  dei  rami 
e DN , si  avrà  evidentemente 


eft)  = ir  ( y.*  — y.*  ) Étr  = T [ (/.z  )•  — (/.a:  )*  ] rfr  , 

e in  questa  formola  del  pari  che  nella  precedente  si  dovrà 
sostituire  xW  a v , quando  il  piano  della  figura  che  genera 
il  solido  non  compie  sua  rotazione  intorno  alla  retta  fissa , 
ma  coi  punti  lontani  dall’  asse  di  rotazione  per  V unità  de- 
scrive l’arco  a’. 

229.  In  ordine  ai  trovati  differenziali  ci  resta  a fare  alcune 
osservazioni.  Gli  assi  coordinati  della  curva  espressa  per  la 
equazione  y=f[x),  si  sono  supposti  tacitamente  rettan- 

Solari , come  ordinariamente  avviene  ; e dippiù , nel  consi- 
orare  le  superfìcie  c i solidi  di  rotazione,  si  è presa  la  retta 
fissa  per  uno  di  tali  assi.  Ora  per  queste  superficie  e per 
questi  solidi  è ben  chiaro,  che  la  detta  posizione  e scelta  di 
assi  non  saprebb’  essere  in  maggiore  armonia  colla  forma  di 
tali  grandezze , le  cui  estremità  hanno  i loro  piani  perpen- 
dicolari all’  asse  di  rotazione.  Ma  per  gli  archi  delle  curve 
la  sola  ragione  per  cui  si  preferiscono  gli  assi  rettangolari 
agli  obliqui  è la  maggiore  semplicità  dell’ espressione  ana- 
litica di  ds,  la  quale,  se  l’angolo  contenuto  dagli  assi  fosse  x 
diverrebbe 


ds=y^  dx*-\-2cosx.dxdy-\-dy'=dx\^  cos*  .fx+{fx)\ 

per  la  nota  relazione  fra  i tre  lati  e un  angolo  di  un  tri- 
angolo , che  qui  sono  ds  , dx  , dy  , e 180“  — ».  Pertanto 
non  sarà  superfluo  notare , che  in  qualche  raro  caso  di  una 
curva  che  si  trovasse  già  riferita  ad  assi  obliqui  , potrebbe 
darsi  che  nella  ricerca  della  primitiva  s convenisse  adope- 
rare questa  espressione  di  ds,  anzi  che  mutare  gli  assi  coor- 
dinati di  obliqui  in  ortogonali. 

230.  In  quanto  poi  alla  espressione  di  di,  siccome  essa 
diviene  semplicemente  senx.ydx  nella  ipotesi  degli  assi  obli- 
qui (perchè  allora  l’altezza  del  trapezio  e senx.dx 
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in  vece  di  dx),  così  non  vale  la  pena  di  cangiare  gli  assi 
di  obliqui  in  rettangolari  nella  ricerca  della  funzione  /,  non 
essendo  più  dilficile  questa  ricerca  quando  per  espressione 
di  dt  si  prende  %cna..ydx. 

231.  Inoltre,  nelle  grandezze  tolte  a differenziare  in  que- 
sto capitolo , r estremo  fisso  o dato  si  è tacitamente  suppo- 
sto giacere  in  modo  per  rapporto  all’  estremo  variabile  , ed 
alla  orimne  delle  coordinate  , che  al  crescere  la  variabile 
indipendente  x crescessero  ancora  quelle  grandezze  ; in  con- 
seguenza di  che  i differenziali  doveano  risultar  positivi , o 
piuttosto  di  segni  simili  alle  grandezze  differenziate , qualora 
piaccia  considerare  queste  grandezze  come  affette  da  un  se- 
guo. Converrà  dunque  premettere  il  segno  — alle  ritrovale 
espressioni  di  ds , di , du  e dv,  quando  per  contrario  gli  estre- 
mi delle  grandezze  indicate  da  « , / , u e v giacessero  in  modo, 
che  queste  diminuissero  al  crescere  la  x. 

232.  Osserviamo  finalmente  che  indicando  con  F (x)  la 
primitiva  corrispondente  ad  uno  dei  trovati  differenziali,  per 
esempio  di  ds , T espressione  generale  o completa  dell’  arco 
CM  sarà  F {x)  -}-  C.  In  questa  la  costante  C sarebbe  arbitra- 
ria (come  fu  osservato  sin  dal  n.“  26)  se  essa  non  dovesse 
adempiere  che  alla  condizione  di  aver  per  differenziale  l’e- 
spressionc  di  ds  in  a:,  e ciò  risponde  benissimo  a che  ar- 
bitraria è ancora  la  posizione  che  potrebbe  avere  il  punto  C 
senza  cangiamento  del  differenziale  ; ma  per  la  stessa  ragio- 
ne sarà  determinala  la  costante  C quando  è pur  tale  la  po- 
sizione del  punto  C : infatti  dovendo  in  tal  caso  l’ arco  CM 
ridursi  a zero  quando  il  punto  M coincide  con  C , dovrà 
l’espressione  C annullarsi  quando  x=a,  vai  quanto 

dire  dovrà  essere  A{a)-fC=0;  di  che  risultando  C= — F{a), 
r espressione  definitiva  della  lunghezza  dell’arco  CM  sarà 
F{x)-F{a). 

233.  Lo  stesso  è a dire  quando  F{x)  si  suppone  indicare 
la  primitiva  in  x di  di  ,du,dv,  da  trovarsi  a suo  luogo 
colle  regole  del  calcolo  integrale  : detta  a l’ ascissa  relativa 
al  dato  cominciamento  dell’  area  l , della  zona  u , del  volu- 
me V , e ritenuta  la  stessa  x per  indicare  l’ ascissa  relativa 
all’  altro  estremo  di  tali  grandezze , il  loro  valore  sarà  espresso 
daF(x)~F(a). 
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Tangenii , normali , ed  asintoti  delle  curve  piane. 


234.  Siano  x'  e y'  le  coordinate  variabili  della  tangente 
alla  curva  espressa  dall’equazione  y=f{x)  nel  punto  {x,y). 

Il  significato  geometrico  di  ^ osservato  nel  n."  32,  e le 

ovvie  nozioni  di  geometria  analitica  ci  daranno  bentosto 

(0 

per  equazione  della  tangente , equazione  che  si  avrebbe  an- 
cora considerando  la  tangente  come  identica  alla  retta  che 
unisce  i punti  {x  ,y)  e {x  dx  , y dy)  della  curva  ; 
cioè  a dire  considerando  la  curva  siccome  un  poligono  d’in- 
finiti lati , i cui  prolungeuneuti  sono  in  tale  ipotesi  le  tan- 
genti di  essa,  (a) 

233.  La  ritrovata  equazione  appartiene  alla  tangente , sì 
nella  ipotesi  degli  assi  rettangolari  che  in  quella  degli  assi 
obliqui.  Ma  in  quanto  alla  normale,  attenendoci  per  sempli- 
cità alla  prima  ipotesi , e riflettendo  che  essa  non  è altro 
che  la  perpendicolare  alla  tangente  nel  punto  {x  ,y)  ài  con- 
tatto , la  sua  equazione  tornerà  espressa  da 

y'  — yes  — a?),  ossia  a?+^(y'— y)=0  («) 

236.  Supponendo  che  l’ equazione  della  curva  abbia  la  for- 
ma più  generale  /’(x,y)t=0,  la  sua  derivata  per  rappor- 
to ad  x sarà 


dx  dy  dx 


dF  , . dF  , _ 


(a)  NeHe  applicazioni  geometriche  del  calcolo  dilTcrenziale , per  non 
perdere  il  vantaggio  di  poter  indicare  con  lettere  accentate  valori  ana- 
loghi a quelli  delle  steste  lettere  non  accentate , useremo  per  le  deri-- 
vate  la  notazioue  Leibniziana  : il  che  peraltro  non  esclude  che  la  no- 
tazione L^rangiana  possa  tuttavia  usarsi  riguardo  alle  lettere  che  tono 
carallerislicne  di  funzioni , come  <p  , I , . * . 
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ne  sarà  la  equazione  differenziale  ; onde  traendo  dalla  prima 
il  valore  di  ^ , e soslilucndolo  nell’  equazioni  ( / ) ed  [u) , 
avremo  in  loro  vece 


.dF 


(N) 


Dalla  prima  di  queste  si  vede  che  per  aver  subito  l’equazione 
della  tangente  dall’  equazione  differenziale  della  curva,  basta 
cangiare  in  questa  i differenziali  dx  c dij  nelle  differenze 
Coite  x'  — X e y'  — y : il  che  è affatto  naturale  quando  si 
consideri , da  una  parte  che  i differenziali  delle  coordinate 
X fi  y sono  identicamente  gli  stessi  per  la  tangente , e per 
la  curva  riguardata  come  un  poligono  d’ inCniti  lati  ; e da 
un’altra  parte  che  nella  retta  i differenziali  delle  coordinate 
sono  proporzionali  alle  loro  differenze. 

23’/.  Mediante  le  ritrovate  equazioni,  per  condurre  la  tan- 
gente o la  normale  di  una  curva  in  un  dolo  suo  punto,  non 
si  ha  che  a costruire  l’ equazione  corrispondente  ; perchè  al- 
lora > y ® ^ quantità  conosciute.  Ma  quando  il  pun- 
to dato  per  cui  si  vuol  condurre  la  tangente  o la  normale 
alla  curva  non  giace  su  questa , le  incognite  del  problema 
• sono  le  coordinate  a:  c y del  punto  di  contatto , e per  con- 
trario le  ar'  e y'  sono  da  stimarsi  cognite  ed  uguali  alle  coor- 
dinate del  dato  pnnto  , a Cne  di  esprimere  che  la  tangente 
o la  normale  passi  per  questo  punto.  Si  troveranno  dunque 
in  tal  caso  le  ignote  x f y combinando  ( mediante  la  elimi- 
nazione , 0 mediante  la  intersecazione  di  due  luoghi  geome- 
trici) l’una  0 l’altra  dell’ equazioni  (/)  , (n)  colf  equazione 
y=f[x)-  0 pure  funa  o l’ altra  dell’ equazioni  (T)  , (N) 
colla  equazione  F {x  ,y)=^Q. 

238.  Frattanto,  siccome  la  derivata  della  equazione  F{x,y)=di 
e anche  derivata  dell’altra  F{x,y)=C , qualunque  valore 
costante  si  abbia  C , coii  le  due  equazioni  (T)  ed  (I^  saranno 
le  stesse  per  tutte  le  curve,  ebe  oltre  della  proposta  possono 
desumersi  dalla  equazione  F{x,f/)  = C variando  C;  di  che 
nasce  che  riguardando  x'  e y'  siccome  costanti , ed  a:  e y 
come  variabili , tali  due  equazioni  esprimeranno  i luòghi  geò- 
metrici  dei  punti  ove  le  dette  curve  sono  toccato  dalle  tan- 

26 
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gcnli  che  partono  dal  punto  fìsso  {x‘  ,y‘),  o sono  interse- 
cate perpendicolarmente  dalle  normali  che  partono  da  que- 
sto medesimo  punto. 

239.  Anche  i problemi  più  dilEcili  di  condurre  una  tan- 
gente o pure  una  normale  comune  a due  curve  date,  si  tra- 
ducono immediatamente  in  equazioni  mediante  l’ equazioni  (T) 
ed  (N)  ; poiché  supponendo  essere  F^{x'  ,y')  = (ì  X equa- 
zione della  seconda  curva  , ed  {x  , y) , {x' , y' ) gl’ignoti 
punti  di  contatto  delle  duo  curve  colla  tangente  comune,  o 
(f  intersecazione  con  la  comune  normale,  insieme  coll’ equazio- 
ne (T)  o coll’equazione  (N)  avrà  luogo  Tequazione 


^{x~x')-i-^{y  — y')  = 0,  (T.) 

nel  oaso  della  tangente  ^ e l’ equazione 

' / /\  ' I I \ /V  \ 

).  (^.) 

nel  caso  della  normale,  .\dunque  il  problema  della  tangente 
comune  dipenderà  dall’ equazioni  /’=0,  A’,  = 0 , (T) , (T,);  e 
quello  della  comune  normale  dalle  altre  /’=0,/’,=^,(!V),(iV,): 
in  ambiduc  poi  sarà  lecito  sostituire  ad  una  delle  quattro 
(jquazioni  corrispondenti  quest’ altra 

dF  dF.  _ dF  dF. 
dx  dy'  dy  dx'  ’ 

che  si  desume  facilmente  da  esse,  e che  nasce  a />rtbn  dalla 
circostanza  che  nei  punti  ignoti  le  tangenti  alle  curve  debbono 
coincidere , o esser  parallele  ; difatli  ciò  esige  che  si  abbia 

r equazione  ^ = che  equivale  alla  precedente  in  virtù 

delle  derivate  dell’ equazioni  F = 0 , Ft  — 0.  È chiaro  inoltre 
che  se  la  tangente  della  prima  curva  esser  dovesse  normale  alla 
seconda , la  soluzione  del  problema  dipenderebbe  dall’ equa- 
zioni F=  0,  F,  = 0,  (T) , ed  (N.). 

, 240.  Dinotiamo  con  t ed  x gli  angoli  che  gli  assi  posi- 
tivi delle  X e delle  y formano  colla  tangente  prolungata  nel 
senso  delle  x positive  ; e por  simmetria  dinotiamo  in  egual 
modo  con  ^ e v gli  angoli  formati  dai  medesimi  assi  colla 
normale  protratta  nel  senso  delle  y positive.  Gli  angoli  r o v 
{ il  primo  dei  quali  è chiamato  da  Cauchy  viciinaztonc  della 
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curva  alt  asse  delle  x ) saranno  ainenduc  acuii  , epperù  i 
loro  coseni  saranno  positivi.  Inoltre,  pel  significalo  (iella  de- 
rivala ^ , questa  derivata  sarà  tangente  trigonometrica  di  r 
o del  suo  conseguente  ; c ciò  dee  bastare  per  dedurne 


formolo  che  possono  esser  utili  quando  si  debbono  conside- 
rare nel  tempo  stesso  i coseni  degli  angoli  die  la  tangente 
e la  normale  formano  cogli  assi  positivi , essendo  allora  ne- 
cessario che  il  radicale  onde  sono  affette  abbia  in  tutte  quattro 
un  medesimo  segno. 

241.  Se  in  vece  di  questo  radicale  si  voglia  introdurre  per 
brevità  il  differenziale  dell’  arco  della  curva , contato  da  un 
punto  fisso  e terminato  al  punto  si  avrà  bentosto 

pel  n.”  221 

dx  dii  dii  d.r 

cos  r =±-y~  , cos  a5=2h ~r  > cos  fz=-+-  -r  > y=-t-  , 

ds  ’ ds  ds  ’ ds 


valendo  i segni  superiori  o gl’inferiori  secondo  che,  per  la 
posizione  del  punto  fisso  , l’ arco  s cresca  o decresca  al  cre- 
scere la  variatile  indipendente  x;  o viceversa,  secondo  che 
cresca  o decresca  x al  crescere  s,  se  l’arco  è preso  per  va- 
riabile indipendente. 

242.  Noteremo  pure,  che  nelle  formole  del  n.°  240  sosti- 
tuendo a ^ il  valore  che  nc  dà  la  derivata  della  equazione 
F {x  , y)  — 0 , i risultati  possono  ricevere  la  forma 
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bene  inteso  che  si  faccia  essere  positivo , il  che  è sem- 
pre possibile , perchè  laddove  accadesse  il  contrario , baste- 
rebbe cangiare  i segni  a tutti  i termini  della  derivala. 

243.  Combinando  l’ equazioni  (/)  ed  (n)  della  tangente  e 
della  normale  coll’equazione  y'=0  dell’  asse  delle  ar',  respres- 
sioni  di  x' — X che  si  desumono  dai  risultati  dinotano  le  rette 
P/  e Pn  {Jig.  30  ) , che  sul  detto  asse  restano  comprese  tra 
l’ordinata  e la  tangente,  o tra  l’ordinata  e la  normale.  Que- 
ste rette  con  nome  antichissimo  si  addimandano  sottangente 
e sunnormale , ed  alcuni  per  brevità  sogliono  indicarle  coi 
simboli  S^ , : abbiamo  dunque 


e i valori  assoluti  di  queste  rette  si  dovranno  tagliare  dal 
piede  dell’  ordinata  ( ossia  dall’  estremo  della  x ) nel  senso 
delle  x positive  o delle  x negative,  secondo  che  il  segno  dal 
quale  sono  affetti  sarà  il  -|-  o il  — , acciò  x'  — x risulti 
egualmente  positivo  o negativo,  (a) 

244.  Le  parti  M/  ed  àf/i  della  tangente  c della  normale , 
comprese  tra  l’asse  delle  x ed  il  punto  di  contatto^  si  chia- 
mano lunghezza  della  tangente  e lunghezza  della  norma- 
le, c spesso  ancora  per  semplicità  tangente  e normale.  Or 
dopo  le  recate  formole  della  sottangente  e della  sunnormale, 


(a)  D’ ordinario  la  sottangenle  si  esprime  con  , ma  allora  si  pre- 
scinde dal  segno,  e si  dà  per  la  sua  posizione  sull’  as»e  «tolte  x una  regola 
contraria  alla  suddetta.  Abbiamo  preferito  il  dare  una  origine  puramen- 
te analitica  alle  due  rette  in  parola , essendo  per  essa  manifesto  che  i 
loro  segni  sono  ( come  doveano  essere  ) contrari , e la  regola  per  la 
loro  applicazione  sulle  figure  tornando  simile  alla  ibaniera  ordinaria  di 
prendere  sugli  assi  rette  positive  o negative,  a contare  da  punti  dati. 
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è numifeslo  dai  triangoli  rettangoli  MP/ , MP»  che  tali  lun- 
ghezze , cui  dinoteremo  per  anmogia  con  ed  torna- 
no espresse  da 

7»  — « f/l 

9 f dx*  ’ dx  dy  dy  ’ 

yds 


^^dx*  da. 


■dy' 


dx  dx 

È poi  superfluo  il  dire  che  scambiemdo  fra  esse  le  let- 
tere ar  e y in  queste  formule  , e in  quelle  del  n."  preceden- 
te , si  avranno  V espressioni  della  tangente  e della  normale 
terminate  all'  asse  delle  y , e quelle  della  sottangente  e della 
sunnorqiale  poste  su  questo  medesimo  asse. 

245.  Applicando  le  ritrovate  forinole  all’  ellisse  ed  all’iper- 
. . x'  y' 

boia,  espresse  dall’  equazioni  — ± |;  = 1 , trovasi 

* y** 


a'  — b'  ’ a'  — ò'  a'  — b 

o pure , avuto  riguardo  all’  equazioni  delle  curve  , 

xx'  yy'  . 

1 ; 

— 4*  ’ 


(T) 

(T.) 

(N) 


o _A* 

> “5  * 

» a' 


Per  la  parabola  poi,  espressa  dall’equazione  y*=2ar,  si  trova 
y{y'—y)=a{^'—^)y  ossia  yy'—aj?'=y*— or,  (T) 


ed  ancora , in  virtù  dell’  equazione  della  curva , 

yy'  — ax'  = ax  ; (T.) 

(N)  y(a:'  — a:)-|-a{y'  — y)  = 0;^,=— ar,^„=c. 

246.  L’ equazioni  (T)  quando  si  suppongono  variabili  ^,y, 
e date  ar',w  , esprimono  curve  che  passano  pel  punto  {x‘ ,y') 
e sono  della  medesima  specie  delle  date.  Dippiù  , esse  re- 
stano immutate  quando  per  F ellisse  e per  F iperbola  si  can- 
giano a e ó in  nor  ed  nd  (dinotando  n un  numero  qualunque) 
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e quando  per  la  parabola  si  aggiun^  una  costante  qualun^ 
que  C a 2or  ; ma  in  virtù  di  questi  cangiamenti  e ai  que- 
sta aggiunzione,  l’ equazioni  primitive  forniscono  infinite  el- 
lissi o iperbole , concentriche  simili  e similmente  poste  , c 
infinite  altre  parabole  eguali  alla  data  e similmente  poste  in- 
torno all’asse  delle  x -,  dunque  l’ellisse  l’iperbola  e la  pa- 
rabola indicato  d.allc  corrispondenti  equazioni  (T),  sono  i luo- 
ghi geometrici  dei  contatti  delle  anzidettc  infinite  altre  el- 
lissi iperbole  o parabole,  collo  tangenti  menate  ad  esse  dal 
punto  ( x' , y'  ) esistente  fuori  delle  curve  primitive. 

247.  Nondimeno  la  costruzione  di  siffatti  luoghi  geometrici 
non  è punto  necessaria  por  condurre  la  tangente  alle  curve 
da  un  punto  dato  fuori  di  esse , poichò  importa  osservare 
che  r equazioni  (T,)  sono  ancora  di  primo  grado  per  rap- 
porto alle  coordinate  x cA  y del  contatto,  e perciò  espri- 
mono linee  rette  quando  x'  e y'  si  riguardano  come  date  ; 
di  che  avviene  , che  costruite  come  va  fatto  quando  x c y 
si  tengono  come  variabili  , ed  a:'  e y'  si  addicono  a rap- 
presentare le  coordinate  del  punto  dato  fuori  delle  curve , le 
intersecazioni  di  esse  con  queste  curve  saranno  i richiesti  pun- 
ti di  contatto,  (a) 


(a)  Dello  R il  grado  di  una  qualunque  curva  algebrica  , è una  pro- 
prielà  comune  a tulle  queste  curve  che  l’ equazioni  delle  loro  langcuti 
possano  ridursi  al  grado  n — 1 per  rapporto  alle  coordinate  x c ^ del 
contatto  ; donde  segue  che  da  un  punto  dato  fuori  la  curva  possauo 
condursi  a questa  n(n — 1)  tangenti.  La  detta  proprietà  si  desume 
facilmente  da  che  per  ogni  funzione  omogenea  e di  gra- 

do n per  rapporto  ad  a; , y , . . . si  verifica  f equazione 


X 


df 

x-j-  + y -T 
dx  ^ </y 


• = >ìf{x,y 


Infatti , a causa  della  omogeneità  si  vede  facilmente 
y , . . . in  tx  ,ty  . dee  risultare 


che  mutando 


f{lx,ly  ,...)=  t"f(x  ,y  c quindi  ^ =s  nt"~  ' f{x,y,.  • .) 

derivando  per  rapporto  a t.  Ma  supponendo 

. . ..  dn  dv 

lx  = u,  ly  = 1' , . . . e con  CIO  ^ = a: , ^ = y , . . . 
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248.  In  quanto  all’  equazioni  (N),  si  vede  che  esse  per  rap- 
porto ad  ar  e y come  variabili,  ed  x'  e y'  come  date,  espri- 
mono altrettante  iperbole  che  hanno  per  asintoti  rette  paral- 
lele agli  assi,  e cne  inoltre  passano  pel  punto  [x'  ,y')\  ma 
le  medesime  equazioni  restano  ancora  immutate  per  le  iniinile 
ellissi,  iperbole  o parabole  pocanzi  delle  : esse  dunque  rappre- 
sentano i luoghi  geometrici  delle  intersecazioni  di  tulle  queste 
curve  colle  normali  condotte  a ciascuna  dal  punto  (or' , y'). 


la  fuiuione  y(  Ix  , (y  ,...)  diviene  y(  u , t7 ,...)  , e quindi  ha  per 
derivata  61)  rispeltn  a t 

df  du  dj  do  df  df 

dn  dt  do  dt  ' du~^  do~^‘  ' 

dunque  avremo  ancora 

Af  . . 


^i:mo- 


= nr 


/(  ■*  1 y 1 • • • ) > 


e quindi  supponendo  /=!,  con  clic  tornano  n=rx,n=^,...  sarà 
df  df 

Ciò  posto,  supponendo  essere  F{x,y)  = C,  rc(|uazione  di  una 
curva  algebrica  di  grado  n , libera  da  radicali  c da  rotti,  e supponen- 
dola posta  sotto  la  forma  />-+-  y C , dove  p . sieno  fun- 

zioni omogenee  in  x e y dei  gradi  n , » — 1 , . . . avremo 
dF  dp  dq  dF  dp  dq 

dx  rfx  rfx  ' ’ rfy  f/y  ' 

c così  r equazione  generale  ( n.°  236  ) della  tangente  diverrà 

ma  pel  teorema  poco  fa  dimostrato  circa  le  funzioni  omogenee  abbiamo 

dunque,  avendo  riguardo  all’ equazione  p + q -ir . . C la  precedente 
equazione  della  tangente  si  ridurrà  a quest' altra 

LI  a . I dp  dp 

(Il  "rado  — ] nsp.'Uo  ad  x c w . come  sono  -f-  c -f-. 

^ • dx  dy 


dp  dp  dq 
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249.  Per  l’ellisse  c per  l’iperbola  si  vede  che  la  formola 
della  soltangenle  è indipendente  dall’  asse  2^  : dunque  la  sot- 
taiiffenle  è la  stessa  nel  cerchio  di  diametro  2a,  cd  in  tutte 
r ellissi  descritte  su  questo  diametro  per  uno  dei  loro  assi. 
E in  simil  modo  la  sottangcntc  dell’  ipcrbola  equilatera  di 
asse  trasverso  2a  , è la  stessa  di  quella  di  tutte  le  iperbole 
scalene  descritte  sul  medesimo  asse  trasverso.  É chiaro  poi 
dalla  formola  della  sunnormalc,  che  il  rapporto  di  questa  retta 
all’ascissa  corrispondente  sia  costante  non  solo  per  tutti  i 
punti  di  una  medesima  ellisse  o di  una  medesima  iperbola, 
ina  eziandio  per  tutte  l’ ellissi , o per  tutte  le  iperbole  con- 
centriche , e simili  e similmente  poste. 

2o0.  Circa  la  sottangente  e la  sunnormalc  della  parabola 
non  abbiam  nulla  da  aggiungere  a quanto  dicesi  di  esse 
nelle  teoriche  delle  curve  di  secondo  grado  , vai  dire  c|)e 
una  sia  doppia  dell’ascissa,  c l’altra  sia  metà  del  parametro. 

2S1.  Potendosi  fare  uda  osservazione  importante  sulla  lun- 

fhezza  della  normale  di  tutte  le  curve  coniche  , scriveremo 
espressioni  di  tale  lunghezza  e di  quella  della  tangente  par- 
tendo dall’ equazione 


y*  = 2/nx  -|-  nx* , 

che  rappresenta  (siccome  è noto)  una  ellisse  quando  il  nume- 
ro n è negativo  , una  parabola  quando  è nullo , e una  iper- 
bola quando  è positivo.  Tali  espressioni , per  essere 

ycft/  ==  ( m -f-  nx  ) efa: , e quindi  ^ , 


si  trovano  essere 


3 m-hnx 


4-  ( W 4-  « jr  ) • : 


or  nella  origine  delle  coordinate  , che  è ancora  un  vertice 

3 riamente  detto  della  curva , la  tangente  si  scorge  esser 
i con  X Q y , come  apertamente  debb’  essere , perchè 
estendendosi  dal  contatto  sino  all’ incontro  coll’ asse  delle  x, 
nel  caso  in  parola  si  arresta  al  medesimo  punto  da  cui  par- 
te. Ma  in  quanto  alla  normale , siccome  nel  punto  di  cui 
si  tratta  la  posizione  di  essa  coincide  con  l’ asse  delle  x , e 

Juindi  può  dirsi  che  lo  incontri  dapcrtutto  , cosi , stando  alla 
ennizione  (».”  214)  la  sua  lunghezza  dovrebbe  risultare 
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iiidelermiuala : dunque,  poicLò  in  questo  punto  la  sua  espres- 
sione ce  ne  dà  la  lunghezza  eguale  ad  m , ossia  alla  mcL'i 
del  parametro  , converrà  aminctterc  che  questo  valore  non 
sia  che  il  limile  al  quale  si  avvicina  la  normale  a seconda 
che  X c y convergono  a zero  ; o in  altri  termini,  convicn 
dire  che  sia  la  normale  che  move  da  un  punto  iniìnitamen- 
te  vicino  al  vertice  della  curva , sito  nella  origine  delle  co- 
ordinate. La  semplice  geometria  sembra  insulUciente  alla  de- 
terminazione di  questa  retta  nel  punto  di  cui  si  tratta. 

2j2.  Per  la  curva  [Jiy-  31  ) espressa  dall’  equazione 

c che  puf)  dirsi  logarilmica  neperiana  perché  le  ascisse  sono 
i logaritmi  neperiani  delle  ordinate , si  ha 

(T)  y'—y=y{x'—x),  ed  j:'— y)=0  (N) 

dalle  quali  equazioni  apparisce , che  se  dovesse  condursi  la 
tangente  o la  normale  per  un  punto  dato  fuori  della  curva, 
si  risolverebbe  graficamente  il  problema  combinando  la  stes- 
sa curva  coll’ipcrbola  o colla  parabola,  che  allora  vengono 
indicate  da  tali  equazioni  , e che  inoltre  passano  pel  puntn 
dato  , le  coordinate  del  quale  si  prenderebbero  per  valori 
di  x'  e ij , 

Si  hanno  puro  per  la  detta  curva , 

ed 

forinole  dalle  quali  si  scorge  che  nella  logarilmica  neperia- 
na (la  più  semplice  di  tutte  l’ altre  logaritmiche)  la  sottan- 
gente  è costante,  e di  valor  numerico  eguale  all’unità  ; e che 
la  sunnormalc  cresce  rapidamente  al  discostarsi  che  fa  il  con- 
tatto dalla  origine  delle  coordinate,  (a) 


(a)  La  curva  di  cui  si  traila  , per  la  proprietà  di  avere  la  soUangenle 
costante  ed  eguale  all'unità,  si  può  descrivere  con  molta  se  non  con  ma- 
tematica esattezza  ; ciò  clic  può  dirsi  egualmente  di  tutte  le  curve  nelle 
quali  sono  assai  facili  la  costruzione  della  tangente  e la  determinazio- 
ne di  qualche  loro  punto.  Infatti  , appartenendo  alla  curva  il  punto  B 
3 1)  preso  nell’  asso  OY  alla  distanza  1 dalla  origine  ( perchè  x = 0 
dà  y = c'^  = 1 ) , se  questo  punto  si  unisca  coll’altro  A preso  aucora 
alla  distanza  1 sull’ asse  delle  x neg  'iivc,  la  rena  AH  toccherà  la  ciir- 

27 
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Non  aggiungiamo  esempi  di  tangenti  e di  normali  co- 
muni a due  curve , perchè  dietro  l’ equazioni  generali  date 
nel  n."  239  , la  dilticoltà  di  risolvere  questi  problemi  sta 
tutta  nel  maneggio  di  tali  equazioni , il  qnale , come  ognun 
vede  , non  è di  competenza  del  calcolo  differenziale  (a).  Dato 
dunque  termine  a ciò  che  riguarda  le  tangenti  e le  norma- 
li , passeremo  alla  ricerca  degli  asinloii. 


va  in  B ; onde  presa  la  più  piccola  clic  si  può  su  questa  tangen- 
te , il  punto  b potrà  riguardarsi  come  un  secondo  punto  della  curva  , 
al  quale  niente  impedisce  di  applicare  la  stessa  costruzione  per  averne  un 
terzo , e così  quanti  altri  se  ne  vogliano. 

Descritta  in  tal  modo  per  approssimazione  la  logaritmica  neperiana, 
si  avrà  un  valor  prossimo  dei  numero  irrazionale  e nell’  ordinala  cor- 
rispondente all’  ascissa  1 ; c si  avrà  il  logaritmo  neperiano  di  qualunque 
altro  numero  , nell’  ascissa  corrispondente  a quello  numero  preso  come 
ordinata.  Quindi  quasi  sarà  egualmente  facile  la  costruzione  approssi- 
mata della  logaritmica  relativa  a qualunque  altra  base  a , mediante  la 
nota  proprietà  che  hj  : log y.:  lai  1 . 

Queste  osservazioni  non  parranno  inutili , quando  si  rifletta  che 
possono  esservi  dei  problemi,  nella  soluzione  dei  quali  sia  suOBciente  il 
grado  di  esattezza  cui  si  può  aggiugnere  coi  mezzi  puramente  grafici. 

(a)  E chiaro  che  una  scelta  convenevole  di  assi  coordinati  può  molto 
contribuire  alla  semplicità  dell’  eliminazione  o delle  costruzioni  grafiche; 
e per  rapporto  alle  curve  coniche  gli  assi  più  idonei  sembrano  essere 
quei  diametri  coniugati  di  una  delle  curve  , ai  quali  son  paralleli  cia- 
scuno a ciascuno  due  diametri  coniugati  dell’  altra.  Questi  assi  genc'^ 
Talmente  parlando  non  sono  rettangolari  , ma  ciò  non  costituisce  una 
seria  dilTicoIlà  , perchè  l’ equazione  (T)  della  tangente,  data  nel  n.°  2S6, 
conserva  la  stessa  forma  , e quella  della  normale  facilmente  trovasi 
essere 


detto  lu  l’angolo  degli  assi  obliqui.  La  determinazione  poi  di  quei  dia- 
metri coniugati  non  è mai  gran  fatto  difficile , e si  può  leggere  , vo- 
lendo , in  una  addizione  dei  traduttori  ed  annotatori  della  Geometria 
Descrittiva  del  signor  Leroy  ( pag.  476). 

Noteremo  ancora  per  chi  no  avesse  vaghezza  , che  negli  Atti  della 
Società  Pontaniana  per  l’anno  1812  vi  ha  una  Memoria  geometrica 
per  la  determinazione  della  tangente  comune  a due  curve  coniche , o 
del  piano  che  passa  per  un  punto  dato  e tocca  le  superficie  generale 
dalla  rotazione  di  due  curve  coniche  intorno  a duo  loro  assi  : problemi 
clic  non  eccedendo  il  quarto  grado  , potevano  esser  trattali  colf  ana- 
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Una  retta  di  posizione  assegnabile  diccsi  asìntoto  di 
un  ramo  infinito  di  una  curva , allorcliò  prolungando  f una 
c l’altro  si  possono  avvicinare  indejinilamenie  senza  incon- 
trarsi. Da  ciò  segue  che  l’asintoto  può  considerarsi  come  una 
retta  che  incontra  la  curva  a distanza  infinita,  c almcn  uno 
degli  assi  coordinati  a distanza  finita  dalla  origine  ; c inol- 
tre si  scorge  la  utilità  della  determinazione  dell’  asintoto , 
quando  sia  possibile  , percliò  il  ramo  di  curva  al  quale  ap- 
partiene, prolungato  a sufllcienza  può  dipoi  riguardarsi  come 
a un  di  presso  coineidentc  col  suo  asintoto  , onde  ne  riman- 
gono conosciute  la  forma  e la  posizione. 

2Ì>4.  Supponiamo  che  v’  abbia  un  asintoto  non  parallelo 
all’asse  delle  y:  l’equazione  di  esso  ammetterà  la  forma 

y = *x-|-i3  (1) 

con  valori  reali  e finiti  di  « e /3 , c sussisterà  quando  per 
X e y s’ intendano  le  coordinale  di  un  punto  della  curva  in- 
finitamente lontano  dalla  origine , c pel  quale  almeno  la  x 
debb’ essere  dz  oo,  Essendo  ovunque 

«=- — - in  virtù  della  equazione  precedente,  c - con- 
vergendo a zero  a seconda  che  x ingrandisce , si  vede  che 
* eguaglierà  il  limile  verso  cui  tende  il  rapporto  di  y ad  ar 
frattanto  che  x cresce,  ossia  if  valore  che  prende  questo  rap- 
porto quando  x = ±:  oo  , e che  indicheremo  scrivendo 

« = Lim  - • 

X 

Trovato  che  sia  » , per  aver  /3  osserviamo  che  l'equazio- 
ne (1)  dà  /3  = y — «X , e che  per  x q y possono  di  nuovo 
intendersi  le  coordinate  di  quei  punto  infinitamente  lontano 
della  curva,  dove  può  stimarsi  che  questa  sia  incontrata  dal- 
r asintoto.  Pertanto  il  valor  finito  di  /3  sarà  il  limite  cui  si 
avvicina  la  funzione  y — *x  delle  coordinate  della  curva,  men- 


tisi geometrica  degli  Aotichi.  Un’  altra  Memoria  Iella  eziandio  a quella 
Società  nel  181A,  ed  approvata  pel  IV  volume  degli  Atti,  ha  per  og- 
getto la  ricerca  della  normale  comune  a due  curve  coniche , prohlema 
che  non  poteva  esser  trattato  se  non  coll’  analisi  algebrica,  perchè  ge- 
neralmente parlando  eccede  il  quarto  grado. 
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Ire  ia  x cresce  in  senso  posilivo  o negativo,  e cui  si  stima 
raggiungere  quando  x = zh  oo  : cioè  a dire  sarà 

/3  = Lim  {y  — ax). 

In  simìl  modo , gli  asintoti  non  paralleli  all’  asse  delle  x 
ammettendo  equazioni  della  forma  x = yy  -\-S  con  valori 
reali  c Uniti  di  r c 5 , sarà 


■y  = Lim  - , e poscia  5 = Lim  {x  — yy) , 

intendendo  per  x e y \c  coordinate  della  curva.  E cosi  re- 
stano considerati  tulli  gli  asintoti  che  la  curva  può  avere. 

2S5.  Supponendo  tali  gli  assi  coordinati , che  l’ asintoto 
non  sia  parallelo  ad  alcuno  di  essi  (come  sempre  è possibile), 
la  ir  e la  y del  punto  infinitamente  lontano,  e tenuto  comu- 
ne alla  curva  ed  all’ asintoto,  saranno  ambedue  infinite;  ma 
in  virtù  dell’ equazione  della  curva  la  y è funzione  di  x , 
dunque  pel  n.“  14G  sarà 


dx  ’ 


c quindi  anche 


a = Lim 


dx 


Ma  quest’ultimo  limito  appartiene  alla  tangente  della  curva 
nel  punto  stesso  di  cui  sono  infinite  la  a:  e la  y : dunque 
non  saprebb’  essere  asintoto  di  una  curva,  se  non  la  tangente 
di  essa  in  un  punto  infinitamente  lontano  dalla  orìgine  delle 
coordinale , e non  mai  una  secante  ; ciò  che  non  è abba- 
stanza chiaro  dalla  semplice  definizione  dell’  asintoto , come 
alcuni  pensano. 

21)6.  Per  applicare  queste  deduzioni  generali  alle  curvo  al- 
gebriche ed  espresse  da  un  polinomio  in  x c y eguagliato 
a zero  , supponiamo  decomposta  questa  equazione  della  curva 
in  parli  die  sieno  omogenee  rispetto  a.  x g y , e disposte 
secondo  i loro  gradi  decrescenti  in,  n,,..  Sarà  essa  della  forma 

.”f(2)  + :r”/(f)+...=  0,  (I) 


c per  maggiore  semplicità  ponendo  - = m , diverrà 


•T'" /•'(?/)  x"/(zz)-j-...=0  , ossia 

Quindi  facendo  convergere  ir  verso  ±cc,  i limiti  di  u,  cioè 
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a (lire  le  radici  reali  dell’ equazione  /’(«)  = 0 ci  daranno  i 
valori  di  tt. 

Per  passare  a |3  torniamo  all’  equazione  (1) , e sostituia- 
mo «ar in  luogo  di  y , a lino  di  aver  /3  nei  limili  di 
v = y — «it.  Sarà 


(2) 


ma  per  la  serie  di  Taylor  arrestata  ai  termini  di  primo  grado, 
c per  essere  /^(*)  = 0,  abbiamo  («.”  182) 

dinotando  6 una  frazione  positiva:  dunque  sostituendo  in  (2), 
e poi  dividendo  per  ar™“'  , avremo 

t.F(»  + 6 + +^)+-.-=o. 

Supponendo  ora  x = ±oo , quest’  ultima  equazione  ci  darà 
por  limile  di  v,  ossia  per  valore  di  /3, 

(2  = 0 , quando  m è maggiore  di  « + 1 ; 

/« 


/■'(») 


, quando  m è uguale  ad  « -f- 1 ; 


/3  = ^ 00  , quando  fn  è minore  di  zj  -f- 1 . 

Laonde  al  valor  reale  di  u adottalo  per  « , c determìim- 
lo  dall’ equazione  /’(«)  = 0,  corrisponderà  un  asintoto  c- 
sprcsso  nel  primo  caso  da  t/  = ixx  , e nel  secondo  caso  da 

y = ixx  — ; ma  nel  terzo  caso  l’ asintoto  cadendo  tutto 

/■  ' (») 

a distanza  inlinila  , si  reputa  come  non  più  esistente  per  noi. 
2Ì>7.  Inoltre,  nel  primo  caso  il  sistema  dell’ equazioni 

y = iix  , f (u)  = 0 , equivale  alla  sola  ^ ^ = 0 , 

ossia  x'"' F ^ ^ ^ = 0 , 

die  avrebbesi  ancora  sotto  la  forma 

y’”/’  ^ ^ = 0 dall’  equazioni  x — VJ,  F{y)  = 0, 
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mentovale  nel  n.°  2^.  Dunque  allorquando  il  grado  delia 
prima  tra  le  funzioni  omogenee  in  che  si  può  spezzare  l’e- 

a unzione  della  curva  , sorpassa  per  più  dell’  unità  i gradi 
elle  altre , la  curva  è fornita  di  asintoti  che  movono  dal- 
r origine  delle  coordinate  ; e si  ha  l’ equazione  del  loro  si- 
stema eguagliando  a zero  la  detta  funzione  omogenea  del 
grado  più  alto. 

Nel  secondo  caso  poi , quando  cioè  il  grado  della  prima 
fimzione  omogenea  supera  di  una  unità  il  grado  di  quella 
che  la  segue  immediatamente,  le  rette  fornite  da  quella  pri- 
ma funzione  uguagliata  a zero , sono  soltanto  parallele  agli 
asintoti , ove  pure  ve  ne  abbia. 

Infine  , riflettendo  che  se  in  una  curva  dotata  di  centro 
si  prende  questo  punto  per  origine  delle  coordinate,  l’equa- 
zione della  curva  dee  avere  tutti  i suoi  termini  di  grado  pari, 
o tutti  di  grado  impari , si  fa  chiaro  che  per  questa  equa- 
zione ha  luogo  il  primo  dei  tre  casi  di  sopra  distinti,  e che 
perciò  gli  asintoti  passeranno  per  la  detta  origine.  Adunque 
nelle  curve  algebricìte  dotate  di  centro , gli  asintoti  pas- 
sano generalmente  pel  centro. 

Le  conclusioni  di  questo  n.”  e del  n.”  precedente  sup- 
pongono che  le  quantità  /(*)  e F‘  (»)  non  siano  nè  nulle  nè 
infinite  ; poiché  avendo  niogo  uno  di  questi  casi , la  /3  po- 
trebbe avere  valori  diversi  da  quelli  che  le  abbiamo  asse- 
gnali. Ma  il  modo  di  delerrainaili  si  riduce  sempre  alla  ri- 
cerca del  limite  o dei  limiti  verso  i quali  converge  x}=y——%x, 
quando  x cresce  indeGnitamenle  in  senso  positivo  o negativo. 

238.  Per  aggiungere  alcuni  esempi  alla  teorica , cerche- 
remo in  primo  luogo  gli  asintoti  delle  curve  di  secondo  gra- 
do , espresse  dall'  equazione 

Jy'  + Bxy Cx* Dy Ex ^ = 0. 

Abbiamo  in  questo  esempio 

onde  cangiando  ^ in  m,  l’ equazione  /’(//)  = 0 diviene 
y/«*  lìu  -t-  C = a , e dandoci 

]>±V'B'  — ^AC 
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rimane  primamente  esclusa  l’ ellisse , per  la  quale  essendo 
B*  AJÌC  i valori  di  u tornano  immaginari. 

Inoltre  essendo  in  generale  /3  = — > «''fremo  nel 

Dot  -h  U ^ ' 

caso  nostro  0 = — = : ma  quando  B*=^AC  dal  tro- 

-+•  if  * 

vato  valore  di  » si  desume  2A*  B=0  , dunque  sarà 

0=aa  , e COSÌ  rimane  ancora  esclusa  la  parabola.  Dunque 
l’iperbola  è la  sola  curva  di  secondo  grado  che  ammetta  asin- 
toti ; e supponendone  ridotta  l’equazione  alla  forma  sempli- 
cissima 

6*  ^ 


con  porre 
A 


avremo  « = ±^>)3  — 0,  cF  equazione  degli  asintoti  verrà 

j * 

espressa  da  y = ± - ar. 

239.  Sia  ora  F equazione  — Zaxy  -f-  y*  = 0,  che  espri- 
me la  curva  rappresentata  dalla  Jig.  32 , e conosciuta  sotto 
il  nome  di, /òy/i'a  di  Cartesio.  Avremo 

+?  = »+“■'  • 

quindi  l'equazione  /’(«)=! ci  darà  «= — 1 = », 
c dalla  formala 


/(«) 

F'  (.) 


avremo 


- 3<?» 


talché  l’equazione  dell’asintoto  sarà  y = — x — a,  e corri- 
sponde nella  figura  alla  retta  HR. 

260.  Nelle  curve  trascendenti  non  si  hanno  per  la  ricerca 
degli  asintoti,  se  non  i principii  generali  stabiliti  nei  nume- 
ri 234  e 233. 

Così  nella  logaritmica  espressa  dall’ equazione  y = a^, 
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abbiamo  - = — ; quindi  ponendo  z=  + oo,  vien  pure  in 
virili  del  n.°  146 , 


« = Lira  - = Lim  — — ° - = a°°/a  = oo  , 

X X l 

c non  se  ne  dee  aver  conto.  Supponendo  poi  x= — oo,  si  ha 
a — °° 

immediatamente  »= = 0,  valore  al  quale  corrispondo 


/3  ==  Lim  ( y — xx)  = Lim  c®  = a “ = 0 ; 
di  che  risulta  essere  asintoto  della  curva  la  retta  espressa  dalla 
equazione  cioè  a dire  l’asse  delle  x negative.  iSè  ve  ne 


ha  dippiù  , perchè  sebbene  il  limile  y della  frazione  ^ ossia 

di  per  rapporto  ad  y convergente  a + oo  sia  zero 

(n°  147),  pure  il  limite  S di  x — yy  ossia  di  logy  risulta 
infinito  , e quindi  l’ asintoto  corrispondente  al  valor  zero  di  y 
ò come  se  non  esistesse  per  noi. 

Sia  ancora  la  curva  espressa  dall’  equazione  y = cos  - . 

Passando  dalle  linee  trigonometriche  agli  archi , avremo 

“ = arccosy:  or  ripugnando  che  l’ordinala  y sia  infinita 


perchè  dee  rappresentare  un  coseno,  non  potrà  esservi  àsin- 
tolo  se  non  sia  infinita  l’ ascissa  x ; ma  questa  difalli  può 
esser  tale , poiché  in  virtù  dell’  equazione  si  ha 

are  cos  y : y : : 1 : a: , 

c quindi  siccome  un  arco  iofinilcsinio , e altronde  positivo 
o negativo  , è come  niillo  per  rapporto  al  suo  coseno  1 , del 
pari  1 sarà  un  infinitesimo  rispetto  all’  ascissa  x , la  quale 
per  ciò  dovrà  essere  ± <».  Adunque 


<*  = Lim  - = -i-  = 0 , 

X zhoo 


? = Lim  (y — M:)=Limy=Lim  cos|=cos-^;^=cos0=l  ; 

0 quindi  sarà  asintoto  della  curva  la  retta  espressa  dall’  c- 
qnazionc  y = l. 
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CAPITOLO  XXII. 

« Dei  vari  ordini  di  contatto  fra  le  curve  piane , 
e del  cerchio  osculatore. 

261.  Si  (lice  che  due  curve  si  toccano  quando  in  un  punto 
comune  hanno  ancora  comune  la  tangente.  Dippiù,  quando 
tre  curve  si  toccano  in  uno  stesso  punto  , quella  che  passa 
fra  l’altre  due  h riguardala  come  avente  con  ciascuna  di  que- 
ste un  contatto  più  intimo  di  quello  che  queste  medesime 
hanno  tra  loro.  Pertanto  i geometri  ammettono  diversi  or- 
dini di  contatto , i caratteri  analitici  dei  quali  si  desumono 
facilmente , come  andiamo  a vedere  , dalla  considerazioue 
dei  coefficienti  dilTcrenziali  delle  ordinate. 

Siano 

y=f{x)  ed  y=^{x) 

r equazioni  di  due  curve  riferite  ai  medesimi  assi.  Supponendo 
che  X dinoti  l’ ascissa  di  un  punto  comune  alle  due  curve , 
e che  X li  sia  l’ ascissa  di  un  altro  punto  vicino  , le  ordi- 
nate delle  due  curve,  corrispondenti  a quest’ altro  punto,  sa- 
ranno rispettivamente  , pel  teorema  di  Taylor  , 

f{x)  + hf{x)  -f- jf'{x)  -f  ec. , e 9(3:)  -f  h^\x)  -f  y^"{x)  + ec. 

Ora  se  le  curve  hanno  una  medesima  tangente  nel  punto 
la  cui  ascissa  è a* , in  questo  punto  si  avrà  nel  tempo  stesso 

f{x)  = ^(x),  e f (x)  = 9'  (t). 

Viceversa , supponendo  soddisfatte  queste  condizioni , si 
potrà  affermare  che  niun  altra  linea  avente  per  equazione 
y = 4'(^)  potrà  passare  fra  le  curve  proposte  dappresso  al 
contatto,  se  non  è puro  f[x)=^  {x^  e f (ar)=4''  {x).  In  fatti, 
arrestando  gli  sviluppi  precedenti  ai  termini  di  secondo  grado 
in  A , la  differenza  tra  le  ordinate  corrispondenti  ad  ar  -f-  A 
in  queste  curve  si  può  esprimere  con 

(^"{x-\-Òh)-f'{x-h6h)^j, 

laddove  supponendo  che  sia  f{x)  = -^  (x)  , ma  non  sia 

28 
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y*(ar)  = 4'(ar) , la  differenza  Ira  l’ ordinala  della  terza  cunra 
e quella  della  prima  verrà  espressa  da 

{m-fix)) h + (r  (or  + 6A)-/"(ar  + 6A)) ^ , 

dove  0 indica , del  pari  che  nella  formala  precedente , una 
frazione  positiva  , e di  valori  ordinariamente  diversi  sotto  le 
diverse  caratteristiche ,/"  , 9"  , ; ma  è visibile  che  suppo- 

nendo h abbastanza  piccola , si  può  render  sempre  la  seconda 
forinola  maggiore  della  prima,  astrazion  falla  dal  segno: 
dunque  niuna  curva  rappresentata  dalla  equazione  y=4-(^)» 
per  la  quale  con  4'(^)=/(^)  non- sia  pure  ■].' {x)  =f  , 
potrà  mai  passare  ( nelle  adiacenze  immediate  del  contatto  ) 
tra  le  curve  espresse  dall’ equazioni 

y=f{x)  ed  y=9(^),  per  le  quali  9f{x)=J\x)  e a?' [x)=f  {x). 

Ora  due  linee  che  hanno  un  punto  comune, 'e  per  le  quali 
il  coelBcientc  differenziale  di  primo  ordine  dell’  ordinata  ha 

{»ure  un  valor  comune  in  questo  punto , si  dicono  aver  tra 
oro  un  conialto  di  primo  ordine.  * 

262.  Similmente  le  linee  per  le  quali  , in  un  punto  co- 
mune , hanno  un  valor  comune  i coefficienti  differenziali  di 
primo  ordine , ed  un  altro  valor  comune  i coelficienli  diffe- 
renziali di  secondo  ordine  , diconsi  aver  tra  loro  un  coniatlo 
di  secondo  ordine  ; e si  può  dimostrare  in  un  modo  affatto 
simile  al  precedente,  che  nelle  vicinanze  del  contatto  non  po- 
trà passare  tra  esse  una  terza  linea,  se  non  abbia  ancor  que- 
sta pei  suoi  coelllcienti  differenziali  di  primo  e di  secondo 
ordine  gli  stessi  rispellivi  viilori  delle  due  prime. 

Generalmente,  quando  le  curve  y=f(x)  ed  v = Cf{x) 
son  tali , che  per  uno  stesso  punto,  n coelHcienli  differenziali 
successivi  di  f{x)  e di  9(0:),  a contare  da  quello  di  primo 
ordine,  sieno  eguali  ciascuno  a ciascuno,  si  dico  che  le  curve 
hanno  tra  esse  un  contatto  dell’ ordine  ; ed  allora  niun  al- 

tra linea  y=-\.{x),  condotta  per  lo  stesso  punto  potrà  pas- 
sare tra  esse , quando  i primi  « coefficienti  differenziali  suc- 
cessivi di  4-(2'1  non  abbiano  gli  stessi  valori  rispettivi  che 
hanno  quelli  diy’(ar)  e di  ^(x).  Per  lo  che  diverse  curve 
che  si  toccano  in  un  punto  comune , debbono  riguardarsi 
come  aventi  fra  loro  un  contatto  tanto  più  intimo , quanto 
maggiore  è il  numero  dei  coefficienti  differenziali  successivi 
che , a contar  dal  primo , hanno  lo  stesso  valore  in  amen- 
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due  le  curve  ; eil  in  conseguenza  questo  numero  di  coedi- 
cienti  diiFereoziali  di  cgual  valore  , ò quello  che  dislingiie 
e caratterizza  i contatti  di  diverso  ordine  : ciò  che  sarebbe 
impossibile  a potersi  ottenere  dalla  sola  geometria. 

263.  Abbiamo  adesso  due  cose  importanti  a notare  : la  pri- 
ma è che  quando  due  linee  hanno  un  contatto  di  primo  or- 
dine o di  altro  ordine  dispari , la  maniera  di  giacere  di  una 
per  rapporto  all’  altra  nelle  vicinanze  del  punto  di  contatto 
c la  stessa  da  ambe  le  parti  di  questo  punto  , come  quella 
che  ha  luogo  nel  contatto  di  una  retta  e di  una  curva  di 
secondo  grado  ; e ciò  perche  la  difierenza  tra  le  ordinate 
che  nelle  due  curve  corrispondono  ad  una  medesima  ascissa, 
vicina  a quella  del  contatto  , ha  per  fattore  universale  h' 
od  altra  potenza  pari  di  h ( n.  261  ) , e quindi  non  cangia 
segno  con  h , almeno  da  un  valore  di  n convenevolmente 
piccolo  sino  a zero.  Ma  quando  il  contatto  è di  secondo  or- 
dine, o d’altro  qualunque  ordine  pari,  le  due  lince  effetti- 
vamente s’ intersecano  ; perchè  la  detta  differenza  di  ordinate 
ha  in  tal  caso  per  fattore  universale  A*  od  altra  potenza  di- 
spari di  4 , e perciò  dee  cangiar  segno  con  4 pei  valori 
convenevolmente  piccoli  di  questa  quantità.  La  seconda  cosa 
notevole  è,  che  quando  due  lince  sono  tra  loro  in  contatto 
di  secondo  ordine,  o di  altro  ordine  superiore,  debbono  amen- 
due  rivolgere  la  concavità  dalla  medesima  parte  , in  virtù  del 
principio  dimostralo  nel  n.”  86. 

“^264.  Dopo  ciò  che  precede,  per  venire  alle  applicazioni 
considereremo  da  principio  le  curve  paraboliche,  ossia  quelle 
in  cui  le  ordinate  sono  funzioni  intere  c razionali  delle  a- 
scisse , o viceversa  ; perchè  tali  curve  sono  le  più  facili  ad 
esser  posto  in  contatto  con  una  curva  data.  Sia  dunque 

y=f{^) 

l'equazione  di  una  qualsivoglia  curva  data,  e riflettendo  che 
una  funzione  di  x , intera  , rcizionale  e di  grado  n ammet- 
te n -f  1 coefficienti  costanti , proponiamoci  di  trovare  una 
parabola  del  detto  grado  , che  abbia  un  contatto  dell’  ordi- 
ne « colla  curva  data  , nel  punto  {^x  ,y)  di  questa  curva. 

Osservando  che  la  parabola  richiesta  , di  cui  diremo  x' 
c y'  le  coordinale  variabili , dee  pria  di  tutto  passare  pel 
punto  {x  ,y) , e che  per  ciò  la  sua  equazione  dee  restare 
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soddisfatta  al  supporre  x‘—x,y'=y,  o che  torna  lo  stesso 
x'  — x = 0 , y'  — y — 0,  la  detta  equazione  si  potrà  scri- 
vere sotto  la  forma 


y' — y=A{x' — x)+^x' — x)*+ C{x‘ — x)’  4-  • • • +N{x' — x)" , 
avuto  riguardo  che  y*  debb’ essere  per  ipotesi  una  funzione 
di  x'  intera , razionale , e di  grado  n.  Ora  da  una  parte  i 
primi  n coelllcicnti  ditrcrcnziali  successivi  di  y'  cavati  da 
questa  equazione , al  supporvi  x'  = x si  riducono  rispetti- 
vamente ad 


^,2j9,2.3C,...,2.3.4..  .«yV, 
e da  un’  altra  parte  quelli  che  appartengono  alla  curva  o fun- 
zione data  y=f{x)  debbono  stimarsi  cogniti , c sono  co- 

. ...  ì ..  du  d^u  d^y  d"y 

niodaracnte  rappresentati  dai  simboli  ^ 


dunque  , per  quel  che  innanzi  (n.  262)  si  è dimostrato,  avre- 
mo ordinatamente 


A = 


dx  ’ 2 (/x* 


C 


_L 

2.3  rfx» 


d”!/ 


e quindi  l’ equazione  della  richiesta  parabola  sarà 

■)«  d^y(x'-x)^  d"y  (x'-x)" 

■^«/x*  2.3  "^‘■■^_pn2.3...n 


Abbiamo  potuto  stabilire  un  contatto  dell’ordine  n fra  la 
data  curva  ed  una  parabola  del  grado  n , perchè  questa  pa- 
rabola ammette  ra  1 costanti  nella  sua  equazione  ; e tante 
sono  precisamente  le  condizioni  a soddisfare , dovendo  la  pa- 
rabola passare  pel  dato  punto  , ed  avere  in  questo  medesimo 
i primi  n coclncicnti  differenziali  della  sua  ordinata  eguali  a 
quelli  dell’ordinata  della  data  curva.  In  generale,  tra  una  cur- 
va realmente  data  ed  un’altra  data  solo  di  specie  (cioè  a dire 
in  cui  siano  dati  gli  esponenti  delle  coordinate  nei  singoli  ter- 
mini, ma  siano  indeterminati  i coefficienti  di  questi  termini), 
si  può  stabilire  in  un  punto  dato  della  prima  un  contatto  , 
di  cui  l’ordine  più  alto  è Gssato  dal  numero  delle  costanti 
arbitrarie  contenute  nell’  equazione  di  questa  seconda  curva 
diminuito  di  una  unità  ; e questo  contatto  meriterebbe  di  es- 
ser distinto  col  nome  di  osculazione  ^ comunque  sembri  in- 
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valso  il  costume  di  dire  che  una  curva  sia  osctdaMce  di 
un’altra  quando  vi  è tra  esse  un  contatto  di  secondo  ordi* 
ne.  Volere  che  il  contatto  sia  di  ordine  inferiore  al  detto , 
è problema  indeterminato  ; ed  è impossibile  , generalmente 
parlando  , che  il  contatto  sia  di  ordine  superiore. 

*26S.  Supponendo  n = 1 , la  linea  richiesta  di  parabola 
diviene  una  retta,  e coerentemente  a ciò,  l’equazione  prece- 
dente si  riduce  ad 


ma  questa  equazione  appartiene  (n.  234)  alla  tangente  della 
curva  y=J(x)  nel  punto  {x  ,y) , dunque  la  tangente  (che 
potreblic  anche  dirsi  re/la  osculatrice)  ni  una  curva  in  un 
punto  , ha  in  questo  punto  colla  curva  il  più  intimo  contatto 
che  mai  possa  darsi  tra  una  curva  ed  una  retta , nò  in  con- 
seguenza può  passare  fra  l’ una  e l’ altra  verun’  altra  retta. 
Di  più  questo  contatto  ò in  generale  di  primo  ordine,  e però 
( n.  263  ) da  tutte  due  le  parti  del  contatto  la  tangente  gia- 
ce d’ordinario  allo  stesso  modo  per  rapporto  alla  curva. 

*266.  Supponendo  n = 2 , si  ha  l’ equazione 


d'y  {x'  — x)* 
dx*  2 


che  appartiene  ad  una  parabola  ordinaria , e di  asse  paral- 
lelo a quello  delle  y.  Questa  parabola  dunque  è fra  tutte  le 
altre  dello  stesso  grado,  e di  assi  egualmente  paralleli  a quello 
delle  y,  la  osculatrice,  ossia  quella  del  più  intimo  contatto 
colla  data  curva  nel  punto  {x  ,y)  ] o questo  contatto  è di 
secondo  ordine  (a).  Dunque  pel  n.°  263  la  parabola  e la 


(a)  Quando  1’  asse  dì  una  parabola  di  secondo  grado  potesse  giacere 
comunque , l’ equazione  di  questa  curva  ammetterebbe  quattro  costanti 
indeterminate , e quindi  la  parabola  osculatrice  avrebbe  in  generale  un 
contatto  di  terzo  ordine  con  la  curva  data.  Questa  curva  stimandosi 
coincidere  eoa  la  parabola  nelle  vicinanze  del  contatto  , lo  stesso  può 
dirsi  delle  loro  corde  parallele  ed  infinitamente  vicine  alla  tangente  co- 
mune. Quindi  per  la  curva , del  pari  che  per  la  parabola,  i punti  medi 
di  tali  corde  possono  stimarsi  posti  in  linea  retta,  e però  1’  angolo  com- 
preso da  questa  retta  colla  tangente  sarà  quello  stesso  che  voleva  de- 
terminare Carnot , e di  cui  si  è fatta  menzione  nella  nota  al  n.°  110. 
Cosi  dunque  si  appalesa  un  altro  metodo  di  fame  la  ricerca , diverso 
da  quello  tenuto  nella  Memoria  ivi  citala , il  quale  è diretto  ed  indi- 
pendente dalla  considerazione  della  parabola  osculatrice. 
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curva  data  s’intersecheranno  a vicenda  nel  punto  del  con* 
tatto , e quivi  rivolgeranno  le  loro  convessità  in  un  medesi- 
mo senso  ; nè  fra  esse  potrà  passare  verun’ altra  parabola  di 
secondo  grado , e di  asse  parallelo  a quello  delle  y. 

267.  Ij  equazione  generale  del  cerchio  racchiuuendo  tre 
costanti  fra  loro  indipendenti , è cliiaro  che  determinandole 
convenevolmente , si  potrà  ottenere  un  cerchio  che  abbia  con- 
tatto di  secondo  ordine,  e che  dicesi  osculatore  di  una  curva 

aualunque  in  un  punto  dato  di  questa  : cerchio  che  essendo 
più  vicino  di  tutti  alla  curva  nel  dato  punto,  ^ode  grandis- 
sima importanza  in  una  inbnità  di  applicazioni.  Siano  dunque 

(A)  /(  a: , y ) = 0 , ed  ( a:  — « )•  -f  ( y — ^ )*  = p*  (1) 

r equazioni  della  curva  data , e del  richiesto  cerchio , dino- 
tando « , jS  , p le  coordinate  del  centro  e il  raggio  di  questo 
cerchio.  E poiché  si  vuole  che  il  cerchio  abbia  contatto  di 
secondo  ordine  colla  data  curva  in  un  punto  qualunque  di 
essa  , bisognerà  che  l’ equazione  (1)  e le  sue  derivate  del  pri- 
mo e del  secondo  ordine , che  sono 

(2),  l+g+(j,_flg=o  (3) 

rèstino  soddisfatte  qualora  per  ar  e y s’ intendano  le  coordinale 

del  punto  dato  , c per  ^ e ^ s’ intendano  i valori  che 

lianno , per  lo  stesso  punto  , i coefficienti  differenziali  di  pri- 
mo e di  secondo  ordine  di  y desunti  dall’ equazioni  derivate 
della  curva.  1 valori  delie  costanti  x , ^ , p sono  adunque  pie- 
namente determinali  per  l’ equazioni  (1) , (2) , (3) , che  danno 
immediatamente 


dx"  dx*  dx* 


o che  torna  lo  stesso 

àyidx'^dy')  dx'->r-dy'  {dx'-hdy*)ì 

dxd^y  ’ ^ ^ d*y  ’ ^ dxd*y  ' ' 

268.  Il  segno  di  p essendo  indeterminato  a cagione  del 
radicale  da  cui  è anello , si  potrebbe  credere  che  il  proble- 
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ma  ammettesse  due  soluzioni  ; ma  siccome  non  è Io  stesso 
dei  segni  di  a?  — »,  ey  — p , e quindi  dei  segni  di  » e 
il  centro  del  cerchio  sarà  generalmente  un  solo  , ed  il  va- 
lore di  p si  potrà  considerare  come  una  quantità  assoluta  o 
positiva.  Pertanto  il  segno  del  radicale  si  prenderà  sempre 
simile  a quello  del  denominatore , e segnatamente  nelle  lor- 
mole  (B) , (C)  sarà  il  meno  o pure  il  pi/ì , secondo  che  ( nel- 
r ipotesi  consueta  che  le  ordinate  positive  procedano  da  sotto 
in  sopra)  la  curva  nel  punto  dato  rivolge  la  concavità  o pure 
la  convessità  ad  una  retta  sottoposta  e parallela  all'  asse  del- 
le a::  e ciò  perchè  il  segno  di  ® quello  in  conseguen- 


za di  sono  ancor  essi  (w.  86)  il  meno  in  un  caso  ed 
il  più  nell’  altro. 

269.  Riguardo  al  centro  del  cerchio  osculatore , si  può 
notare  : 1 . che  dee  sempre  trovarsi  nella  normale  della  curva 
nel  punto  dato  , perchè  l’ equazione  (2)  esprime  appunto  que- 
sta normale  ( n.  2S6 ) quando  x ,y  , e ^ si  considerano 


come  i valori  particolari  delle  coordinale  e del  coefficiente 
difTerenziale  di  y per  quel  punto , ed  * e (3  come  due  coor- 
dinate variabili  : 2."  e che  deve  sempre  giacere  dalla  parte 
verso  cui  è rivolta  la  concavità  della  curva  nel  medesimo 
punto  ; perchè  essendo  gli  stessi  per  tal  punto  i coellicienti 
difrcrenziali  di  secondo  ordine  della  curva  e del  cerchio , le 
concavità  dell’  una  e dell’  altro  debbono  quivi  esser  rivolte 
nel  medesimo  senso  In.  263). 

270.  Quanto  poi  alla  circonferenza  dello  stesso  cerchio , 
siccome  il  contatto  di  essa  con  la  curva  è ordinariamente  di 
secondo  ordine  , c solo  in  qualche  punto  singolare  della  cur- 
va può  essere  di  ordine  più  elevato  ( per  la  fortuita  egua- 
glianza dei  valori  assunti  da  uno  o più  coefficienti  differen- 
ziali successivi  a quello  di  secondo  ordine  ) , cosi  bisogna  ri- 
tenere che  la  delta  circonferenza  ordinariamente  intersecherà 
la  curva , e la  toccherà  sol  quando  il  contatto  è per  avven- 
tura di  ordine  dispari,  (a) 


(a)  Questa  singolare  proprietà  del  cerchio  osculatore  dì  una  curva  in 
un  dato  punto , distinguendolo  sensibilmente  dai  cerchi  semplicemente 
tangenti,  ne  agevola  pure  la  grafica  determinazione  per  via  di  alquanti  ten- 
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271.  Nelle  varie  applicazioni,  geometriche  non  meno  che 
fisiche , delle  coordinate  del  centro , e del  raggio  del  cer- 
chio osculatore , l’ espressioni  di  queste  rette  sogliono  esser 

Eresentate  sotto  forme  diverse,  che  per  ciò  importa  notare. 

e indicate  da  (B),  o da  (C)  suppongono  ad  evidenza  che 
la  variabile  indipendente  sia  , c la  terza  delle  (B) , ravvi- 
cinata a quella  della  normale  ( n.  244  ) , può  anche  rice- 
vere la  forma  più  breve 


dove  N esprime  la  normale  ; ma  da  esse  facilmente  si  desu- 
mono quelle  per  le  quali  la  variabile  indipendente  può  essere 
qualunque,  bastando  all’uopo  (n.  Ili)  sostituire  in  (B) 


1 : 


dx 

dy 


a 


dy 

dx  ’ 


e 


dxd*y  — dyd*x  d“y 


tativi  praticati  su  punti  presi  nella  normale  e dalla  parte  concava,  punii 
che  si  fan  servire  come  centri  a fine  d’ imbattersi  nel  cerchio  che  interse- 
ghi  la  curva  nel  punto  dato:  ciò  che  può  essere  utile  spezialmente  quando 
si  tratti  di  una  curva  data  solo  pel  disegno  che  la  rappresenta  , ma  af- 
fatto incognita  quanto  alle  sue  proprietà  geometriche.  E se  mai  un  tal 
cerchio  non  s' incontrasse  fra  quelli  che  toccano  la  curva  ( come  in  qual- 
che punto  singolare  di  questa  potrebbe  avvenire),  si  terrà  per  cerchio 
osculatore  quello  che  ad  un  piccolo  variare  del  raggio,  di  esterno  alla 
curva  nelle  vicinanze  del  contatto  diverrà  interno,  o viceversa  : stante  il 
carattere  essenziale  ed  immancabile  del  cerchio  osculatore,  di  essere  il 
più  vicino  alla  curva  di  tutti  gli  altri  cerchi  possibili. 

Ancora  : supponendo  che  il  cerchio  osculatore  e la  curva  coincidano 
per  un  tratto  piccolissimo,  sarà  facile  il  vedere  per  le  note  proprietà 
del  cerchio , che  si  può  avere  con  approssimazione  suflìcicnte  il  raggio 
del  cerchio  osculatore  di  una  curva  in  un  punto  dato , segnando  sulla 
curva  c sulla  tangente,  a partire  dal  contatto,  due  parti  di  eguale  e 
assai  piccola  lunghezza  , e poscia  dividendo  il  quadrato  di  questa  lun- 

§hezza  pel  doppio  della  retta  che  cougiunge  gli  altri  estremi  di  tali  parti. 

e dunque  con  una  buona  scala  di  parti  piccolissime  si  esprimano  alla 
meglio  in  numeri  la  congiungente  e le  parti  uguali , il  detto  quozien- 
te , trovato  prima  in  numeri , e poscia  voltato  in  linea  mediante  la  me- 
desima scala  , darà  tosto,  a un  bel  circa,  il  dimandato  raggio  del  cer- 
chio osculatore. 
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Per  tal  mezzo  si  hanno  le  Tormolc  generali 

di/{dx'-\-dy')  dx(dx*-^dy') 

^ dxd^y — dyd'x  ’ dxd* y dyd‘ x ’ 

^ dxd*y  — dyd'x  ’ 

le  quali , in  conferma , si  possono  anche  dircUamonlc  ca- 
vare dall’ equazione  primiliva  , e dall’ equazioni  dilTerenziali 
di  primo  e di  secondo  ordine  del  cerchio  osculatore  , solo 
che  nel  prendere  1’  ullima  di  questo  equazioni  si  tengano  c- 
gualmenlc  come  varialiili  dx  e di/. 

272.  È chiaro  che  queste  formolo  si  accomodano  agevol-, 
niente  a tutte  le  ipotesi , che  piaccia  o convenga  fare  circa 
la  variabile  indipendente. 

Supposto  per  esempio  che  questa  debba  essere  y , basta 
sopprimere  in  esse  i termini  alFctli  da  oTy,  perchè  allora  c/jn 
dee  riguardarsi  costante , e nullo  per  conseguenza  </'y. 

Supposto  poi  che  la  variabile  indipendente  sia  l’arco  «, 
intercetto  al  punto  {x  ,y)  c ad  un  qualunque  punto  fisso  , 
sarà  costante  ds , ea  essendo  ( n.  221  ) 

d*'—dx'-\-dy',  differenziando  si  avrà  dxd'x-\-dij(Ty=^. 

Ora  mediante  queste  due  equazioni  si  possono  eliminare  dalle 
formolo  (D)  i differenziali  dx  e «Par,  o pure  dy  e «Py,  per 
accomodarle  al  caso  in  cui  l’equazione  della  curva  fosse  data 
in  ^ ed  a , o pure  in  ar  ed  a ; c la  espressione  di  p ( che 
interessa  più  dell’  altre  due  ) si  trova  essere 

diV' di'  — dy'  di'  — dx' 

P = ,opurep= 

273.  II  raggio  del  cerchio  osculatore  prende  una  forma 
vieppiù  semplice,  e mena  a conseguenze  ui  maggiore  impor- 
tanza , introducendo  nel  calcolo  l’ angolo  che  la  tangente 
della  curva  nel  punto  ( ar , y ) forma  con  l’ asse  delle  x. 
Chiamando  6 quest’angolo,  aobiamo  dal  n.°  32 

tanO  = ~,  e quindi  6 = arc.tan^- 

Adunque , differenziando  nella  ipotesi  che  la  variabile  indi- 
pcadcntc  sia  qualunque,  avremo  (n.  C6  , 14.*) 

29 
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„ dx  dxd^y—dyd'x  dxd*y  — dyd*X 

dx'-^-dy*  ~ 5?  ' 

con  che  l’espressione  generale  di  p (n.  271)  diviene  scm- 
plicissitnamenle 

p = ^,  e dà  in  consegnenza  cW  = y,  e ds  — p(B. 

274.  Per  conosc«^  il  signiflcato  geometrico  di  queste  for- 
inole supponiamo  essere  nella  m,  OP=z  , PQ=^  , 
l’arco  Èm~»,  e quindi  l’arco  MN=^s.  Supponendo  an- 
cora condotte  per  iw  ed  iV  le  tangenti  alia  cuna,  e le  pa- 
rallele all’asse  delle  x positive,  sarà  l’angolo  e 

la  sua  differenza  ^6z=uNn — tIHfn=.uNn — lnN=tttn.  Ciò 
posto  , osserviamo  che  l’ angolo  uin  , esteriore  delle  tangenti 
applicate  agli  estremi  dell’  arco  MN  (e  che  dicesi  angolo  del 
conlatto  quando  si  suppone  inCnitamente  piccolo)  c la  mi- 
sura più  adeguata  della  curvatura  di  quest’arco  sotto  una 
data  lunghezza  , perchè  esso  angolo  cresce  , diminuisce  , e 
si  annulla  al  supporre  che  l’arco  s’incurvi  più,  o s’incurvi 
meno , o si  raddrizzi  ; come  divien  chiaro  supponendo  che 
r estremo  M dell’  arco  resti  fisso  insieme  colla  tangente  Alt, 
e che  r altro  estremo  N si  allontani  vieppiù  da  questa  tan- 
gente , o pure  se  le  avvicini , o la  raggiunga.  Poiché  dun- 
que abbiamo  d6  = — , ne  viene  in  conseguenza  che  la  detta 

curvatura  sarà  misurata  da  Ciò  prova  1.”  che  il  limile 

di  essa  è zero , perchè  p è una  quantità  determin.nta , lad- 
-dove  As  diminuisce  indefinitamente  con  Ax’,  2.°  che  quan- 
do si  afferma  che  la  curvatura  in  un  punto  AI  sia  alla  cur- 
vatura in  un  altro  punto  AI*  come  - ad  •7,  ossia  in  ragio- 
ne inversa  dei  raggi  dei  cerchi  osculatori  in  tali  punti , ciò 
si  deve  intendere  delle  curvature  di  due  archi  infinitamente 
piccoli  e di  eguale  lunghezza , contati  dai  medesimi  punti. 

276.  Inoltre,  osservando  che  l’angolo  uln  ossia  Ad  è uguale 
all’  angolo  AIoN  compreso  dalle  normali  alla  curva  in  ^ ed 
N , e che  la  formola  poW  cui  si  è trovato  eguale  da  esprime 
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l'arco  del  cerchio  osculatore,  che  sottenderebbe  l'angolo  dò 
fatto  al  centro  di  esso,  diviene  manifesto  che  l’arco  31  N , 
a seconda  che  il  punto  IV  si  avvicina  ad  M,  tende  a con* 
fondersi  con  l’ arco  del  cerchio  osculatore  in  31 , frapposto 
alle  due  normali  condotte  per  31  cà  N \ e che  rincontro  di 
queste  normali  si  avvicina  in  pari  tempo  al  centro  di  cotal 
cerchio.  Per  questa  ragione  la  curvatura  della  curva  in  31 
si  stima  eguale  a quella  del  cerchio  osculatore  della  curva 
in  tal  punto  , ed  il  raggio  di  questo  cerchio  dicesi  anche 
meglio  raggio  di  curvatura.  Ciò  nasce  , come  si  potea  pre- 
vedere , dalla  proprietà  di  essere  tal  cerchio  il  più  vicino  di 
tutti  alla  curva  nel  punto  31 , e viene  ancora  confermato  anzi 
che  no  dal  riflettere  che  il  medesimo  cerchio  interseca  [n.  263) 
generalmente  la  curva;  difatti,  questo  fa  si  che  il  cerchio 
avendo  in  rigore  alquanto  maggior  curvatura  dell’arco  LN 
dalla  parte  del  punto  31  dove  è interno  a quest’  arco , ed 
alquanto  minor  curvatura  dalla  parte  dove  è esterno  , nel- 
r insieme  la  curvatura  dell’  arco  LN  intorno  al  punto  31 
sarà,  anche  pel  fatto  di  questa  intersecazione,  men  diversa 
da  quella  del  cerchio  osculatore  in  M.  E se  questa  interse- 
cazione non  ha  luogo  quando  il  contatto  del  cerchio  oscula- 
tore con  la  curva  è per  avventura  di  ordine  dispari,  allora 
in  vece  il  contatto  è vieppiù  intimo  , perchè  di  ordine  su- 
periore al  secondo  ; e d’  ordinario  la  curvatura  della  curva,  a 
simiglianza  di  quella  del  cerchio  , è allora  la  stessa  dallo  due 
parti  del  punto  di  contatto. 

276.  Per  fare  adesso  un’applicazione  cercheremo  il  rag- 
gio di  curvatura  delle  curve  coniche , servendoci , come  nel 
n.®  2ol  , deir  equazione  =2jnx nx' . Allora  per  trarre 
partito  dalla  espressione  della  normale  ritrovata  nello  stesso 

A’J 


n.”,  possiamo  adoperare  la  forinola  r = ' 


dx' 


del  raggio  di 


curvatura  (n.  271)  , e non  dovremo  che  sostituirvi  il  coef- 
ficiente differenziale  di  secondo  ordine  di  y cavato  dalla  detta 
equazione.  Ora  il  primo  differenziale  di  questa  equazione  es- 
sendo ydij  = mdx  + nxdx , elevando  a quadralo  avremo 

-f-  n(2m3:  -f  nx*)dx*  = m'dx'  -f-  ny'dx* 
in  virtù  dell’  equazione  primitiva.  Inoltre  dividendo  per  y'dx*, 
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e poi  difierenziaiulo  di  nuovo , sarà  successivamente 

dy*  __  m*  , ^dy  d*y  __  2ra*  dy  d'y  __  m* 

i/x*  y*  ^ ’ dx  dx'  y^  dx  ’ </x*  y*  ’ 

A’* 

onde  per  Ja  suddetta  formola  risulterà  r = — , astrazione 

fatta  dal  segno.  Adunque  il  raggio  di  curvatura  in  un  pun- 
to qualunque  di  una  curva  conica , eguaglia  il  cubo  della 
corrispondente  normale  terminata  ad  un  asse  della  curva, 
diviso  pel  quadralo  del  semiparametro  appartenente  a tale 
asse;  ed  in  ogni  vertice  della  curva  eguaglia  il  semipara- 
metro dell'asse  a cui  quel  vertice  appartiene , perchè  ivi  la 
normale  eguaglia  ancor  essa  la  metà  del  parametro  (n.  251). 

277.  Giiudcrerao  questo  capitolo  osservando  che  noi  avrem- 
mo potuto  determinare  il  cercliio  osculatore  di  una  curva  con- 
siderando questa  siccome  un  poligono  d'infiniti  lati  infinita- 
mente piccoli,  e condizionando  il  cerchio  a passare  per  tre 
vertici  successivi  di  tal  poligono,  a simiglianza  del  modo  in- 
dicato per  la  tangente  nel  n.“  234.  Ma  dopo  la  ricerca  della 
serie  di  Taylor , fornita  del  suo  resto  che  ne  rende  legittimo 
r uso , ci  è paruto  convenevole  di  fondare  su  di  essa  la  teo- 
rica dei  contatti , a fine  di  dare  anche  un’  applicazione  geo- 
metrica di  detta  serie  ; e merita  osservazione  che  trattandosi 
di  contatto  di  secondo  ordine , altro  non  si  esige  per  la  va- 
lidità dei  ragionamenti  adoperati  se  non  che  i coefficienti 
differenziali  di  primo  c secondo  ordine  delle  ordinate  delle 
curve  espresse  dall’  equazioni  y =f{x)  , e y = -\.[x)  sicno 
continui  nelle  vicinanze  del  punto  dato,  il  clic  generalmente 
avrà  luogo  se  l’asse  delle  ordinate  non  sia  parallelo  alla  tan- 
gente delle  curve  in  tal  punto. 
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CAPITOLO  XXIIL 

Sviluppale  e sviluppatili , inviluppi  e inviluppate. 

278.  Ad  ogni  punto  di  una  curva  corrispondendo  un  cen- 
tro particolare  di  curvatura  , l’ insieme  ossia  il  luogo  geome- 
trico di  tutti  questi  centri  costituirà  in  generale  un’altra  cur- 
va. Or  questa  curva  dicesi  evoluta  o sviluppala  della  pri- 
ma, la  quale  per  contrario  chiamasi  evolvente  o sviluppan- 
te dell’  altra , a motivo  di  una  relazione  singolare  che  dimo- 
streremo aver  luogo  tra  esso. 

Per  iscoprire  il  modo  con  che  desumere  l’equazione  della 
sviluppata  . . . {fig.  34)  da  quella  della  sviluppante 
LMN...  , basta  osservare  che  quando  nelle  due  ultime  del- 
l’ equazioni 

/(a-,y)=0,  (A);  (x-»)-  + (y-/3)’=p',  (1) 

(x— *)cfe-f(y— i3)rfy=0,  (2);  dx*^dy'-\-{if—^)d'rj=i),  (3) 

c che  sono  i differenziali  di  primo  e di  secondo  ordine  del- 
l’equazione (1)  espriracnlo  il  cerchio  osculatore , s’intendono 
posti  per  dij , e </*y  i valori  in  ar , y , e dx  tratti  dai  dif- 
ferenziali di  primo  e di  secondo  ordine  di  (A) , allora  le 
» c /3  possono  riguardarsi  come  funzioni  implicite  di  ar  c y, 
o pure  di  x sola  in  virtù  dell’  equazione  (A).  Quindi  elimi- 
nando X e y tra  l’ equazioni  (A) , (2)  e (3)  ; o , che  torna 
lo  stesso  , tra  F equazione  (A)  c le  due  prime  equazioni  (B) 
o (C)  del  n,®  267  , si  avrà  una  equazione  che  non  contiene 
di  variabili  se  non  le  coordinate  » , /3 , e che  per  questo  rap- 
presenta la  sviluppata. 

279.  Il  differenziale  dell’  equazione  (2) , preso  non  solo  ri- 
spetto ad  a:  e y , ma  hens’i  rispetto  alle  coordinate  a e j3 
dell’  evoluta  ( le  quali  siccome  teste  abbiamo  detto  son  fun- 
zioni di  a:  e y ) , si  riduce  in  virtù  dell’  Clonazione  ^3)  a 
d*dx  -j-  d?>dy  =p.  Quindi  l’ equazione  (2)  polru  essere  scritta 
sotto  Ja  forma 

con  la  quale  esprime  (n.  234)  ima  retta  che  tocca  la  sviluppata 
nel  ponto  ( « , /3 ) espresào^^^pr^  passa  i>el  punto  {x  ,y) 

- 
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della  curva  primitiva  , rappresentato  da  M . Ma  l’ equazio- 
ne (2)  esprime  ( n.  235  ) una  retta  normale  alla  curva  pri- 
mitiva nel  punto  [x  ,y) , e die  passa  pel  punto  ( » , jS ) : 
dunque  possiamo  afTerinare  che  le  normali  di  una  curva 
qualunque  sono  langenti  delta  sua  sviluppala. 

280.  Da  ciò  segue  che  le  normali  LI , Mm  , IVn  . di 
una  curva , colle  successive  loro  intersecazioni,  della  prima 
cioè  colla  seconda , della  seconda  colla  terza , della  terza 
colla  quarta,  ec.  daranno  i vertici  di  un  poligono  circoscritto 
alla  sviluppata  , c tanto  meno  diverso  da  essa  quanto  minori 
ne  saranno  i lati  e gli  angoli  esteriori  ; talché  abbisognando 
costruire  la  sviluppata  di  una  curva,  data  soltanto  col  disegno 
che  la  raffigura  (come  spesso  accade  nelle  arti  di  costruzione), 
la  si  avrà  con  esattezza  sufficiente  al  bisogno  nella  curva 
iscritta  al  detto  poligono,  se  non  pure  nello  stesso  poligono. 

281.  L’equazione  (1)  differenziata  pur  essa,  tanto  rispetto 
ad  a:  ed  y,  che  rispetto  ad  »,|3,  e p considerate  come  Ina- 
zioni di  a:  c y , si  riduce  in  virtù  dell’  equazione  (2)  ad 

{x — «)rf»4-(y  — /3)rff3  = — prfp  ; (5). 

Quindi  eliminando  mediante  l’ equazioni  (4)  e (5)  i binomi 
X — a.  ed  y — /3  dall’equazione  (1) , si  avrà 

rfp  = ± vTFTW  ; 

ma  questo  radicale  esprime  (n.  231)  il  differenziale  dell’arco 
ffz  0 dell’  arco  della  sviluppata  ( secondo  che  piace  adottare 
il  segno  -f-  o — del  radicale),  compreso  tra  un  punto  fisso 
^ o 7 ed  il  punto  variabile  pi  ; dunque  indicando  con  a la 
lunghezza  dell’  uno  o dell’  altro  arco  , avremo 
f/p  = ±rf5,  donde  df'^d(J=d[f^o)=Q,  e 

dinotando  con  C una  quantità  costante  , cioè  a dire  che  non 
varia  con  x , o col  punto  m : non  potendo  essere  se  non  co- 
stante una  quantità  il  cui  differenziale  è nullo. 

L’equazione  p — a=C  esprime  che  l’arco  Cpt  della  svilup- 
pata, e la  tangente  Mn  di  essa,  distesa  fino  alla  sviluppante, 
procedono  nei  loro  cangiamenti  con  differenza  costante.  Quindi 
chiamando  p'  e a'  due  altri  valori  compagni  MV'  e ^!*'  della 
tangente  e dell’  arco  contalo  pure  dal  punto  C , avremo  nel 
tempo  stesso 

p — ffz=(7,  e — onde  sarà  a'  — <s=sp' — p: 
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il  che  prova  che  un  arco  qtuHunque  della  sviluppala  è 
quanto  la  differenza  delle  tangenti  ptM , n'JA'  fra  le  quali 
è iniercetlo , distese  fino  alla  sviluppante. 

282.  1 geometri  dicono  rettificaoile  una  curva  quando 
r espressione  analitica  di  un  suo  arco  qualunque  è funzione 
algebrica  delle  coordinate  delle  sue  estremità.  Da  un’  altra 
parte,  siamo  certi  per  le  regole  della  dilferenziazione,  che  i 
coellicienti  diflercnziali  delle  funzioni  algebriche  sono  ancor 
essi  rappresentati  da  somiglianti  funzioni , e da  ciò  si  rende 
chiaro  che  nelle  curve  algebriche  le  formolo  dei  raggi  di 
curvatura  , ossia  delle  tangenti  alle  sviluppate , debbono  es- 
sere parimente  algebriche  , perchè  dipendono  dai  coellicienti 
differenziali  di  primo  e di  secondo  ordine  dell’ordinata  presa 
per  funzione  dell’ ascissa.  Dunque,  in  virtù  del  teorema  leste 
cnunziato  , possiamo  con  un  altro  teorema  affermare  che  tutte 
le  sviluppate  delle  curve  algebriche  sono  rettificabili.  E si 
può  anche  asserire  che  sono  rettificabili  le  sviluppate  di 
quelle  curve  trascendenti , le  cui  equazioni  differenziali 
sono  algebriche  .•  come  sarebbe  la  logaritmica  neperiana  e- 
spressa  dall’ equazione  y=-lx. 

283.  Ciò  che  si  è detto  nel  n.”  280  conduce  a desumere 
graficamente  e per  approssimazione  la  sviluppante  dalla  svi- 
luppala : problema  che  teoricamente  consideralo  è di  compe- 
tenza del  calcolo  integrale.  Difalli , essendo  l’ arco  della 
sviluppata  {Jig.  34)  eguale  alla  differenza  delle  tangenti  ftl^x 
ed  31V , applicate  ai  suoi  termini  e distese  fino  alla  curva 
primitiva  MM' , è chiaro  che  questa  curva  verrebbe  descritta 
con  molo  continuo  dalla  estremità  di  un  filo,  il  quale  avendo 
una  sua  parte  lesa  e rappresentala  da  fzM  , e l’ altra  parte 
essendo  avviluppala  sull  arco  /ai//',  si  andasse  poi  sviluppando 
progressivamente  da  quest’  arco  , avendo  sempre  per  la  ten- 
sione la  forma  di  linea  retta  tangente  dello  stesso  arco,  nel 
punto  dove  giunge  a mano  a mano  lo  sviluppamcnlo.  Or 
questa  si  è la  ragione  per  cui  la  curva  (J-yl  si  dice  svilup- 
pala della  curva  MM'. 

284.  È chiaro  che  ogni  altro  punto  della  //J7,  o del  suo 
prolungamento  descrive  nel  medesimo  tempo  un’altra  svilup- 
pante della  stessa  curva  ///x' , c che  queste  diverse  sviluppan- 
ti (comunque  aver  possano  equazioni  differeutissime ) sono 
curve  tra  loro  parallele.  Cosi  la  ricerca  della  sviluppante , 
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supposta  cognita  la  sviluppata , b problema  indeterminato  , 
eccetto  che  non  vi  si  aggiunga  qualche  altra  condizione  , 

3 naie  sarebbe  per  esempio  il  dover  passare  per  un  punto 
ato.  In  nuesta  ipotesi  il  problema  è determinalo  , ma  la 
maniera  ui  descrizione  pocanzi  delta  non  è veramente  che 
ideale  , e pro])ria  soltanto  a farla  concepire  eseguita  per  moto 
continuo.  Nondimeno  c facile  supplirla  con  una  costruzione 
equivalente  , ed  elfeltuala  colla  riga  e col  compasso  , che 
sono  gli  ordinari  strumimli  del  disegnatore  geometra.  In  ef- 
fetto , menando  pel  dato  punto  L la  tangente  LX  alla  svi- 
luppata, mediante  la  semplice  applicazione  della  riga  in  modo 
che  abbia  un  minimo  arco  di  comune  con  la  curva,  si  pren- 
derà r arco  Xfji  piccolo  ancor  esso  tanto  che  coincida  sensi- 
bilmente colla  sua  corda , ed  applicata  anche  in  g la  tan- 
gente , si  avrà  il  punto  Jff  portando  su  questa , a coniare 
da  fx , la  delta  corda  e di  seguito  la  tangente  XL.  In  simil 
modo,  notato  l’ archetto  fxv  s'i  piccolo  da  potersi  estimare  come 
linea  retta  , si  applicherà  in  v la  tangente  , e tagliando  su 
questa  a contare  da  v la  detta  linea  retta  ed  in  continuazione 
la  tangente  yI4x  , si  otterrà  un  nuovo  punto  N della  svilup- 
pante : e cosi  appresso. 

28o.  Le  sviluppato  e le  sviluppanti,  e tra  quest’ ultime  la 
sviluppante  del  cerchio , sono  di  grande  uso  in  varie  appli- 
cazioni importanti.  Noi  qui  ci  limiteremo  alle  sviluppate  delle 
curve  coniche  e serviranno  all’  uopo  le  prime  due  equazio- 
ni (B)  del  n.“  267.  ;7  ^ 

L’equazione  più  semplice  dell’ ellisse  essendo  : nq 


X'  tr 

— -l-^=  1 


si  hanno  ~-  = — - 
dx  a y 


X d'y 
" ’ 1? 


Quindi  sostituendo  questi  valori  nelle  citate  due  equazioni  > 
avrciuj  le  due  altre 


X — * = 


J.  ( -f.  bKx'  ) 


. y—^ 


y ( a^y'  -4-  Mx*  ) 


> .y 

Inoltre  eliminando  y'  d'illa  prima  di  queste,  ed  a:®  dalla  se- 
conda mercè  1’  equazione  dell’  ellisse  , vengono  per  a e (3 


/3  = 


4*  — a' 


!/*• 


ai  44 

Ora  i valori  Ulì  x a y tratti  da  queste  equazioni , e sostituiti 
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in  quella  dell’ ellisse , ci  danno  subito  per  la  sviluppata  di 
questa  curva  l’ equazione 


la  cui  forma  indica  per  sò  sola  die  la  sviluppata  debba  gia- 
cere simmetricamente  per  rapporto  agli  assi  coordinali  o della 
ellisse  (^.  3S  ).  Facendovi  successivamente  x—0,  e /3=() 
si  ottengono  i punti  dove  la  sviluppeata  incontra  gli  assi  , e 
siccome  in  tali  punti  debbono  questi  assi  toccare  («.  279)  la 
curva , così  questa  si  comporrà  di  quattro  rami  clic  volge- 
ranno lutti  la  convessità  ai  medesimi  assi.  In  fine  , pcrcliè 
r equazione  della  sviluppala  ( di  accordo  con  quanto  si  disse 

• • 

nel  n.”  276  ) dia  i semiparamelri  — ed  y per  valori  dei  rag- 
gi di  curvatura  corrispondenti  ai  vertici  M , M' , ed  N , N' 
deir  ellisse  , è forza  cne  i centri  di  curvatura  f/  e '/  dei  ri- 
spettivi vertici  M , M'  dell’  asse  maggiore  esistano  fra  tali 
vertici  ed  il  centro  ; e che  all'  opposto  i centri  v e v'  di  cur- 
vatura dei  vertici  N , N'  dell’  asse  minore  cadano  al  di  là  del 
centro  , per  rapporto  ai  vertici  corrispondenti. 

286.  Siccome  l’iperbola  dall’ ellisse,  così  la  sviluppala 
della  prima  si  può  desumere  dalla  sviluppala  della  seconda 
cangiandovi  b'  in  — b*.  Tale  sviluppala  verrà  dunque 
espressa  da 


Questa  curva  è formala , come  la  precedente , da  quattro 
parli  eguali  c disposte  simmetricamente  per  rapporto  agli 
assi  dell’iperbola  36).  Essa  incontra  il  solo  asse  trasverso 
deH’ipcrbola  nei  punti  nei*',  dove  a vicenda  si  toccano; 
ed  il  valore  dei  raggi  di  curvatura  Mg,MV>  corris|)onden- 

ti  ai  vertici  31,  M'  dell’ipcrbola,  trovasi  espresso  da  — : con- 


forme pure  al  n.“  276. 

287.  In  quanto  alla  parabola  espressa  dalla  solita  c<|uazione 


tj*z=2ax,  essendo 


^ = - c 
dx  y ’ 

30 


dx*  y*  ' 
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la  sosliliiziono  di  questi  valori  nelle  stesse  due  prime  equa- 
zioni (11)  del  n."  2G7  ci  dà  immediatamente 

3 ^ 

x=3ar-fn  , donde  , y=— l/c’^. 

Per  lo  clic , sostituendo  queste  espressioni  di  a:  e y nell’equa- 
ziono  della  parallela , avremo  per  la  sua  sviluppata 

^ 27  a ' 

Questa  curva  è divisa  in  parti  eguali  c simili  dall’  asse  della 
parabola  , e lo  incontra  nel  punto  fi  {Jig.  37  ) dove  si  deb- 
bono toccare  a vicenda.  In  questo  punto  , clic  si  trova  po- 
nendo /3  = 0 , il  raggio  di  curvatura  M,u  , appartenente  al 
vertice  M della  parabola  , risulta  eguale  ad  a : di  accordo 
sempre  col  n.°  276. 

*288.  La  curva  X;zv. . . {Jìg.  34)  che  dicesi  sviluppata  della 
primitiva  LMN...  , chiamasi  d’altra  parte  inviluppo  o- in- 
viluppante delle  normali  LX  , Mg  , I\v , . . . che  la  toccano  nei 
punti  successivi  X,g,v,...  e che  alla  lor  volta  si  dicono 
inviluppate.  Per  dichiarare  generalmente  qual  sia  la  natura 
dell’ inviluppo  e delle  inviluppate,  consideriamo  la  serie  infi- 
nita delle  curve  che  vengono  somministrate  dall’  equazione 

,y  ,a)  = Q (A) 

fuccndo  variare  continuamente  il  parametro  a , costante  in 
cia.scuna  curva  per  rapporto  ad  a:  e y.  Supponendo  che  tali 
curve  s’ intersegliino  (a) , e non  considerando  se  non  le  in- 
tersecazioni successive , cioè  della  prima  curva  colla  seconda, 
della  seconda  colla  terza , della  terza  colla  quarta , ec.  na- 
sce una  nuova  curva,  la  quale  con  faciltà  si  vede  che  dee 
trovarsi  tangente  di  tutte  le  altre  , perchè  in  sostanza  vien 
formata  da  clementi  spettanti  ciascuno  a ciascuna  di  queste 
curve  , e già  sappiamo  ( «.  53  ) che  1’  elemento  di  una  cur- 


(a)  Questa  supposizione  è affatto  necessaria  , polendo  avvenire  che 
le  diverse  curve  somministrate  dall’equazione  (A),  per  vicine  che  sieno 
tra  loro  non  s’intcrseghino,  come  nel  caso  dei  cerchi  concentrici  espressi 
dall' equazione  x’-4-^* — a’  = 0;  o pure  che  s’ intersegliino  tutte  in 
un  solo  e medesimo  punto,  come  nel  caso  delle  rette  fornite  dall’ equa- 
zione y — ax  = 0 ■ 
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va  può  stimarsi  una  linea  retta,  e prolungato  dà  la  tangente 
della  curva  nel  luogo  dell’elemento.  Or  tutte  queste  iurinitc 
curve  diconsi  inviluppate , e la  delta  nuova  curva  chiamasi 
inviluppo,  o inviluppante,  o linea  di  contatto,  perchè  real- 
mente tocca  le  prime. 

*289.  Dinotiamo  con  o ed  o -f  Aa  due  valori  distinti  del 

fiarametro.  Le  curve  corrispondenti  a questi  valori  partico- 
ari  avranno  per  equazioni 

(A)  /’(a:,y,a)  = 0 , Aa)  = 0 (A.) 

e saranno  coordinate  del  punto  d’ intersecazione  i valori  di 
X e y tratti  da  queste  due  equazioni  : essi  varieranno  , e 
il  punto  cangerà  di  sito  sulla  prima  curva  a seconda  che 
Aa  si  farà  minore  ; onde  passando  al  limile  con  supporre 
Aflt  infinitamente  piccola,  l’equazione  (A,)  diverrà 

F{x  ,y  ,a)  + ^-^da  = t) , 

talché  il  sistema  dell' equazioni  (A)  ed  (A,)  verrà  surrogalo 
dall’  altro 

(A)  /’(;r,y,«)  = 0,  ^ = 0 (A') 

e i valori  A\  x c y desunti  da  questo  nuovo  sistema,  saranno 
i limili  ai  quali  si  avvicinano  indefinitamente  i valori  delle 
stesso  coordinalo,  dedotti  dal  sistema  (A)  ed  (A,),  frattanto 
che  A«  converge  a zero. 

È chiaro  dopo  ciò,  che  si  avrà  l' equazione  dell’  inviluppo 
eliminando  tra  l’ equazioni  (A)  ed  (A')  il  parametro  a , da 
cui  queir  equazione  debb’ essere  indipendente. 

*290.  Per  dare  un  esempio  cercheremo  l’ inviluppo  delle  pa- 
rabole, che  nascono  dalla  equazione  y — ax 

Iribnendo  ad  a lutti  i possibili  valori  numerici. 

Derivando  questa  equazione  per  rapporto  ad  a si  ottiene 

X — 2^*=0,  donde  ma  la  sostituzione  di  questo 

valore  di  a nella  proposta  equazione  dà 

2^1/  = à*  — X* , ossia  x'  = b*  — 2Ay  , 
dunque  il  richiesto  inviluppo  è ancor  es.so  una  parabola,  a- 
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venie  per  parametro  2A,  per  asse  di  iìrara  quello  delle  y, 
e per  vertice  il  punto  ( x = 0 , y = ^6) , cosicché  l’ origine 
delle  coordinate  ne  sarà  il  fuoco,  (a) 


*291.  Por  indicare  un  inviluppo  di  applicazione  estesissi- 
ma, supponiamo  che  l’equazione  (A)  sia  quella  di  un  cerchio 
di  raggio  dato  r , c che  abbia  per  centro  i punti  successivi 
di  una  data  curva.  Chiamando  a e b \e  coordinale  variabili 
di  questa  curva  , e supponendo  essere  A = 9 (a)  la  sua  equa- 
zione , quella  donde  traggono  i cerchi  inviluppati  sarà 

— + — = (A) 

c la  sua  derivala  per  rapporto  al  parametro  variabile  a ver- 
rà espressa  da 

X — a-\-  [y  — i?a ) 9'a  = 0.  (A') 

Dunque  eliminando  a tra  questa  equazione  e la  precedente, 
si  avrà  quella  dell’  inviluppo  o della  linea  di  contatto  di  tulli 
i delti  cerchi  , la  quale  sarà  ( come  ben  si  vede  ) una  curva 
parallela  e distante  per  a da  quella  indicata  dall’ equazione 
b=zo{a),  e del  genero  delle  curve  mentovate  nel  n.”  2o4  come 
sviluppanti  di  una  medesima  curva,  proposta  come  sviluppala. 

Supponendo  per  esempio  6=o{a)  si  ha  9'(a)=- ; 

onde  l’eliminazione  di  a tra  l’ equazioni 


(,r 


darà  nel  risultato  (che  qui  sarebbe  inutile  di  scrivere)  una  cur- 
va parallela  alla  parabola  espressa  dalla  equazione  a'=2mb, 
e distante  da  essa  per  r.  La  detta  eliminazione  è sempre  più 
o mono  malagevole  , ma  fortunatamente  può  farsene  di  meno 
in  molte  ricerche  importanti,  relative  alle  curve  parallele. 


(a)  La  parabole  che  nascono  dall'equazione  proposta,  sono  le  traiet- 
torie descritle  nel  vuoto  dei  gravi  proietti  con  velocità  dovuta  all’  al- 
tezza 1^,  e con  direzioni  inclinate  all’orizzonte  sotto  angoli  che  hanno 
i valori  di  a per  tangenti  trigonometriche.  Quindi , siccome  la  nuova 
ritrovala  parabola  tocca  e realmente  inviluppa  entro  di  sè  le  prime  , 
ne  risulta  che  i punti  esteriori  ad  essa  trovansi  al  sicuro  dalle  percosse 
del  proietto  animalo  dalla  detta  velocità,  e spinto  per  qualunque  dire- 
zione nel  piano  della  curva. 
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*292.  Quando  Toquazione  (A)  è posta  sotto  la  forma 
O“/(^>y)  = 0 

mediante  la  risoluzione  di  essa  per  rapporto  ad  a , l’ equa- 
zione (A')  si  riduce  ad  1=0:  risultato  assurdo  , epperò 
inetto  a dare  l’ equazione  dell’  inviluppo.  Ciò  nasce  da  che 
r equazione  precedente  devesi  riguardare  come  multipla,  ossia 
equivalente  a più  equazioni  diverse 

(I  —J",  ( a: , y ) = 0 , a y,  ( x , y ) 0 , . . « 

a motivo  dei  radicali  che  entrano  nella  sua  composizione,  e dei 
doppi  segni  che  loro  appartengono  : e si  deve  credere  che  le 
porzioni  di  curve  rappresentate  da  taluna  di  queste  equazioni 
distiate,  più  non  s’ interseghino  successivamente.  Intanto  biso- 
gna osservare  che  se  per  a si  sostituisse  f{x,y)  nell’ equazio- 
ne (A) , questa  diverrebbe  identica  del  pari  che  le  sue  derivate 
per  rapporto  ad  or  e ad  y,  talché  avrebbesi  identicamente 

dx'  da  dj;  ’ dy  da  dy 


donde 


df  dF  dP  d^_  ^ 

dx  dx  ' da'  dy  dy  " da 

Ma  la  relazione  tra  a;  e y che  costituisce  l’equazione  dell’in- 
viluppo , annulla  — quando  l’ equazione  (A)  è libera  da  ra- 

dicali  ; dunque  essa  renderà  infiniti  e ciò  che  som- 

ministra  un  mezzo  di  trovar  l’equazione  dell’inviluppo,  quando 
l’equazione  delle  inviluppate  trovasi  risoluta  per  rapporto  al 
parametro  variabile  a. 

Così  dall’equazione  delle  inviluppate  proposta  nel  n."290, 
avendosi 


b ± f/À*  — %by  — X* 
X 

risulta 

df  — !>\^  b* — Iby — x' 

dx 


df  _ b 

aVb'~Uy—x' 


x'Vb'  —%b,J  — 3* 

c si  ritorna  all’ equazione  deH’inviluppo  mediante  la  condizio- 
ne che  questi  valori  divengano  infiniti , non  potendo  essere 
soddisfatta  questa  condizione  senza  supporre  h' — 24y — j-*=0. 
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CAPITOLO  XXIV. 

Applicazione  delle  teoriche  precedenti  alla  cicloide. 


293.  Dicesi  cicloide  la  curva  ^nerata  da  un  punto  di  una 
circonferenza  di  cerchio  , la  quale  toccando  una  retta  inde- 
finita e restando  sempre  in  uno  stesso  piano , va  ruzzolando  so- 
pra di  essa.  Le  proprietà  notevolissime  di  questa  curva  hanno 
varie  applicazioni  importanti  in  geometria  ed  in  meccanica. 

Dinotino  OAB  ed  NML  {Jig.  38)  la  prima  posizione , ed 
un  altra  posizione  qualunque  del  cerchio  rotante , e suppo- 
niamo che  il  punto  generatore  della  cicloide  , ed  il  contatto 
del  cerchio  con  la  retta  sieno  amhidue  in  0 nella  prima  po- 
sizione , laddove  uno  sia  in  M e l’ altro  in  N nella  seconda. 
É chiaro  che  passando  il  cerchio  da  una  all’  altra  posizione, 
i punti  dell’  arco  MN  si  sono  applicati  successivamente  su 
quelli  della  retta  ON,  e che  perciò  debba  essere  sempre  l’arco 
eguale  alla  retta:  bene  inteso  che  nel  contare  l’arco  e la 
retta  dal  punto  comune  N , procedano  amendue  in  senso  op- 
posto al  rivolgimento,  ossia  da  destra  a sinistra. 

Ciò  posto  prendiamo  il  punto  0 per  origine  delle  coordi- 
nate , e la  retta  ON  per  asse  delle  x , e condotte  per  M le 
perpendicolari  IIP  ed  MQ  sulla  retta  ON  e sul  diametro  NL, 
chiamiamo  a il  raggio  del  cerchio , ed  al  solito  x , y le 
coordinate  rettangolari  OP  , PM  del  punto  l\l.  Avendo  ri- 
guardo al  segno  del  coseno  di  un  arco  il  quale  varia  da  zero 
sino  ad  una  mezza  circonferenza  , si  vede  facilmente  che  per 

3ualunquc  punto  M della  parte  ascendente  OD  della  cicloi- 
c,  è sempre  a — xj  l’ espressione  analitica  del  coseno  del- 
r arco  MN  ; per  lo  che  , potremo  esprimere  quest’  arco  me- 
diante il  simbolo  arc.cos(a — ly),  riferito  al  cerchio  di  rag- 
gio a.  È ])oi  la  retta  NP  = QM  = V' 2ay  — , sia  per  le 

note  proprietà  del  cerchio  , sia  perchè  la  QM  è il  seno  dello 
stesso  arco  NM  avente  per  coseno  a — y:  dunque,  riguar- 
dando il  detto  radicale  come  una  quantiLà  per  sè  stessa  po- 
sitiva , l'equazione  delTarco  ascendente  OD  .sarà 

X -f-  \^%ny — y'  =;  are . cos  ( « — y ) , 
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o che  torna  allo  stesso , 

ar  = arc.cos(o  — y)  — V'2ay  — y'.  (A) 

Quanto  all’  arco  discendente  DO',  per  un  qualunque  punto 
M'  di  esso,  e per  l’altro  M di  eguale  ordinata  nell’arco  ascen- 
dente , si  ha  con  evidenza 

OP'  = 00'  — O'P'  = 00'  — OP  : 

dunque  chiamando  ancora  x c y \e  coordinate  del  punto  M', 
e sostituendo  ad  00'  l’ espressione  27ra  della  circonferenza 
che  nel  suo  compiuto  rivolgimento  si  è applicata  su  quella 
retta , e ad  OP  l’ espressione  in  y dataci  per  la  precedente 
equazione  , sarà 

ar  = 2ira  — arc.cos(a  — y ) + 2oy  — ?/  (D) 

r equazione  dell’  arco  discendente  DO',  (a) 


(a)  Si  può  vedere  facilmente  che  l'equazione  alta  ad  esprimere  tulli 

fli  archi  ascendenti  della  cicloide  , non  meno  a destra  che  a sinistra 
eli*  asse  OY,  è della  forma 

X = ±(  2/V.o  -I-  arc.cos  (a  — y)  — l/2ay  — !/*)■> 

supponendo  che  t vi  dinoti  un  qualunque  numero  intero  e positivo , a 
contar  da  zero.  E con  eguale  faciltà  si  può  vedere  , che  l' equazione 
alta  a rappresentare  tutti  gli  archi  discendenti  a dritta  ed  a sinistra 
dell’  asse  OY , è della  forma 

ar  = rb  ( 2iV.a  — arc.cos  (a  — y)  -è-  l/2ay  — H*  ) ì 
se  non  che  in  essa  non  può  i essere  zero.  Ma  se  si  è contento  di  espri* 
mere  a;  e y in  funzione  di  una  terza  variabile,  esprimendo  cosi  in  pari 
tempo  la  curva  col  sistema  di  due  equazioni , queste  risulteranno  sem- 
plicissime prendendo  per  terza  variabile  I’  arco  sempre  crescente  ISM  , 
che  è quello  i cui  punti  nel  rivolgimento  del  cerchio  si  applicano  suc- 
cessivamente sulla  retta  Gasa  , c che  si  terrà  positivo  o negativo  secondo 
che  si  considera  il  rivolgimento  sull'  asse  delle  x positive  , o su  quel- 
lo delle  X negative.  Difatti , chiamando  ai  quest'  arco  , abbiamo  subito 
r equazioni 

x=ON— -NP=arcoMN— NP=aj— scn*  ,y=CN— CQ  = a— cos®, 

le  quali , avendo  riguardo  a’  segni  che  convengono  a sen  » c cos® , è 
facile  vedere  che  si  veriGcano  per  qualunque  punto  di  qualunque  ramo. 
Ciò  nondimeno , se  per  avere  l’ equazione  della  curva  in  a:  e y si  eli- 
minasse ® tra  le  dette  equazioni  sunz’  alcuna  particolare  avvertenza  , il 
risultato  sarebbe  più  generala  che  non  dev'  essere  per  esprimere  sol- 
tanto la  cicloide. 
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294.  É chiaro  che  i valori  di  dx  tratti  da  queste  due  equa- 
zioni non  possono  differire  che  nel  segno , e dilatti  appli- 
cando le  regole  date  nel  n.°  66  , 6.®  e 13.”,  ed  avvertendo 
che  il  coseno  a — y si  riferisce  al  raggio  a , si  trova  per 
equazione  differenziale  della  cicloide 

(1) 

l/Zay  — y*  — y*  l/2òy — y* 

dove  il  segno  -|-  vale  per  l’arco  ascendente,  ed  il  segno  — per 
r arco  discendente. 

29J>.  Da  essa  ottengonsi  pel  differenziale  dell’arco  0M=^, 


e per  differenziale  dell’  area  OPM  = l , 


(il  = ydx  = 

l/2oy  — y* 

Più  semplicemente , ammettendo  che  Rr  e Pjo  rappresen- 
tino dx,  l’elemento  MRm  dell’ area  cicloidale  OBDMO  verrà 
espresso  (n.  222)  da 


Iii)Jx.Rr={2a — y)dx=—"  - ■dy^V'latj — y*.rfy ; 

Vìay—y' 

ma  questa  formula  esprime  ancora  per  lo  stesso  citato  n.°  l’ele- 
mcnto  HKM  del  semicerchio  EKD,  perchè  HR.=  1/ 2ay — y“ 
ed  \\h  = dy  ] dunque  saranno  tra  loro  eguali  questi  due  ele- 
menti , e valendo  lo  stesso  per  tutti  gli  altri  compresi  fra  OB 
e il  punto  D rapporto  alla  cicloide  , e compresi  fra  il  pun- 
to E e il  punto  D riguardo  al  semicerchio  , 1’  area  cicloi- 
dale OBDMO  pareggerà  il  semicerchio  EKD  ; ma  d’ altra 
parte  il  rettangolo  OBDM  è il  quadruplo  di  quel  semicer- 
chio, a motivo  che  la  retta  OE  pareggia,  per  la  natura  della 
cicloide , la  semiperiferia  EKD  : dunque  l’ area  cicloidale 
OBDMO  eguaglierà  tre  semicerchi  , e * area  ODO'O  conte- 
nuta in  tutta  la  cicloide  sarà  tripla  del  cerchio  generatore. 

296.  Dall’equazione  differenziale  della  cicloide  si  desume 
ancora  per  la  sunnormale  nel  punto  M 

^ = l/2ay  — y‘  = PN  , 

ox 
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con  che  la  normale  sarà  MN , ed  il  yalore  di  questa , indi- 
pendentemente dalla  formola  datane  al  n.”  244 , e per  la 
sole  proprietà  del  cerchio  risulta  espresso  da  X/'My.  Quindi 
essendo  retto  l’angolo  NML  contenuto  nel  scmicerciiio , sarà 
ML  la  tangente  della  curva  in  M ; e ^iova  osservare  cho 
le  LM  ed  MN  sono  parallele  alle  rispettive  corde  DK  e REI 
del  cerchio  rotante  dovunque  posto,  a fine  di  valersi  di  que- 
sta posizione  arbitraria  del  cerchio , quando  non  si  abbia 
quella  del  diametro  NL  corrispondente  al  punto  dato  M , la 
quale  peraltro  si  avrebbe  facilissimamente  costruendo  il  ra- 
dicale l/(2a  — y)y  cho  esprime  la  retta  PN. 

297.  L’equazione  diflerenzialc  dell’arco  ascendente  01)  ci  dà 


dy  \/ 2ay  - 

dx  y 


2rt  — y 


(2) 


Dunque  l' equazioni  della  tangente  e della  normale  della  curva 
nel  punto  {x  ,y)  di  tale  arco  saranno  ( n*  234  e 235  ) 


r ./2“- 

y-y=V- 


\x' — x),  ed 


x' — x= — ^ ■ 


2<i  — y 


ma  è chiaro  che  quando  trattasi  di  un  punto  dato  nella  cur- 
va , il  metodo  dianzi  esposto  sia  da  preferirsi  alla  costru- 
zione di  queste  equazioni. 

Quando  poi  il  punto  per  cui  si  vuol  condurre  la  tangente 
o la  normale  alla  cicloide  non  è in  questa  curva,  le  ignoto 
del  problema  sono  x e y , e cambiando  x'  e y'  nelle  coor- 
dinate di  quel  punto , cne  diremo  /i  e A , le  precedenti  o- 
quazioni  liocrate  dal  radicale  divengono 

y[{x  — hy  + {y  — kY^  = 2a{x  — hf  , 
y[(ar— A)*  + (y  — A)‘]  = 2o(y  — A)*, 
esprimendo  cosi  due  curve  di  terzo  grado,  (a) 


(a)  In  grazia  dei  meno  provetti  nell' applicazione  dell'algebra  alla  geo- 
metria , aggiungeremo  che  se  bisognasse  descrivere  queste  curve,  a fine 
di  combinarle  colla  cicloide  ed  avere  i punti  ignoti  nelle  intersecazioni 
delle  prime  colla  seconda  , gioverebbe  supporre  nella  prima  curva 
{x-h)'-^{y-ky=2r{x-h),  (T) 

e nella  seconda 

31 
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298.  Per  procedere  alla  ricerca  del  raggio  di  curvatura 
eleviamo  a quadralo  l’ equazione  (2) , c poscia  prendiamo  i 
coollicienti  dilTcrcnziali  dei  due  membri.  In  lai  modo  avremo 
successivamente 

dy' 2a  -t  c\^V  dy  d*y a 

dx*  y ’ dx  dx*  y’‘  dx’  ^ dx*  y*  ’ 

quindi  per  la  formola  del  raggio  di  curvatura  espresso  (n.  271) 
mediante  la  normale  , avremo  immediatamente 

f = A"*  : g = ^2^  = v/8^  = ai/aSi,  : 

dal  che  si  deduce  die  nella  cicloide  il  raggio  di  curvatura 
è sempre  doppio  della  normale. 

299.  Da  questo  valore  del  raggio  di  curvatura,  che  ci  dà 
por  contro  di  curvatura  relativo  al  punto  0 questo  medesimo 
punto  (a),  e per  centro  di  curvatura  relativo  al  vertice  D il 


(®-A)'-)-(y-A)-  = 2r(y-X),  (N) 

perchè  così  la  prima  si  riduce  ad 

ry  a {x  — h)  , (t)  ; e l’ altra  ad  ry  = a {y  — k)  , (n) 

c quindi  per  ogni  valore  dato  arbilrariaroenle  ad  r,  si  avranno  due  punti 
della  prima  o della  seconda  curva  mediante  la  costruzione  dell'  equa- 
zioni (T)  e (t),  o deir  equazioni  (N)  ed  (n),  che  dinotano  in  ambi  i casi 
un  cerchio  ed  una  retta  di  facilissime  determinazioni. 

(a)  Dalla  circostanza  singolare  che  il  centro  di  curvatura  corrispon- 
dente al  punto  O è lo  stesso  punto  0 , combinata  con  quanto  si  disse 
nel  n.°  274  circa  il  rapporto  delle  curvature  in  due  punti  diversi  di 
una  curva , si  rende  lecito  affermare  che  la  curvatura  della  cicloide 
in  0 sia  infinitamente  maggiore  che  non  è in  ogni  altro  luogo  della 
curva.  Questo  risultamento  sembra  avere  del  paradosso  ; ma  riflettendo 
che  al  primo  spostarsi  del  cerchio  generatore , si  può  tenere  come  so 
il  medesimo  facesse  , per  un  istante  , centro  di  sua  rotazione  un  punto 
della  base  infinitamente  vicino  ad  O , ne  viene  in  conseguenza  che  il 
primo  elemento  della  cicloide  si  può  avere  come  un  arco  infinitesimo 
di  un  cerchio  descritto  con  un  raggio  aneli’  esso  infinitesimo.  Ora  è pa- 
lese che  un  elemento  di  tal  sorta  è più  curvo  , al  di  là  di  ogni  rappor- 
to , di  qualunque  altro  eguale  elemento  descritto  con  un  raggio  di  gran- 
dezza finita.  Adunque  il  calcolo  non  poteva  esprimer  meglio  in  suo  lin- 
guaggio tanta  differenza  di  curvatura  , che  presentando  un  raggio  di 
curvatura  nullo , e quindi  una  curvatura  infinita  nel  punto  0. 
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punto  S della  normale  DE  prolungata  sino  ad  essere  E5  e- 
gualc  ad  ED  , si  deduce  ancora  facilmente  che  la  sviluppa- 
la della  cicloide  è un  altra  cicloide  eguale  alla  prima,  Di- 
falti  , il  centro  di  curvatura  relativo  al  punto  qualuiK|ue  M 
dovendosi  trovare  sul  prolungamento  della  normale  .MN  , c 
ad  una  distanza  jN;a=N.M,  e chiaro  che  l’arco  del 
cerchio  di  raggio  a , e il  cui  centro  ò in  y sul  prolunga- 
mento della  lìyJ  , eguaglia  l’arco  N.M  del  cerchio  .NJIL  di 
cgual  raggio  e di  centro  in  C ; onde  altresì  1’  arco  LJI  ri- 
sulta eguale  all’  arco  Xu.  Ma  per  essere  1’  arco  MN  eguale 
alla  retta  ON  , e la  semicirconferenza  LMN  eguale  alla  OE 
scmibase  della  cicloide  , debh’  esser  pure  1’  arco  LM  eguale 
alla  retta  EN  ; dunque  l’ arco  Xa  eguaglierà  similmente  la 
retta  X5  , c quindi  il  punto  fx  apparterrà  alla  cicloide  che 
verrebbe  generata  dal  punto  m movendo  col  cerchio  X,uN 
da  5 verso  X,  (a) 

300.  Osserviamo  di  più  che  il  raggio  di  curvatura  essendo 

nullo  ili  0,  od  eguale  ad  M.tx  = 21/ 'ìay  in  M,  se  ne  di;- 
sumc  ( fi.  281  ) che  l’ arco  0,ix  della  sviluppata  sia  pur  esso 
eguale  ad  Ma,  talché  chiamando  s quest’arco,  cd  osservando 


(a)  Si  potrebbe  anche  giungere  a questo  risultato , sostituendo  nello 
prime  due  formolo  (B)  del  n.°  267  i valori  trovati  pei  coefGcienli  dif- 
ferenziali di  primo  e di  secondo  ordine  di  y,  e poscia  permutando  le 
coordinate  « e ^ in  due  altre  »'  e , parallele  alle  prime  o contate 
dal  punto  S nelle  direzioni  òX  e sE  , mediante  le  formolo  «=«ra — *\ 
^ = — 2a-t-/i'.  In  tal  modo  si  avrebbe  una  equazione  in  •'  e /S'  af- 
fatto simile  a quella  in  or  e y della  cicloide  primitiva. 

Del  resto  questa  proprietà  delia  cicloide  , di  riprodursi  mediante  lo 
sviluppamcnlo  , è colicgata  ad  un’altra  molto  più  generale,  dovuta  a 
Gio:  Bernouilli , e dimostrata  la  prima  volta  da  Eulero  nel  X tomo  dei 
Nuovi  Commentari  dell’ Accademia  di  Pietroburgo,  che  può  essere  cosi 
enunziala  : se  avendosi  una  curva,  compresa  Ira  i lalidi  un  angolo  retto 
e toccata  da  questi  ( come  avviene  per  la  O.MD  toccata  dalle  rette  BO  e BD 
nei  punti  O e D),  si  prende  la  sviluppala  dell’arco  frapposto  ai  contatti, 
e di  questa  si  torni  a prendere  la  sviluppata , e così  di  seguito  all' in- 
citilo; le  curve  che  in  tal  modo  si  ottengono  tenderanno  progressiva- 
mente a conjondersi  con  una  semieicloide.  Essa  è stata  pure  dimostra- 
ta da  Legendrc  in  (Ine  del  2.°  voi.  degli  Esercizi  di  Calcolo  Integra- 
le, e da  Poisson  nel  18."  fascicolo  del  Giornale  della  Scuola  Po- 
litecnica, pag.  A31.  , 
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la  MP  espressa  da  y eguaglia  la  Oar,  sì  avrà  l' equazio- 
ne notevolissima 

s = 21/” 2ay  , ovvero  s'  = '&ay  , 

Ira  un  arco  qualunque  della  cicloide  , contalo  dal  vertice  , 
e l’altezza  o freccia  del  medesimo  arco.  Considerando  il 
punto  J in  vece  del  punto  fx , o che  torna  lo  stesso  ponendo 
y = 2a  , risulta  l’ arco  05  = 4a  ; dunque  la  cicloide  è vna 
curva  reilijicabile  ( n.  282  ) , c V intera  lunghezza  di  ogni 
atto  ramo  eguaglia  esattamente  r/uattro  diametri  del  cer- 
chio generatore,  (a) 


(a)  Essendosi  dello  (n.  291  ) clic  In  cicloide  ò susccllibile  di  appli- 
cazioni importami , non  crediamo  inutile  il  darne  una  descrizione  gra- 
fìca  per  punti , la  quale  è insieme  facile  ed  esalta  oltre  il  bisogno  or- 
dinario. Essa  deriva  dalla  proprietà  che  l’arco  LM  eguaglia  la  retta 
NE  ( n.  299  ) , ossia  clic  I’  arco  DR  , contato  dal  vertice  della  cicloide 
nel  cerchio  generatore  descritto  sull'  atse  della  medesima , è uguale 
alla  retta  KM  , che  a contirc  dall'altro  estremo  di  tale  arco  si  prolunga 

fìno  alla  cicloide.  Cosi  essendo,  se  nella  Jig.  39  dinoti  0.1.2 6 

la  metà  del  cerchio  generatore  della  cicloide  che  si  vuol  descrivere,  ed 
il  vertice  di  questa  curva  debba  essere  in  0 , avremo  I'  estremo  6'  di 
essa  prendendo  sulla  tangente  del  semicerchio  nel  punto  6 la  retta  6.6' 
lunga  quanto  la  detta  semicirconfcrcuza.  Ora  noi  possiamo  determinare 
il  punto  6'  con  esattezza  grandissima  , se  non  matematica  , applicando 
la  corda  0 . 2 eguale  al  raggio , od  abbassata  sopra  di  essa  la  perpen- 
dicolare dal  centro  , prolungando  questa  sino  ad  incontrare  in  m la  tan- 
gente del  semicerchio  in  0.  Allora  portando  sulla  tangente  nel  punto  6 
la  6.H  tripla  del  raggio,  avremo  nella  distanza  dei  punti  m ed  n una 

retta  che  differisce  dalla  semicirconferenza  0.1.2 6 meno  di  una 

diecimilesima  del  raggio  : come  agevolmente  si  rileva  confrontando  il  ri- 
sultato numerico  del  calcolo  della  retta  mn  col  noto  valore  3,14159. . . 
della  semicirconferenza  di  raggio  1.  Presa  dunque  la  retta  6.6'  eguale 
alla  distanza  mn , basterà  dividere  in  uno  stesso  numero  di  parti  eguali 
essa  retta  e la  semicirconferenza,  e condotte  per  i punti  1,2,3,...  di 
divisione  di  quest' ultima  le  parallela  alla  base,  si  porteranno  su  di  esse 
a contare  dai  medesimi  punti  le  rette  1 . 1' , 2.2' , 3.3' ,. . . eguali  ri- 
spettivamente ad  una  , a due  , a ire  parti  ,. . . della  6.6'  : ed  i punti 
1' , 2'  , 3'  ,. . . apparterranno  alla  cicloide  con  approssimazione  analoga 
a quella  del  punto  6'. 
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CAPITOLO  XXV. 


Dei  punti  singolari  delle  curve  piane. 


301.  Punii  singolari  di  una  curva  son  cjuclli  dove  la  curva 
presenta  qualche  sensibile  particolarità  , indipendente  dalla 
posizione  degli  assi  coordinati. 

In  primo  luogo,  si  dice  punto  ^ iiijlessione  o A\  flesso  con- 
trario , quello  innanzi  e dopo  il  quale  la  curva  pic.^a  in  di- 
rezioni opposte  , thlcliè  quivi  intersega  la  propria  tangente 
{Jìg.  22  e 23  ).  Osservando  che  almeno  pei  punti  che  im- 
mediatamente lo  precedono  e lo  seguono,  la  seconda  derivala 
deir  ordinala  aver  dee  ( n.  86)  segni  contrari,  questa  de- 
rivata dovrà  esser  nulla  o pure  infinita  nel  punto  preciso 
d’ inflessione  , eppcrò  le  coordinale  di  esso  , cui  diremo  a 
e A , si  troveranno  mediante  r equazione  f[x,y)  = 0 della 
curva  ed  una  delle  due  altre 


ÙL 

dx‘ 


= 0 


> 


Se  non  che  , bisogna  poi  rendersi  cerio  che  la  seconda  de- 
rivata , ridotta  in  funzione  della  sola  x , prenda  eflclliva- 
mcntc  valori  reali  c di  segni  opposti  per  le  ascisse  a — A 
ed  a h , dinotando  h una  retta  comunque  piccola. 

È facile  ugualmente  che  utile  il  vedere  , che  nel  punto 
d’ inflessione  1 angolo  formato  dalla  tangente  con  l’asse  delle 
X , e quindi  la  sua  tangente  trigonometrica  espressa  dalla 
prima  derivala  dell’  ordinala , sieno  in  islato  di  massimo , o 
pure  di  minimo  ; di  che  si  desume  un  altro  mezzo  di  ve- 
rificare l’esistenza  di  quel  punto,  quando  per  esso  la  secon- 
da derivata  dell’ ordinala  c nulla.  Allora  infatti  è necessario 
(«.  157)  che  la  prima  delle  derivale  successive  che  prende 
un  valore  effettivo  c finito , sia  di  ordine  dispari. 

Applieando  il  dello  metodo  alla  curva  espressa  dall’equa- 
zione y = è~  * , c rappresentata  nella  fig.  40 , Irovansi  per 
essa  due  punti  d’ inflessione,  corrispondenti  ad  x=z±z — • La 

stessa  ha  pure  un’ordinata  massima,  corrispondente  ad  x~0, 
ed  un  asintoto  nell’  asse  delle  x. 
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302.  Cercando  i minimi  e i massimi  del  raggio  del  cer- 
diio  oscillatore  , si  ottengono  i punti  dove  la  curvatura  è 
la  più  o la  meno  pronunziata  ( n.  274  ).  Nelle  curve  alge- 
briche questi  punti  diconsi  verlici , e le  normali  corrispon- 
denti si  chiamano  assi  perchè  dividono  le  curve  in  parti 
eguali  c simili  ; ma  questo  fatto  non  avendo  sempre  luogo 
nelle  curve  trascendenti , potrebbero  i detti  punti  chiamarsi 
più  propriamente  (almeno  quando  non  sono  estremità  di  assi) 
umbilictd  delle  curve  , perche  in  essi  il  dilferenziale  del  rag- 
gio di  curvatura  essendo  nullo  , la  curvatura  può  tenersi  co- 
stante nella  estensione  di  un  arco  minimo  preso  da  ambe  le 
parti  : proprietà  affatto  simile  a quella  di  che  godono  certe 
superfìcie  curve  in  alcuni  loro  punti , che  pur  si  chiamano 
ximbilichi  delle  superficie.  Cosi , nella  logaritmica  nej)eriana 
31  ) indicata  dall’  cquzizionc 


y = e^,  essendo  p=— 


')*  (t+//)T 


il  raggio  p di  curvatura  trovasi  minimo  per  z = — j/2 , e 
però  la  curvatura  della  logaritmica  c la  più  risentita  nel 
punto  corrispondente  a tale  ascissa , la  cui  normale  non  è 
certo  untasse  della  curva. 

303.  E anche  singolare  un  punto  di  una  curva 

1. “  quando  le  coordinale  di  esso  rendono  soddisfall  i 
l’equazione  della  curva,  senza  che  alcun  ramo  di  questa  passi 
per  quel  punto,  il  quale  dice.si  per  db  punto  isolalo  : c tale 
per  esempio  è l’ origine  delle  coordinate  nella  curva  espressa 
dall’  equazione  aij'  ~x'  {x  — b)  -,  fig.  41 . 

2. "  quando  per  l’ opposto  due  o più  rami  della  curva 
passano  per  quel  punto,  sia  inlersegandosi  fra  loro,  sia  toc- 
candosi. Il  punto  in  quistionc  dicesi  allora  multiplo  o mob 
tiplice  , e in  particolare  chiamasi  doppio  {^g.  32  ) , triplo 
{jìg-  42  ) , ec.  secondo  il  numero  dei  rami  che  s’ intersegano 
o si  toccano  senza  quivi  arrestarsi  ; ma  quando  i rami  sono 
due  soli  c si  toccano,  senza  prolungarsi  da  tulle  due  le  parti 
del  contatto , il  punto  diecsi  di  regresso , e segnatamente  di 
primo  genere  se  prendono  in  mezzò  la  tangente  comune 
{Jìg-  3a  , 36  , 37  ) , e rf/  secondo  genere,  se  giacciono  dii 
un  lato  stesso  di  questa  tangente  {pg.  43  ). 
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Nelle  curve  algebriche  è un  carattere  comune  di  tutti  que- 
sti punti  singolari,  che  supponendo  intera  e razionale  l’equa- 
zione f(x,y)  = 0 delle  curve,  le  coordinate  di  tali  punii 
debbano  verificare  l’ equazioni 


£ 

dx 


= 0,  e 1^  = 0. 

dy 


Difatti,  supponendo  da  prima  che  M 41,  43  e 44  ) sia 
un  punto  isolato,  o di  regresso,  è visibile  che  per  esso  pos- 
sono condursi  infinite  rette  , tali  che  nelle  vicinanze  del  pun- 
to , ed  almeno  da  una  parte  di  ciascuna  retta,  non  v’abbia 
punti  della  curva  proposta.  Ora  supponendo  che  PJIQ  sia 
una  qualunque  di  tali  rette,  è facile  provare  che  la  funzione 
per  tutti  i punti  come  P e Q di  questa,  vicinissi- 
mi ed  in  parti  opposte  di  M , debba  prendere  valori  effettivi 
c di  un  medesimo  segno.  Dibatti  , supponendo  uniti  i punti 
P c Q con  una  curva  algebrica  e continua  P/nQ  , la  quale 
nè  contenga  il  punto  51  ne  incontri  la  curva  proposta  , c 
considerando  i valori  della  funzione  per  tutti  i punti  di  que- 
sta nuova  curva  , i due  che  corrispondono  a P e Q non  po- 
trebbero avere  segni  opposti  senza  esser  nullo  alcuno  dei  va- 
lori intermedi;  ma  per  ipotesi  la  funziono  /’(  a* ,?/ ) non  ò 
nulla  che  per  la  curva  proposta  e pel  punto  51:  dunque  avrà 
valori  di  segni  simili  pei  punti  P e Q. 

Così  essendo , possiamo  avere  in  conto  di  un  massimo  o 
di  un  minimo  il  valor  nullo  che  la  funzione  assume 

in  51 , paragonato  a quelli  che  assume  negli  altri  punti  vi- 
cinissimi ad  51  e presi  nella  stessa  rotta  PQ , la  cui  posizio- 
ne è d’altronde  indeterminata:  ch’c  quanto  diro,  le  coordi- 
nate del  punto  M debbono  ad  un  tempo  rendere  la  funzione 
f{x,ìj)  un  massimo  o pure  un  minimo,  e soddisfare  l’equa- 
zione y=ax-\-b,  dove  a e b sono  costanti  ma  indetermi- 
nate. Dunque  sussisteranno  insieme  ( n.  162  ) l’ equazioni 


ì + = ® = donde  | + c|  = 0, 

c dovendo  a rimanere  indeterminata  del  pari  che  la  retta 
P.51Q , dovranno  essere  parlitamente 


= 0. 
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Supponiamo  ora  che  si  tratti  di  un  punto  multiplo.  11  coef- 

licicntc  differenziale  ^ avrà  per  le  coordinate  di  esso  diversi 

valoYi , siccome  la  curva  avrà  diverse  tangenti  relative  ai 
rami  che  ivi  s'incontrano;  c se  anche  questi  diversi  rami 
sicno  fra  loro  in  contatto  di  primo  ordine,  sarà  lo  stesso  il 

valore  di  ^ ma  non  quello  di  , del  pari  che  sarebbe  lo 


dx' 


stesso  anche  il  valore  di  ma  non  quello  di  se  il  con- 

ax  €lx^ 

latto  fosse  di  secondo  ordine , e così  di  seguito.  Ma  essendo 
razionale  , per  ipotesi , 1’  equazione 

le  derivate  successive  di  essa 


dx  dtf  dx  ’ 
( o 'l'f  dy  d'Sd,,'  djd'y_ 

dx*  tì'n  ~ fì  ^ 


(1) 


- rfy 

dx^  dx'dy  dx 


dxdtj  dx  ' dy*  dx*  dy  dx* 
3rfy  dy*  d\f  dyi 

dxdy*  dx*  dy^  dx^  f 


4- 


ì£L  "ÙL  J_  dj  d^y 

dxdy  dx*  dy*  dx  dx*  dy  dx^ 


0 , ec. 


saranno  bensì  razionali , c quindi  non  jiotranno  dare  che  un 
sol  valore  per  ^ , o per  ^ , o per  , ec.  dunque  biso- 
gna ammettere  che  le  coordinate  del  punto,  dove  s’incontrano 

jf>  * jp 

più  rami  distinti,  rendano  -^=0,  e quindi  anche  -—=0, 

ay  * dx 

acciò  non  ripugni  che  s’abbiano  più  valori  distinti  per  le 

funzioni  derivale  ^ ^ ^ *1“®^'  allora  potrebbero 

esser  determinate  ciascuna  da  una  equazione  derivata  di  or- 
dine diverso  dal  proprio , e di  grado  superiore  al  primo. 

304.  Dopo  ciò  è chiaro  che  la  ricerca  dei  punti  isolati  , 
o di  regresso,  o multipli  dee  cominciarsi  risolvendo  due  qua- 
lunque delle  tre  equazioni 


/(-.»)=«,  1=0,  1=0, 


(A) 
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e verificando  prima  di  andar  olire  se  i valori  cosi  oUenuli 

1-ter  X ey,  die  noi  dcnoleremo  con  a e ù,  rendano  soddisfatta 
a terza  equazione.  Allora  supponendo  ridotta  l’ equazione 
«Iella  curva  alia  forma  u = F{t),  polrciiio  affermare 
I.  Che  il  punto  {a,o)  è isolato,  quando  F(a  — h)  e 
F(a-j-/t)  sono  immaginarie  da  4 = 0 sino  ad  un  altro 
valore  qualunque  , e poi  tutte  due  od  una  sola  tornano  reali. 
Ciò  d’ordinario  si  rende  palese  col  vedere  se  1* equazione 


rfjr*  t/xi/y  dx  ' dy*  dx*  ’ 


(2) 


cui  si  riduce  l’anzidctta  derivata  di  secondo  ordine,  dia  valori 

d'/  


ia 

dx*  d*y  \dxdy)  ’ 


immaginari  per  — , cioè , se  sia 

ma  è chiaro  che  potrebbero  in  vece  essere  immaginari  i valori 

di  — , o di  altro  coelficiente  differenziale  consecutivo.  Pos- 
ar* 


sono  servire  di  esempio  le  curve  indicate  dall’ equazioni 
oy*— ar*-f  4x*=0,  (/y.41);  x*(ar— 1)=0, 

nelle  quali  c un  punto  isolato  l’ origine  delle  coordinate,  (a) 
11.  Che  quando  il  punto  {a  , 6)  ò un  regresso  di  primo 
genere,  si  verificano  ad  un  tempo  queste  circostanze:  1.”  ri- 
guardo alle  ordinate  vicine  alla  4 può  darsi  il  caso  che  quelle 
indicate  dalf  espressioni  F(a  — 4)  e F{a-f-A)  prendano 
ciascuna  un  valor  reale  , come  nei  punti  v c v'  della  lig.  31>  ; 
e può  darsi  il  caso  che  una  sia  immaginaria  c l'altra  duplice 
reale  , come  nei  punti  f*  o jk'  della  stessa  figura;  2."  il  eoef- 
iicienle  differenziale  di  primo  ordine  ha  almeno  due  valori 
reali  ed  eguali , onde  se  sussiste  l’ equazione  (2)  che  li  de- 
termina , dovrà  essere  soddisfatta  quest’  altra 


d*f  d'f  / d*f  Y 

dx*  dy*  \ dxdy  ) ’ 


(C) 


(a)  1 punii  isolali  delle  curve  algebriche  sono  anche  tieni  coniuyati, 
da  che  se  ne  può  allribuirc  la  origine  allo  svaniincnlo  della  parte  iin- 
inaginaria  in  due  espressioni  immaginarie  c coniugate  di  y in  x.  Difatli 

supponendo  essere  ^ = <p  (j)  rh  • 1^ — t queste  due  espressioni, 
c chiamando  a una  delle  radici  reali  dell’  equazione  t (o')  = 0,  c cliiaro 
che  il  punto  che  lia  per  coordinate  a c <p(«),  apparterrà  alla  curva  in 
quanto  no  verifica  f equazione , senza  però  giacere  sul  di  lei  perimetro. 

32 
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che  segue  necessariamente  da  tale  eguaglianza;  3.°  il  coefiì> 
ciente  ditTerenziale  di  secondo  ordine , il  quale  per  le  dette  due 
ordinate  reali  ha  segni  simili  o contrari  [n.  86)  secondo  che 
si  verifica  l’uno  o l’altro  dei  notati  casi,  è poi  in  generale 
infinito , e qualche  volta  zero  nel  punto  {a  , o).  Dilatti,  os- 
servando 4S  ) che  per  ogni  ascissa  pochissimo  differente 
da  a,  in  più  (come  nella  figura)  o in  meno,  il  coefficiente 
diifercnziale  di  primo  ordine  ha  due  valori,  uno  poco  maggiore 
e l’altro  poco  minore  di  quello  die  ha  nel  punto  {a  ,0) , si 
arguisce  facilmente  che  una  curva  la  quale  per  le  ascisse 
medesime  della  proposta  avesse  per  ordinate  rette  propor- 
zionali alla  derivata  dell'ordinata  di  questa,  presenterebbe 
nel  punto  di  ascissa  a la  sua  tangente  perpendicolare  all’asse 
delle  X , come  nella  46  , eccello  che  questo  punto  non 
fosse  per  accidente  esso  medesimo  un  regresso  di  prima  spe- 
cie con  tangente  parallela  all’asse  delle  x.  Dunque  la  se- 
conda derivata  di  tale  ordinala  , cui  sarebbe  proporzionale 
la  tangente  trigonometrica  della  inclinazione  della  nuova 
curva  in  quel  punto  all’asse  delle  x,  in  generale  sarà  infi- 
nita , ed  accidentalmente,  potrà  esser  nulla. 

Noteremo  come  esempi  l’ equazioni 

y[y—?  — xY={x—%Y  , (2ir-fl-fr)’'=4(l— i-)5, 

e si  ritroverà  facilmente  clic  le  curve  indicate  da  esse  hanno 
per  punti  di  regresso  di  primo  genere  quelli  di  cui  sono  coor- 
dinate ed  1,  — 1. 

Jll.  Che  quando  il  punto  {a  ,b)  è un  regresso  di  secondo 
genere  , hanno  luogo  queste  circostanze:  1.”  una  dello  espres- 
sioni F{a  — h),P(a-\-h)  è immaginaria,  c l’altra  du- 

f ilice  reale  ; 2.®  il  coelficieule  differenziale  di  primo  ordine 
la  pure,  come  dianzi,  almeno  due  valori  eguali,  c con  ciò 
sussiste  l’equazione  (C)  se  accade  che  sussista  l’ equazione  (2). 
Ma  siccome  nella  nuova  curva  testò  motivala , il  punto  che 
corrisponde  al  regresso  può  risultare  esso  medesimo  un  re- 
gresso di  prima  o di  seconda  specie , cos'i  non  saprebbesi 
assegnare  di  una  maniera  generale  quale  ordine  di  coellicieiile 
differenziale  debba  essere  necessariamente  nullo  o infinito  ; 
c bisogna  contentarsi  di  notare  che  il  coefficiente  differenziale 
di  secondo  ordine  dee  prendere  valori  di  un  medesimo  se- 
gno per  le  due  ordinate  reali  su  menzionalo. 
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(^ì  nella  curva  espressa  dall’equazione 


e rapnresenlala  dalla 43,  si  Irova  per  punto  di  regresso  di 
seconuo  genere  la  origine  delle  coordinalo. 

IV.  In  fine  , che  per  un  pittilo  doppio  propriamente  dello, 
1.®  i valori  reali  del  coefficiente  difiercnzialc  di  primo  ordine 
sono  almeno  due,  e perciò  restano  generalmente  determinali 
mediante  l’equazione  (2);  2.®  per  valori  almeno  piccolissimi 
di  h corrispondono  ordinalo  reali  alle  ascisse  c-j-«  ed  a — //, 
o pure  corrispondono  ascisse  reali  alle  ordinate  A + 4 , e b — h. 

Similmente  per  un  pittilo  Iri'plo,  1.®  i valori  reali  del  pri- 
mo coelficicnle  diirercnziale  sono  almeno  tre , ond’  è che  in 
generale  restano  soddisfatte  anche  l’ equazioni 


dx' 


= 0 


£L 

dxdij 


= 0 


dif 


= 0 


(D) 


c serve  a determinarli  la  terza  derivata , che  si  riduce  alla 
seguente  equazione,  di  terzo  grado  por  rapporto  a ^ , 


</x*  dx'dy  dx  dxdy*  dx*  ' dy^  dx^  ’ ' ' 

la  quale,  per  ciò,  non  dee  avere  una  radice  reale  e due  im- 
maginarie ; 2.®  devesi  anche  verificare  la  seconda  condizione 
dei  punti  doppi. 

Allo  stesso  modo  si  renderebbero  manifeste  le  condizioni 
che  debbonsi  verificare  nel  caso  di  un  punlo  quadruplo,  o 
di  un  ordine  più  allo  di  moltiplicità.  E giova  osservare,  che 
quando  nella  discussione  dei  punti  di  regresso  o pure  dei 
punti  multipli  si  opera  immcaiatamenle  sull’  equazioni  delle 
curve  , si  può  nella  ricerca  dei  valori  della  prima  derivala 
riguardare  ugualmente  come  costanti  dx  c dy,  per  cosi  ri- 
sparmiarsi la  pena  di  scrivere  i termini  moltiplicati  per  , 
d^y,  cc.  che  poscia  converrebbe  sopprimere  in  virtù  dclre- 
quazioni  comuni  (n.  303j  ai  dotti  punti  singolari;  ma  ciò  non 
sarebbe  lecito  quando  si  volessero  trovare  eziandio  i valori 
della  seconda  derivala  , per  conoscere  la  curvatura  dei  vari 
rami  che  si  toccano  o s’ intersegano  nel  punlo  in  quislione. 

Togliendo  ad  esempi  le  curve  algebriche  espresse  dal- 
r equazioni 
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y»— 3ojy4-a^*=0 , »•  33  ; (a7*+/y*)*==«’(x*— y*) , 46 , 

{2a—x)t/=x^ , /y  • 47  ; y*+x  2<7y * +2ix*y=0 , /y . 42 , 

y*+2ar*y*+a:^ — Gary'' — 2ax^ -\-a*x'=^  , Jìg.  49, 

si  troverà  che  l’origine  delle  coordinale  è un  ininlo  doppio  della 
prima  e della  seconda,  che  sono  \a  foglia  di  Cartesio  o la  tem- 
niscala  di  Giac.  IJernouilii  ; un  regresso  di  prima  specie  della 
terza,  che  è la  cissoide  di  Diodo;  ed  un  punio  triplo  della 
quarta.  Nell’  ultima  poi,  la  origine  ed  il  punto  {x=u  , y=0) 
sono  amenduc  doppi  ; ma  in  questa  curva,  per  meglio  cono- 
scere l’andamenlo  dei  rami  nelle  vicinanze  della  origine,  giova 
cangiare  x in  y e viceversa  , acciò  la  prima  derivata  di  y 
risulti  finita  : e in  tal  modo  Tequazione  della  curva  diviene 
y*  + 2y*x*  -f  — 6flx*y  — 2(7»/*  -|-  «’y*  = 0. 

Vi  è anche  a cercare  in  tali  curve  i punS  di  massima  o 
di  minima  curvatura;  e la  cissoide  .ammette  .ancora  un  .asinto- 
to, che  può  determinarsi  col  metoilo  esposto  nel  n.“  2S6.  (a) 
*305.  Oltre  ai  punti  singolari  fin  qui  nominali , .alcune  curve 
trascendenti  ammettono  ancora  i cosi  delti  punti  di  roUura  o 


(a)  Non  crediamo  inutile  il  notare  ette  in  alcuni  punti  possono  insieme 
aver  luogo  più  singolarità.  Così  nei  punti  di  flesso,  trovandosi  come  in  li- 
nea retta  due  elementi  della  curva,  contati  da  tali  punti  in  senso  opposto, 
i chiaro  che  quivi  la  curvatura  debba  essere  come  nulla  , talché  un 
punto  d’ inflessione  è anche  un  punto  di  minima  curvatura.  Ciò  sì  ac- 
corda bene  colla  eircostanaa  che  nei  punti  di  flesso  la  seconda  derivata 
deir  ordinata  è generalinenie  nulla  , sembra  poi  contrario  alTatto  alla 
circostanza  di  essere  talvolta  fluita  la  prima  derivala  e influita  la  se- 
conda , con  che  risulta  nullo  il  raggio  di  curvatura;  ma  questo  risili- 
tamento  si  dee  attribuire  a che  la  formolo  del  raggio  di  curvatura  pun 
estere  in  difetto  quando  le  derivale  di  1.®  o di  2.®  ordine,  che  en- 
trano nella  sua  composizione  lasciano  di  essere  funzioni  continue  pas- 
sando per  i’inflnito:  di  nceordo  con  l’ osservazione  fatta  nel  n.®  277. 

Inoltre,  nella  ricerca  dei  punti  singolari  potendo  esser  utile,  se  non  pure 
necessario , il  conoscere  un  certo  numerò  di  altri  punti  della  curva  , 
gioverà  , uscendo  dal  modo  consueto  , mettere  a profitto  qualche  cir- 
costanza particolare  che  presenta  l’ equazione , a line  di  rendere  più 
agevole  la  costruzione  di  quest' altri  punti.  Cosi,  nella  piupparte  degli 
esempi  addotti  in  questo  capitolo  , c segnatamente  nei  cinque  ultimi  , 
r equazioni  delle  curve  essendo  scevre  di  termini  costanti , ai  scorge  cfae 
ponendo  y = l’ equazioni  risultanti  in  a:  e / saranno  divisibili  al- 
meno per  X ; e quindi  si  potranno  esprimere  x b y in  t più  semplice- 
mente che  non  sarebbe  lo  esprimere  y in  ar,  o 7 in  y.  Uopo  ciò,  at- 
tribuendo a t valori  numerici  positivi  o negativi , ciascuno  di  essi  pro- 
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(li  arresto,  e i punii  saglienli-,  e questi  punii  Irovansi  esistere 
nello  cune  espresse  dall’ equazioni 

y = xlx  , y rssarare.tan-  , 

SS 

rappresentale  nelle  Jig.  1)0  c 1)1. 

Infatti  la  prima  eli  queste  curve  ha  un  ramo  solo , che 
si  arresta  di  un  tratto  nella  origine  delle  coordinale  ; per- 
chè ivi  la  y di  reale  diviene  immaginaria  , passando  la  x 
dallo  stalo  positivo  al  negativo.  jNclI' altra  poi,  essendo 

dy  \ X 

= are.  tan , 

dx  x 1 -I- 

e questa  espressione  prendendo  il  valore  5 > o 1’  ^Hro  — ^ 

nel  limile  zero  di  x , secondo  che  si  fa  convergere  a zero 
l'ascissa  positiva  o la  negativa,  ne  segue  che  la  curva  avrà 
due  rami  distinti  che  si  arrestano  nella  origine  delle  coordi- 
nale , senza  che  quivi  si  tocchino  come  nei  punti  di  regresso. 

*3^.  La  singolarità  che  più  sorprende , e che  sembra 
avere  del  paradosso,  è quella  (lei  punti  dove  la  posizione  della 
tangente  c indeterminala , come  ad  esempio  si  verifica  per 
l’origine  delle  coordinale  nella  curva  espressa  dall’ equazione 

y = x'  sen  - , donde  ^ = 2x  sen  - — cos  - • 

Ma  convien  rilletlcre,  che  il  sito  di  un  altro  punto  infinita- 
mente vicino  alla  origine  è parimente  indoterminato  , per- 
chè ad  ottenerlo  convien  supporre  che  x sia  infinitesimo,  ed 

allora  divenendo  infinito  l’arco  - , ne  sono  indeterminati  il 

X 

seno  c il  coseno.  Dunque  non  dee  recar  meraviglia,  che  sia 
pure  indeterminata  la  posizione  della  retta  che  unisce  un  tal 
punto  colla  origine,  ossia  la  tangente. 

In  generale  , i punti  singolari  delle  curve  trascendenti 
non  possono  determinarsi  che  mediante  una  discussione  spe- 
ziale , accomodala  alla  natura  doflc  funzioni  trascendenti  che 
entrano  nelle  loro  equazioni. 


durrà  la  conoscenza  dei  corrispoudenti  valori  di  x c y , e quella  per 
conscguente  di  uno  o più  punii  della  curva.  In  generale,  lo  esprimere 
le  due  coordinale  di  una  curva  in  funzioni  di  una  terza  variauile , è 
un  arlilìzio  di  analisi  che  si  sperimenta  utilissimo,  e sovente  necessario 
in  varie  ed  importanti  applicazioni. 
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CAPITOLO  XXVI. 

Applicazione  del  Calcolo  Differenziale  alle  curve  riferite 
a coordinate  polari. 

307.  Le  coordinate  polari  di  un  punto  M {fp.  S2  ) , con- 
dizionato a giacere  in  un  dato  piano , sono  , com’  è noto 
dalla  geometria  analitica  , la  distanza  MP  che  il  medesimo 
serba  da  un  punto  fisso  P del  piano,  che  dicesi  polo,  e l’an- 
golo MPo  che  tal  distanza  forma  con  una  retta  pur  fissa  Po 
menata  pel  polo  nel  piano.  La  distanza  MP  suol  dirsi  rag- 

!no  vettore  del  punto  M , e serve  come  di  sua  ordinata , 
addovc  l’angolo  MPo , o piuttosto  l’arco  op  che  lo  misura 
sopra  una  circonferenza  di  raggio  1 , fa  le  voci  di  ascissa 
del  medesimo  punto  ; ed  è osservabile  che  queste  nuove  coor- 
dinate op  e PM  sono  unite  fra  loro  ad  angolo  retto , come 
le  ordinarie. 

Supponendo  che  l’arco  op  si  possa  estendere  da  zero  a 
2ir , è chiaro  che  dovunque  il  punto  M si  trovi  nel  piano  , 
la  sua  posizione  è individuata  da  un  arco,  siccome  od,  con- 
tato sempre  in  un  senso  stabilito , per  esempio  qiiello  indi- 
cato dalla  freccia  fy , e dal  raggio  vettore  PM,  clie  prolun- 
gato ( se  bisogna)  passa  proprio  per  l’ estremo p di  tale  arco, 
o vero  che  c diretto  nel  senso  ?p — Nulla  dunque  è più 
vero  di  questo  , che  in  fatto  di  coordinate  polari  la  posizio- 
ne di  qualunque  punto  isolatamente  considerato,  si  può  te-, 
nere  definita  da  valori  sempre  positivi  dell’  arco  e dìel  rag- 
gio vettore , compresi  di  più  i primi  fra  zero  e 2ir.  Ciò 
nondimeno  , perclic  una  sola  ed  istcssa  equazione  possa  espri- 
mere una  curva  qualunque  , in  tutta  la  estensione  che  le  as- 
segna la  legge  ond’  c generata  , fa  d’ uopo  ammettere  non 
solo  per  r arco  , ma  bensì  pel  raggio  vettore  tutti  i valori 
possibili , non  meno  positivi  che  negativi  (a).  Adunque  chia- 


(a)  Navier  col  signor  Biot  ed  altri  pensano  che  il  raggio  vettore  possa 
tenersi  come  qnnntità  sempre  positiva  ; ma  noi  abbiamo  in  ciò  seguito  rav- 
viso dei  signori  Lacroix  , de  Fourcy  ed  altri , parendoci  tali  da  non  am- 
inellcr  replica  le  ragioni,  che  quest’  ultimo  adduce  in  contrario  nelle  sue 
egregie  lezioni  di  geometria  analitica  , 4.*  edizione  , numeri  459  e 460. 
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mando  ®’  ed  r l’ arco  op  ed  il  corrispondente  raggio  vetto- 
re PM  , e riguardando  come  positivi  i loro  valori  quando 
procedono  nei  sensi  poco  fa  espressi , dovranno  i valori  ne- 
gativi di  ® contarsi  da  o in  senso  opposto  alla  freccia,  e i 
valori  negativi  di  r contarsi  dal  polo  sn  i raggi  direttamente 
opposti  a quelli  che  passano  per  gli  estremi  dei  corrispon- 
denti valori  di  ® , o vero  nel  senso  /jP  — 

308.  Ciò  posto , riguardando  il  raggio  vettore  r rappre- 
sentato da  PM  come  funzione  del  corrispondente  arco  ® c- 
sprcsso  da  op,  daremo  a quest’arco  l’aumento  finito  pp'  che 
al  solilo  si  dinoterà  con  A®,  e descritto  l’arco  circolare  M/«' 
col  centro  P e col  raggio  PM  , sarà  /«/«'  il  cangiamento  fi- 
nito Ar  del  raggio  vettore  PM.  Allora  per  la  simiglianza  de- 
gli ardii  pp'  ed  M/«' , quest’  ultimo  verrà  espresso  da  rA®  , ‘ 

e cosi  avremo 

^ rA» arco  Mj»' 

Ar  mm' 

A seconda  che  A®  si  avvicina  a zero,  le  corde  degli  archi 
AI//I  ed  M/zi'  rotano  simultaneamente  intorno  al  punto  M , 
avvicinandosi  alle  tangenti  51/  ed  Mr  dei  medesimi  archi , 
cd  il  triangolo  mistilinco  51/nm'  tende  a divenire  in  pari 
tempo  rettilineo , e rettangolo  in  m'.  Dunque  passando  al 
limite , avremo 

cot./Mr=  tan.rtloB', 

or 

Per  esprimere  con  precisione  il  significato  geometrico  di 
questa  formola , e por  non  essere  indotti  in  errore  circa  il 
silo  della  tangente  quando  si  fa  astrazione  dal  disegno  delia 
curva  , chiameremo  positiva  la  parte  51/  di  essa  tangente,  di- 
retta , come  la  5Ir , nel  senso  51//i'  delle  ® positive  , ossia 

! [nella  che  forma  con  5Ir  angolo  acuto;  e così  potremo  af- 
ermare che  nelle  eurve  riferite  a eoordinate  polari,  la  for- 
mola dinota  la  tangente  trigonometrica  delf  angolo , 

che  la  parie  positiva  della  tangente  alta  curva  nel  punfo 
( r , ® ) forma  col  prolungamento  indefinito  del  corrispon- 
dente raggio  vettore  r. 

309.  Dopo  ciò  considerando  ancora  come  positiva  (|uclla 
parte  della  normale  alla  curva  , che  forma  siccome  la  51» 
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angolo  acuto  con  Mr , supporremo  condotti  pel  polo  i ra^i 
IV'  e P»' , paralleli  alla  tangente  e alla  normale , e diretti 
secondo  le  parti  positive  di  queste  linee  ; e chiamando  0 e y 
gli  archi  oi'  ed  on'  contati  dal  punto  o nel  senso  della 
relativa  al  punto  M , avremo  l’ equazioni 

tan . /M'Jb'  = tan  ( 6 — aa  ) = ^ , 

ar 

tan . «M'ir  = tan(v  — aj)  = — ^ : 

essendo  ancora  nM-ar  T angolo  che  la  parte  irasitiva  della  nor- 
male forma  col  prolungamento  indefinito  del  raggio  vettore. 

310.  Nelle  curve  riferite  a coordinale  polari,  si  chiama- 
no sotlangente  e sunnormale  le  parli  PT  e PN  della  per- 
pendicolare al  raggio  vettore  PM  , comprese  Ira  il  polo  e la 
tangente  o la  normale.  Dunque  per  le  cose  già  dette  avremo 
subito , aslrazion  falla  dai  segni , 

S.  = P5I . tan  PMT  = , *S;.=  PM . tan  PMN = ^ • 

311.  Supponendo  che  una  curva  riferita  a coordinate  po- 
lari abbia  un  asintoto  , dinotiamo  con  a l' angolo  che  que- 
sto forma  colla  retta  Po , c con  S la  sua  disianza  dal  polo. 
Dovrà  essere  r = oo  quando  a*  = « ; ed  essendo  r sen  (<b — a) 
r espressione  variabile  della  perpendicolare  abbassata  dal  pun- 
to {r  ,a>)  sopra  una  retta  che  pel  polo  si  conduce  parallela 
all’  asintoto  , dovrà  essere  5 il  valore  che  prende  tale  espres- 
sione quando  <u  = k.  Dunque  l’ equazioni  per  determinare  a 
c l saranno 

(1)  » = Lim.®  rispetto  ad  r convergente  all’ infinito, 

(2)  J = Lira. r sen  (® — *),  rispetto  a ® convergente  ad 

c non  vi  sarà  asintoto  se  non  quando  a e S avranno  valori 
reali  e fìnili.  É poi  chiaro  che  la  seconda  equazione  può 
ancora  , bisognando  , cangiarsi  nell’  altra 

5 = Lim.r{®  — a),  rispetto  a a convergente  ad  a, 

essendo  l’unità  il  limile  del  rapporto  di  sen(® — a)  ad  ®— -a. 

Se  r equazione  della  curva  è algebrica,  e liberala  da  ra- 
dicali c da  rolli  abbia  la  forma 

/(v) . ■ -t-m . r"‘-  ’ -f  . . . = 0 , 
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non  potrà  essere  r==oo  se  non  nella  ipotesi  di  /‘(o.')  = 0 ; 
onde  questa  equazione  darà  nello  sue  radici  reali  le  direzioni 
possibili  dell’  cisintoto.  Della  poi  x una  di  queste  radici , po- 
niamo ® = oc  -|-  w ; e poiché  /"(oc)  = 0 , sarà  ( n.  182  ) , 
y(oc  + u)  = i^(oc-j-6u),  indicando  6 una  ignota  frazione 
positiva.  Cosi  l’equazione  della  curva  diverrà 

^>f{x+0u) . r'"-f/.(oc-f  o) . r’"-  ' -f/.  (»-|-u) . r"*—  -f . . . = 0 , 
e dividendo  per  r”*~‘  , 

rj ./  ( oc  -f-  ) +/,(  oc  + u ) -(-  1/,  ( oc  + u ) 4- . . .=  0. 

Or  quando  r = ao  ed  u = 0 non  restano  che  i primi  due  ter- 
mini , e risulta 

lim.ru  = lini,  r ( ao  — oc  ) = 5 ==  — 

312.  Detto  s l’arco  AM  contato  da  un  punto  (isso  A,  l’ar- 

chetto Mm  rappresenterà  ds  qualora  si  supponga  l’ archetto 
pp'  = dv  ; ma  allora  il  triangolo  difTerenziale  può 

riguardarsi  come  rettilineo,  e rettangolo  in  wi',  ed  ha  per  cateti 
^hn'—rd<x>,mm'—dr\  dunque  avremo  iminediatamcnte 

ds  = ±\/  r*da>^  r/r*  , 

da  valere  il  -f-  o il  — , secondo  che,  per  la  posizione  del 
punto  fisso  A,  cresce  o diminuisce  l’arco  s al  crescere  la  a?. 

313.  Parimente,  chiamando  u il  settore  APM,  il  differen- 
ziale du  di  quest’area  è rappresentato  dal  settore  MP//i,  che 
si  può  riguardare  come  un  triangolo  rettilineo , avente  per 
base  P//1,  e per  altezza  Or  nucst’ altezza  venendo  espres- 
sa da  ràdi , ed  essendo  r dr  la  espressione  della  base  , 
r area  del  settore  sarà  i { r -|-  </r  ) rdx  ; onde  tralasciando 
il  termine  infinitesimo  di  secondo  ordine  , resterà 

du  = jr'dtx). 

Questa  espressione  essendo  di  sua  natura  positiva , con- 
verrà premetterle  il  segno  — , e scrivere 

du  = — ^r*dx  , 

aliando  il  silo  del  raggio  vettore  PA  c tale  che  l’area  m=APW 
ecresca  aumentando  a>. 

314.  Essendo  facile  il  vedere  che  la  curva  c concava  o 

33 
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f>urc  convessa  verso  il  polo  nel  punto  ( r , a:  ) , secondo  che 
' angolo  d cresce  o pure  decresce  al  crescere  di  ai , si  potrà 
conoscere , indipendentemente  dal  disegno  di  essa , eguale 
dei  due  casi  abbia  luogo,  mediante  il  segno  del  cocfEciente 

differenziale  che  dev’essere  (n.  82)  positivo  nel  primo 

caso  e arativo  nel  secondo.  Or  per  trovare  questo  coeffi- 
ciente differenziale  , partiremo  dall’  equazione 

cot (0 — ®)  = che  segue  dall’altra  tan(6 — ®)=^  , 


e che  si  accorda  meglio  colla  ipotesi  che  r si  riguarda  come 
funzione  di  a>. 

Differenziando  la  detta  equeizione  abbiamo  (n.  66,  11.°) 

di — dv  /I  dr\  J . d«  ^ , \ rf/1  dr\ 

— r=o(-:r)>  “a  ■T-=l— sen*(6 — ®).:r(-"r )• 

»en  (0— a')  yr  di^/  ' ' i/»\r  d^f 

Ma  la  stessa  equazione  ci  dà , per  la  trigonometria  , 

./  X t t r* 

sen  (t — ®): 


COSCC*(r — 1’) 


1+i^ 

^ r'  </»• 


r -i-  — 


dunque 


di  ^ r* 

da)  j dr*  dv  \f  dv/ 


dv*  dv  \r  dv  f 

r'  + — 

^ dv' 


o vero , effettuando  la  differenziazione  indicata  , 
r*+2  — -r~ 

dò  dv* 


dv 


• 1 

r -I 

^ dv* 


e perciò  /a  curva  sarà  concava  o convessa  verso  il  polo 
nel  punto  {r  , od)  , secondo  che 

r -f  2—  Sara  maggiore  o minore  di 

315.  Dopo  ciò , osservando  che  dò  misura  qui , del  pari 
che  esprìmeva  nel  n.°  274 , la  differenza  infinitesima  degli 
angoli  che  due  tangenti  successivo  della  curva  formano  con 
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una  medesima  retta  Po,  cioè  a dire  l'angolo  esterno  tra  esse 
compreso,  e che  dicesi  angolo  del  contatto  o di  curvatura,  po- 
tremo desumere  l’espressione  del  raggio  di  curvatura  in  coordi- 
nate polari  da  quella  di  0 che  nel  n.°  273  si  rinvenne  in  di 
c dò.  Infatti , dividendo  l’un  per  l’altro  i valori  dianzi  tro- 
vali per  -re—,  abbiamo  subito 


Questa  espressione  del  raggio  di  curvatura  basta  a deler* 
minare  il  centro  del  cerchio  osculatore , che  deve  trovarsi 
( n.  269  ) nella  normale  e dalla  parte  concava  della  curva  , 
perchè  la  direzione  delia  normale  , ed  il  senso  verso  cui  è 
rivolta  la  concavità  , son  cose  note  dai  n.‘  309  e 314.  (a) 
316.  Circa  i punti  singolari  delle  curve  algebriche,  riferite 
a coordinate  polari,  saremo  contenti  di  osservare  1."  che  le  ih- 
possono  aversi  combinando  l’equazione  della  curva  con 
quella  che  nasce  uguagliando  a zero,  o all’ infinito  l’espressione 

di  ^ trovata  nel  u.“  314 , e poi  vedendo  se  la  curva  cangi 

ronlmcnlo  direzione  innanzi  e dopo  il  punto  cosi  trovato  ; 2.”  che 
gli  umbilichi  dipendono  dai  massimi  o minimi  raggi  di  curva- 
tura ; 3.”  e che  nei  punti  multipli  (tra  quali  possono  contarsi 
i regressi)  essendovi  tante  sunnormali  quante  sono  le  normali 

• • di* 

0 le  tangenti , nulla  impedisce  di  applicare  alla  derivala  ^ 
che  esprime  la  sunnormale , le  considerazioni  falle  nei  n.'  303 
e 304  riguardo  a 


(a)  L'espressione  di  f,  e l’altra  di  dt  trovata  nel  n.°  312,  si  potevano 
desumere  da  quelle  ottenute  in  coordinale  ordinarie  nei  n.' 267  e 221 
mediante  il  cangiamento  delle  variabili  x e y nelle  altre  r ed  w,  le 
quali , presa  la  retta  Po  per  asse  delle  x , e la  perpendicolare  ad  essa 
da  P per  asse  delle  y , dipendono  da  x e y mediante  l’ equazioni 
X = r cos  <u  , y = r sen«.  Tal  cangiamento  di  variabili  è dichiarato  nei 
II.'  112  e 113;  ma  noi  per  richiamare  l'attenzione  sui  principii  del  Calco- 
lo differenziale,  abbiamo  preferito  di  trovare  direttamente  qiieil’csprmioni. 
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317.  A|)|)!icliiamo  adesso  le  formolo  prccedeiili  alle  npi- 
rali.  E qiicslo  il  nome  con  die  i geomoiri  sogliono  indicare 
le  curve  capaci  di  essere  inconlralc  inrinile  volle  da  ciascuna 
delle  relle  menale  per  un  punlo  fisso  , c in  generale  ima 
lolla  sola  da  ciascuna  delle  circonferenze  aventi  per  conlro 
quel  punto.  La  loro  nalura  e proprietà  si  esprimono  meglio 
in  coordinale  polari  che  rctlilioec  , assumendo  il  punto  fisso 
per  polo.  Gli  archi  frapposti  a due  intersezioni  successive 
della  curva  con  uno  slesso  raggio  vellorc  prendono  il  nome  di 
apire  , c diconsi  passi  della  spirale  su  questo  raggio  vellore, 
le  parli  di  esso  comprese  tra  le  dette  iiilcrsezioni  successive. 

La  spirale  di  Archimede  ha  per  equazione 

r = ax , 

dove  a esprime  una  retta  dola  c positiva.  Quindi  la  curva 
passa  pel  jxdo  I>3  ) , e se  ne  discosla  a seconda  che 
cresce  ® , facendo  intorno  ad  esso  infinite  rivoluzioni  ; e sic- 
come i valori  successivi  di  r sono  proporzionali  ai  corrispon- 
denti valori  di  a> , si  rende  chiaro  che  la  curva  può  conce- 
pirsi generala  da  un  punto  mollile  , che  a partire  dal  polo 
move  Hiiiforiiiemcntc  lungo  una  retta  indcGuita , frattanto  che 
questa  retta  con  molo  anche  uniforme  rota  intorno  al  mede- 
simo polo.  In  questa  maniera  di  generazione,  il  parametro  a 
esprime  il  cammino  fatto  dal  punlo  mobile,  frattanto  che  la 
retta  rotante  descrive  l’ angolo  misurato  da  un  arco  eguale  al 
raggio  1,  ossia  di  gradi  e minuti  sessagesimali  J>7°  18'  circa. 
Cangiando  ® successivamente  in  ®-(-2ir  , , ai-f-6ir  , ec. 

i valori  successivi  che  prende  r differiscono  sempre  tra  loro 
di  2ffir  : donde  apparisce  che  il  passo  di  questa  spirale  su 
qualunque  retta  menata  pel  polo  è una  quantità  costante  , 
ed  eguale  alla  circonferenza  che  ha  per  raggio  il  parametro. 
Quindi  ponendo  2irn  = ^,  l’equazione  delta  curva  diverni 

r = — - ® , 0 vero  2'irr  = yla , 

2»r  ' 

introducendovi  il  passo  in  luogo  del  parametro,  (a) 

(a)  Dall’  essere  in  quesla  curva  i raggi  vellori  proporzionali  agli  ar- 
chi rorrispondeuti  , si  desume  che  a descriverla  jier  punti  basta  divi- 
dere in  uno  stesso  numero  n di  parti  eguali  il  passo,  ed  una  qualunque 
rirconferenza  avente  per  centro  il  polo.  Allora  portando  su  i raggi  nie- 
llali |)cr  le  divisioni  1,2,3,  ec.  della  circonferenza  (Jiff.  63  ) , una 
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L' equazione  r=fli5 , o pure  2irr=yf®  della  curva , espri- 
me ancora  il  ramo  che  nella  figura  ò delincalo  a traili,  e 
che  si  oUionc  prendendo  valori  negativi  per  ® , e portando 
quelli  parimente  negativi  che  ne  risultano  per  r,  sopra  i pro- 
lungamenti dei  raggi  menali  per  gli  estremi  dei  delti  valori 
di  ® dall’  altra  parte  del  polo  ( n.  307  ). 

318.  L’equazione  differenziale  di  questa  curva  essendo 
(ir  = aeix),  abbiamo  subito  per  la  sottangentc  di  essa 

g r*dv  _ r'dv r*  __  rn» ^ _ 

^ dr  ad»  a a ’ 

donde  apparisce  che  questa  sottangentc  c lunga  quanto  un 
arco  circolare  simile  ad  a , e di  raggio  r.  Adunque  la  lau- 
geute  della  curva  nel  poluè  il  raggio  Po  corrispondente  alla 
origine  delle  ® ; e per  rapporto  ad  un  punto  qualunque  JI, 
tagliando  sulla  perpendicolare  indefinita  al  raggio  vettore  PM 
dal  polo,  la  retta  PT  eguale  in  lunghezza  alP arco  OM , sarà 
TM  la  tangente  della  spirale  in  M.  (a) 


parie , due  parti , tre  , cc,  del  passo,  il  poto  e i punii  cosi  trovati  ap- 
parterranno alla  prima  spira  della  curva  ; ottenuta  la  quale , se  nc  de- 
durranno poi  la  seconda  , la  terza  , cc.  con  accrescere  semplicemente 
i raggi  vettori  della  prima  di  un  passo  , di  due  passi , cc. 

(a)  Se  la  soverchia  lunghezza  dell’  arco  MO  rende  incomoda  questa 
costruzione,  si  rettineherà  soltanto  una  parte  Mm  di  tale  arco,  e con- 
giunta la  mP  che  incontra  la  spirale  in  ri , c descritto  I’  arco  nj  col 
raggio  Pn  , si  taglierà  sulla  tangente  in  ^ a quest'  arco  la  retta  qt 
lunga  quanto  la  parte  Mm , e sarà  M<  la  richiesta  tangente:  come 
facilmente  si  desume  dall'  essere , per  la  natura  della  curva  , i raggi 
veUori  Pn  e PM  proporzioni  agli  archi  Om  ed  OM.  Quanto  ad  eilet- 
tuarc  approssimativamente  la  reltincazione  sia  dell'  arco  MO  sia  del- 
l'arco  Min,  vi  si  riesce  con  esattezza  superiore  all’ ordinaria , perchè 
i medesimi  sono  circolari,  e quindi  colla  semplice  loro  bisezione , 
successivamente  ripetuta  , si  arriva  tosto  o tardi  ad  una  loro  aliquota , 
piccola  quanto  basta  per  esser  tenuta  rettilinea.  Riguardo  poi  ai  pun- 
ti 1 , 2 , 3 , ec.  della  curva,  che  sono  serviti  (com' è detto  nella 
nota  precedente)  alla  di  lei  grafica  descrizione,  non  è difOcile  il  di- 
mostrare che  convertita  in  retta  la  circonferenza  avente  per  raggio  il 
passo  ( giovandosi  della  nota  del  n.°  300  ) , e presa  di  tal  retta  la  parte 

indicata  dalla  frazione  le  sotlangenli  relative  ai  punti  1,2,3,  cc. 

della  spirale  contengono  1 , 4 , 9 , cc.  di  tali  parti. 
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319.  La  cuna  che  ha  per  equazione 

ro)  = a , o che  torna  lo  stesso , r = - , 

dove  a esprime  una  retta  data  c positiva , è detta  spirale 
iperbolica , per  la  simi^lianza  della  sua  equazione  a quella 
dell’  iperbola  riferita  agli  asintoti.  In  questa  è costante  il  ret- 
tangolo delle  coordinate,  e nell’altra  è costante  ed  eguale  ad 
a la  lunghezza  dell’arco  circolare  ML  54),  che  avendo 
per  centro  il  polo  , c per  raggio  un  qualunque  raggio  vettore 
r=rPM,  è simile  alla  corrispondente  ascissa  circolare  o>=op. 

Crescendo  indefinitamente  r quando  a>  converge  a zero  , 
sarà  zero  il  valore  dell’angolo  a motivato  nel  n.^311  ; ed 
essendo  inoltre 

5=  Iim.r( a)  — *)  = lira.ra3  = lim.a  = a , 

la  spirale  avrà  un  asintoto  nella  retta  AS,  parallela  alla  Po 
e distante  da  questa  per  a.  D’altra  parte,  convergendo  r a 
zero  a seconda  che  cresce  aa , il  polo  sarà  un  punto  asin- 
totico della  curva , intorno  a cui  farà  questa  infinite  spire , 
contenute  le  une  nelle  altre. 

Anche  questa  spirale  può  riguardarsi  ( come  quella  di 
Archimede  ) formata  di  due  rami  che  tendono  a congiunger- 
si r uno  all’  altro  nel  polo , e il  secondo  dei  quali  corrisponde 
ai  valori  negativi  di  as  ed  r. 

320.  Con  somma  faciltà  si  applica  la  tangente  a questa 
curva  in  un  suo  punto  qualunque , poiché  la  sottangenie 
della  curva  è costante.  Infatti  dificrenziaudone  l’equazio- 
ne , si  ha 

rdoi  -}-  eadr  = 0 , donde  S.  = —y—  = — rai  = — o.  (a) 

‘ dv 


(a)  A descrivere  questa  curva  per  punti,  basta  trovarne  un  solo  me- 
diante i’  ascissa  e il  raggio  vettore  corrispondente , poichò  allora  ad 
altre  ascisse  maggiori  o minori  della  prima  in  un  rapporto  che  le  renda 
geometricamente  assegnabili , corrisponderanno  in  rapporto  inverso  rag- 
gi vettori  minori  o maggiori  di  quello  da  prima  trovato.  Ora  il  detto 
puuto  esser  potrebbe  quello  pel  quale  »=  1=57“  18',  ed  r = a;  o 

forse  meglio  , quello  per  cui  ® = * , ed  r = ^ , tetta  che  si  costrui- 
sce reltifìcando  ( mia  del  n.  300  ) una  scroicirconrerensa  qualunque , 
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321.  La  spirale  logarilmwa , curva  nolevolissinaa  le  cui 
proprietà  sono  state  studiate  da  Giacomo  Bcrnouilli,  lia  per 
equazione  numerica 

OS  ==  log  r , o pure  r = a"  , o in  fine  r = 6**  “ , 

dove  a esprime  la  base  del  sistema  dei  logaritmi  notati  nella 
prima  forma  di  equazione  , e si  suppone  maggiore  dell’ uni- 
tà. 11  valore  Po  di  r {Jig.  55  ) , che  corrisponde  ad  ® = 0 , 
è uguale  all’  unità  : e così  o è un  punto  della  curva.  Cre- 
scendo poi  ® positivamente  a partir  da  zero  , cresce  bensì  r, 
e per  ciò  la  curva  a partire  da  o forma  intorno  al  polo  una 
infinità  di  rivoluzioni,  sempre  più  allontanandosi  da  quel  pun- 
to. Per  contrario,  quando  ® cresce  negativamente  a partire 
da  zero , r diminuisce  di  più  in  più , c quindi  la  curva  for- 
ma egualmente , partendo  da  o ed  avvicinandosi  progressi- 
vamente al  polo , infinite  rivoluzioni  intorno  a questo  punto 
cui  mai  non  raggiunge. 

322.  L’equazione 

r=e^  * dà  [n.  66,  6"), 

Quindi  il  valore  di  tan(fl  — ®),  trovato  nel  n.“  309,  darà 
per  la  tangente  trigonometrica  dell’angolo  compreso  tra  la 
tangente  della  curva  ed  il  raggio  vettore , 

tan(0-®)  = ^ = l: 

donde  apparisce  che  nella  spirale  logaritmica  t angolo  com- 
preso dai  raggio  vettore  e dalla  curva  è costante , ed  lin 
per  tangente  trigonometrica  il  modulo  dei  logaritmi  dei  rag- 
gi vettori , denotati  dalle  ascisse  della  curva,  (a) 


e poi  trovando  una  quarta  proporzionale  in  ordine  a questa  scmicir- 
conferenza  , al  corrispondente  raggio , e ad  a. 

Del  resto,  trovato  che  siesi  un  punto  della  spirale  iperbolica,  o 
dipoi  la  tangente  che  gli  corrisponde  , si  può  anche  più  speditaniciiic 
( benché  con  minore  esattezza  ) dedurne  a mano  a mano  la  curva,  met- 
tendo a profitto  la  proprietà  di  avere  la  sottangonte  costante  : come  si 
osservò  nella  nota  al  n.®  252  in  proposito  della  logaritmica  nc|>criana. 

(a)  Anche  per  questa  curva,  sarebbe  facilissima  la  maniera  di  dedurne 
gli  clementi  successivi  dalla  tangente  applicata  in  o ; nondimeno , per 
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323.  La  sostituzione  dei  valori  di  r , ^ , c — nell’  espres- 
sione di  p trovata  nel  n.®  31S  , ci  dà 


Ma  conducendo  per  M e P le  perpendicolari  alla  tangente 
cd  al  raggio  vettore  sino  ad  incontrarsi  in  /a , 6 pure 

Mfz  = PM  sec . PM,«  = r cosec  (0  — oa) , 
dunque  il  raggio  di  curvatura  M;:*  della  spirale  logaritmica 
è (pianto  la  normale  di  questa  curva  in  M. 

o24.  Riguardo  alla  evoluta  della  spirale,  osservando  che  (t 
ne  dinota  un  punto , e che  in  questo  debb’  essere  toccata  da 
M,«  ( n.  279  ) , se  ne  deduce  bentosto  che  C evoluta  della 
spirale  logaritmica  è un  altra  spirale  logaritmica,  eguale 
alla  prima  e diversamente  posta.  In  fatti  si  vede  che  l’an- 
golo IVM  compreso  tra  revoluta  od  il  suo  raggio  vettore  P;x 
è uguale  all’  angolo  PM0 , e però  costante  al  pari  di  questo: 
ciò  che  caratterizza  la  spirale  logaritmica,  (a) 


averne  dei  punii  meglio  determinali,  basterà  trovar  quello  che  corrisponde 

ad  r=a,  ed  o]=:l:  poiché  allora,  in  virtù  dell’equazione  r = a , ai 
valori  2,3,4,  ec.  di  »,  corrisponderanno  valori  di  r continuamente 
proporzionali  in  ordine  a Po  e PA  = a;  ed  ai  valori  —1  , — 2 , -—8  , ec. 
di  ® , corrisponderanno  valori  di  r continuamente  proporzionali  in  or- 
dine a PA  e Po. 

(a)  Chiamando  a ed  le  coordinate  polari  o«  e P|*  del  punto  i*  , 
è facilissiino  esprimere  ® ed  r in  11  ed  /l , perchè  ® ed  U dilferlscono 
di  un  quadrante  , ed  abbiamo  Pj*  = PM.col  (#— Basterà  dun- 
que sostituire  tali  espressioni  di  ® ed  r nell’ equazione  della  spirate  pro- 
|K)sta,  per  aver  l’equazione  della  sua  evoluta  ; la  quale  equazione  si  può 
scrivere  agevolmeule  sotto  forma  tale,  da  rendere  manifesto  che  questa 
evoluta  è la  stessa  spirale , nella  posizione  che  assume  rotando  intorno 

* l.ta 

al  polo  per  un  angolo  misurato  da  — • 


per  essere 
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CAPITOLO  XXVII. 

Differenziale , tangente , piani  tangenti , normali , piano 
normale , asintoti  e punti  singolari  delle  curve  esistenti 
nello  spazio. 

32I>,  È noto  dall’ analisi  a tre  dimensioni  (a),  che  una  curva 
qualunque  esistente  nello  spazio  vien  determinala  dalle  sue 
proiezioni  su  due  dei  tre  piani  coordinati.  Siano  dunque 
y=/(-c)  . e z = F{x) 

r equazioni  delle  proiezioni  di  una  curva  proposta  sui  piani 
delle  xy  e delle  xz  : eliminando  x fra  tali  equazioni , si 
avrebbe,  quando  occorresse,  la  proiezione  della  curva  sul  piano 
delle  yz.  In  quelle  due  equazioni  x esprime  la  variabile  in- 
dipenclenlc  , ai  cui  y e z son  funzioni  determinate:  e difalti 
la  posizione  di  un  punto  di  una  data  curva  è determinala 
quando  si  dà  una  sola  delle  coordinato  di  questo  punto. 

Ciò  posto  , considerando  l’ arco  inlcrccllo  ad  un  punto 
fìsso  e al  punto  variabile  [x,y,z) , c al  solito  chiamandolo  s, 
il  suo  dilfercnziale  ds  sarà  T archetto  infinitamente  piccolo 
compreso  fra  i punti  {x  , y , z)  ,{x -\-dx  ,y-\-dy  , z-\-dz)\ 
ma  in  virtù  del  principio  dimostralo  nei  n,‘  SI  c '62 , que- 
sto archetto  può  esser  tenuto  come  rettilineo  : dunque  , per 
la  formolo  della  distanza  fra  due  punti  in  funzione  (Ielle  loro 
coordinalo  , avremo  immediatamente 

ds  = ± l^dx^-hd>/-\-dz'‘=±dxy^  + 


(il)  Noi  supponiamo  elio  si  conoscano  gli  elementi  di  (fucsia  parie 
d('lle  malematiclio  , c possono  bastare  i primi  quattro  capitoli  dell’opera 
datane  dal  sig.  Leroy. 
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ove  si  dee  adoperare  il  segno  + , o il  segno  — , secondo 
che,  per  la  posizione  del  punto  Asso,  l’arco  s cresce  o di- 
minuisce al  crescere  la  x. 

326.  Per  lo  stesso  citato  principio,  la  tangente  della  curva 
nel  punto  {x  ,y  ,z)  non  essendo  diversa  dalla  retta  indefi- 
nita che  unisce  i due  punti  {x,jy,z) , {x-^dx ,y-\-dy ,z-\-dz), 
chiamando  x' , y' , z'  le  coordinate  variabili  di  questa  retta, 
avremo  subito  per  equazioni  della  tangente 

Or  queste  , essendo  ancora  ( n.  234  ) l’ equazioni  delle  tan- 
genti alle  rispettive  proiezioni  nei  punti  (x,y)  ed  {x,z), 
si  rende  manifesto  cne  le  proiezioni  della  tangente  di  una 
curva  esistente  nello  spazio,  sono  tangenti  delle  proiezioni 
della  medesima  curva:  risultamento  notevolissimo,  e che  po- 
frebbesi  dedurre  con  faciltà  didla  natura  stessa  delle  proiezioni. 

327.  Se  non  essendo  dato  il  punto  del  contatto,  si  volesse 
far  passare  la  tangente  pel  punto  (A,  A,/),  insieme  colle 
due  equazioni  della  curva  dovrebbero  sussistere  le  due  altre 

dunque  eliminando  x,y,z  fra  tutte,  1’ equazione  finale , che 
dinoteremo  con  ( A , « , / ) = 0,  dovrà  essere  soddisfatta  dai 
valori  di  li , k , l.  Da  ciò  segue  , che  riguardando  li , k , l 
come  coordinate  variabili , la  detta  equazione  finale  espri- 
merà il  luogo  geometrico  di  tutte  le  tangenti  della  curva  ; 
luogo  il  quale  non  potendo  essere  un  piano  , tranne  il  caso 
che  la  curva  sia  piana  essa  stessa , rendesi  palese  un  mezzo 
onde  conoscere  se  una  curva  , data  soltanto  per  le  sue  equa- 
zioni , sia  o no  piana  ; e tal  mezzo  consiste  in  osservare  se 
la  stessa  equazione  , risulti  o no  di  primo  grado  rispetto  ad 
A , A , /.  In  seguito  però  ne  troveremo  un  altro,  meno  labo- 
rioso clic  non  c l’ eliminazione  di  tre  quantità  fra  quattro 
equazioni  di  grado  ordinariamente  superiore  al  primo. 

328.  Quando  una  curva  esistente  nello  spazio  , in  vece  di 
supporsi  data  per  le  sue  proiezioni  su  due  piani  coordinati, 
o , che  torna  lo  stesso , per  la  intersecazione  di  due  super- 
ficie cilindriche,  aventi  per  basi  queste  proiezioni , c per  lati 
rette  parallele  alla  intersecazione  di  quei  due  piani , si  sup- 
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pone  dala  più  generalmente  per  la  intersecazione  di  due  su- 
perfìcie qualunque  , rappresentate  dall’  equazioni 

f{x,y,z)  = 0 , F{x  ,tj  = , 

allora  le  ordinate  y c z sono  funzioni  implicite  dell’ascissa 
X , c tali  ancor  sono  le  derivate  ^ ‘^he  veggonsi  esi- 

stere nelle  formole  precedenti.  Or  queste  derivate  si  potreb- 
bero al  bisogno  cavare  dall’ equazioni 

^ 4_  4- 0 -4-— ^4-— il. 0 

dx  dy  dx  dz  dx  ’ dx  dy  dx  dz  dx  ’ 

ritrovate  nel  n."  102 , e sostituire  in  quelle  formole  ; ma 
questa  ricerca  delle  derivate  non  sarà  punto  necessaria  in 
riguardo  alla  tangente  , se  vorremo  contentarci  di  determi- 
nare il  sito  di  questa  retta  mercè  la  intersecazione  di  due 
piani  qualunque  , in  luogo  della  intersecazione  di  due  piani 
perpendicolari  a due  piani  coordinali , ossia  in  luogo  delle 
proiezioni  della  tangente  su  quest’ ultimi  piani.  Infatti,  dal- 
r equazioni  (T)  della  tangenle  abbiamo 

_y'  — y dz_z'  — z 

dx  x'  — X ^ dx  x'  — X ' 


epperò,  sostituendo  nelle  precedenti  equazioni  questi  valori  ni 
simboli  delle  derivate,  e poi  moltiplicando  per  .r' — t,  avremo 


Or  queste  equazioni  essendo  di  primo  grado  per  rapporto  alle 
coordinale  a:  , y'  , z'  della  tangente,  esprimono  duo  piani  elio 
la  determinano  colla  loro  intersecazione , e ebe  sono  ossi 
stessi  determinali  dalle  rispettive  equazioni  f=:0,  /’=0 
dello  superfìcie. 

329.  L’ equazioni  (T')  ci  mostrano  ancora,  che  per  dodum* 
subitamente  l’ equazioni  della  tangenle  di  una  curva  dall’  e- 
(juazioni  differenziali  di  questa  curva  , che  sono 


_ _ ,/y +_,/,  = 0 ,- r/y  + ^ i/c  = 0 , 
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basta  cangiare  in  quest' ultime  i differenziali  dx  ,dy  , dz  nelle 
differenze  x'  — x ,y‘  — y j z'  — z , del  pari  che  si  osservò 
nel  n."  236  per  rapporto  alle  curve  espresse  da  una  sola 
equazione. 

~ 330.  Sieno  ora  x , ^ ,y  gli  angoli  che  la  tangente  espressa 
dall’ equazioni  (T)  l'orma  cogli  assi  positivi  delle  a*,  delle  y e 
delle  z , o piuttosto  colle  parallele  a questi  assi  dal  punto 
(x  ,y,z)  di  contatto.  Le  formole  dell’  analisi  a tre  dimen- 
sioni ci  (faranno  subito 


COSK 


=1  : 1 


dx*  dx* 


„ dy  n /-i  \ I 

cosr=^; 


dove  il  segno  -f-  del  radicale  si  riferisce  alla  tangente  diretta 
nel  senso  dell’ asse  positivo  delle  x,  e con  ciò  inclinata  sotto 
angolo  acuto  a quest’  asse , ed  il  segno  — si  riferisce  al  pro- 
lungamento di  essa  in  senso  opposto. 

Tanto  avviene  allorché  y e z si  considerano  come  fun- 
zioni di  X ; poiché , se  x ,y  , e z si  riguardassero  come 
funzioni  di  una  quarta  variabile  , le  formole  dei  coseni  sa- 
rebbero 

dx  - du 

cos  X = — , cos  j3  = — . 

±ydx*  -H  dy*  ■+■  dz*  ±i/dx*  -+■  dy*  -f-  dz* 

dz 

cos  y = ; 

±Vdx*  -+-  dy*  -t-  dz* 


ed  allora  se  vuoisi  che  x dinoti  l anzidctto  angolo  acuto,  bi- 
sogna prendere  il  radicale  con  sogno  simile  a quello  di  dx. 

331.  È importante  il  notare,  che  in  virtù  del  u."  323  que- 
sti coseni  si  possono  esprimere  brcvissimamentc  coi  differen- 
ziali delle  coordinate  x ,y  , z , c del  corrispondente  arco  .s 
contalo  da  un  punto  fisso  , mediante  le  formole 


cos  X 


dx 

ds 


cos  (B  = 


dy 


: ds 


cos  y = 


dz 

~+-  ds 


E se  in  queste  si  riguardano  x , y , z come  funzioni  di  s , 
e si  vuole  che  x esprima  l’ angolo  acuto  che  la  tangente  for- 
ma coir  asse  positivo  delle  x , innanzi  a ds  dovrà  lasciarsi 
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il  segno  + 0 il  segno  — , secondo  che  per  la  posizione  del 
punto  fisso,  la  X a cui  si  riferisce  il  detto  angolo  cresce  o 
pur  manca  al  crescere  la  s. 

332.  Si  dice  che  un  piano  è iangenie  di  una  curva  in  un 
punto  di  questa  , se  passa  per  la  tangente  applicala  nel  me- 
desimo punto.  Da  ciò  segue  che  per  un  punto  dato  in  una 
curva  qualunque,  possono  condursi  infiniti  piani  tangenti  alla 
medesima;  e quindi  è lecito  cercar  quello  che  p.issi  ancora 
per  un  altro  piinlo  dato  , o che  sia  parallelo  ad  una  retta 
data , o che  s’ inclini  sotto  un  dato  angolo  ad  un  altro  pia- 
no , cc.  Quando  poi  non  è dato  il  punto  del  contatto  , si 
può  cercare  il  piano  che  tocchi  la  curva  c passi  per  una 
retta  data , o pure  che  tocchi  duo  date  curve  e passi  por  un 
punto  dato  : e queste  ed  altre  simili  ricerche  si  traducono  fa- 
cilmente in  equazioni,  combinando  i principii  elementari  del- 
l’analisi a tre  dimensioni  colle  trovate  equazioni  della  tangente. 

3tl3.  Nelle  curve  esistenti  nello  spazio,  ogni  retta  perpen- 
dicolare alla  tangente  nel  punto  del  contatto  diccsi  normale 
della  curva.  Queste  normali  sono  dunque  infinite  di  numero, 
c però  supponendo  che  l’ equazioni 

y'  — ]/  = m{x'  — x) , e z‘  — z — n{x'  — x) 
ne  dinotino  una , dovrà  verificarsi  la  condizione 

la  quale  esprime  che  la  retta  indicala  da  tali  equazioni  sia 
perpendicolare  alla  tangente. 

Tulle  le  normali  di  cui  ò parola,  esistono  , come  insegna 
la  geometria,  in  un  medesimo  piano,  che  dicesi  perciò  piano 
normale  della  curva:  cd  infatti,  sostituendo  nella  recala  c- 
quazione  di  condizione  i valori  di  m cd  n desunti  dalle  due 
equazioni  precedenti , si  ottiene  pel  luogo  geometrico  di  tutte 
le  normali  l’ equazione 

w 

che  dinota  un  piano  , e che  polrchbesi  anche  dedurre  dal- 
r equazioni  della  tangente,  mercè  la  considerazione  che  il 
piano  stesso  dchh’  esserle  perpendicolare. 

1W4.  Se  questo  piano  tlovesse  passare  per  un  punto  dato 
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{à,k,/),  la  sua  equazione  (S)  si  caogerebbe  nell’altra  di 
condizione 

che  unitamente  alle  due  equazioni  della  curva  servirebbero 
a determinare  x ,y , c z.  Per  tal  modo  è anche  risoluto  il 
problema  di  condurre  da  un  punto  la  perpendicolare  ad  una 
curva , quando  la  curva  ed  il  punto  son  dati  nello  spazio. 

33ÌJ.  Per  applicare  ad  un  esempio  alcune  delle  formolo 
precedenti , considereremo  l’ elica  , una  delle  curve  slorte  di 
maggioro  importanza  nelle  arti.  Essa  è delineata  , come  la 
AMCNA'M'. . . S6  ) , nella  superficie  di  un  cilindro  retto 
a base  circolare  , in  modo  che  la  distanza  MQ  di  un  suo 
punto  qualunque  M dalla  base  del  cilindro , serbi  un  rap- 
porto costante  al  corrispondente  arco  AQ  di  questa  base , con- 
fato dal  punto  A dove  la  medesima  è intersecata  dalla  curva. 

Prendiamo  per  assi  positivi  delle  coordinate  il  raggio  OA, 
l’altro  OB  ad  esso  perpendicolare,  e l’asse  del  cilindro  che 
può  dirsi  ancora  asse  dell'  elica  .•  allora , chiamando  II  il 
raggio  del  cilindro  , a il  rapporto  costante  della  retta  m 
alfarco  circolare  QA  , ed  al  solito  x , y , z le  coordinate 
OP  , PQ  , QM  del  punto  M , avremo  immediatamente  le  tre 
equazioni 

3»  V 

x'  + y'  = ir  , z = alì  are  cos  - , z = ali  are  scn  ^ , 

Il  il 

che  rappresentano  lo  tre  proiezioni  dell’elica  sui  piani  coor- 
dinali. La  prima  c la  seconda  esprimono  il  sistema  di  due 
eliche  poste  simmetricamente  rispetto  al  piano  delle  xz,  per- 
chè tali  equazioni  rimangono  le  stesse  mutando  y in  — y : 
e il  simile  può  dirsi  dmla  prima  e della  terza  rispetto  al 
piano  delle  yz.  Ma  la  seconda  e la  terza  esprimono  soltanto 
quella  che  si  vede  rappresentata  nella  figura.  Queste  mede- 
sime due  equazioni,  scritte  sotto  la  forma 

a:  = /?cos^,y=^cos^, 
e poi  divise  tra  loro  danno  l’ altra 


y 

X 


(E) 
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la  quale  per  ogni  valor  costante  di  z esprimendo  una  retta 
che  incontra  l’ asse  delle  z , appartiene  alla  superficie  gene- 
rata da  una  retta,  che  restando  parallela  al  piano  delle  xy,  si 
move  in  guisa  da  incontrar  sempre  l’elica  e il  di  lei  asse,  (a) 

336.  Chiamando  co  l’ angolo  A(^,  che  si  può  dir  contenuto 
dal  piano  fisso  delle  zx  col  raggio  del  cilindro,  corrispon- 
dente al  punto  M dell’  elica , le  coordinate  di  questo  punto 
si  esprimono  semplicissimamente  in  funzione  di  ai  mediante 
r equazioni 

X = jR  cos  co  , y = Jì  scn  co  , z = aRco  , (A) 

che  nelle  ricerche  relative  all’  elica  surrogano  con  vantaggio 
r equazioni  in  coordinate  rettangolari. 

I difTercnziali  di  queste  equazioni  essendo 
Rx  = — Rdco  sen  co  ,dy  = Rch  cxìs  co  ,dz  = aRdco, 
avremo  da  prima  pel  differenziale  Mz»  dell’  arco  GM  = f , 

ds  = Vdx'  4-  dif  -f  dz'  = R l/l  -f  aV®  ; 
ma  essendo  l’angolo  AOQ=ffl,  ne  risulta  l’archetto  Qy=/f(fo: 
dunque  sarà  M/«  = \/ \ -\-  a'.Qy.  Ciò  importa  che  l’ archetto 
Mm  h alla  sua  proiezione  Qy  nel  rapporto  costante  di  1/  1-f-a* 
ad  1 , di  che  segue  che  nel  medesimo  rapporto  è ancora  un 
qualunque  arco  finito  dell’  elica  alla  sua  proiezione  , e che 
per  ciò  la  rettificazione  dell’  elica  dipende  da  quella  del  cer- 
chio : come,  senza  più,  si  potea  desumere  dalla  definizione  dcl- 
r elica,  supponendo  spianala,  o come  suol  àìtsì , sviluppala 
in  un  piano  la  superficie  del  cilindro. 

337.  I precedenti  valori  di  dx  ,dy  e dz  ci  danno  ancora 

Ser  gli  angoli  che  la  tangente  dell’  elica  forma  cogli  assi 
elle  coordinate , 

— sen  » cos  » a 

cos  « = - , COS  /3  ==  — , COS  y = : 

|/l  -ha*  1/ 1 -H  a*  V \ -h  a* 

or  r ultima  di  queste  forinole  ci  mostra  ad  evidenza,  che  Ton- 


fa) Ci  piace  anche  notare  che  supponendo  tracciata  su  questa  super- 
ficie una  qualunque  linea  rientrante  , I’  arca  così  circoscritta  è minoro 
che  non  sarebbe  facendo  passare  per  la  stessa  linea  qualsivoglia  altra 
superficie  : di  che  peraltro  non  poiremino  qui  dar  ragione. 
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(jolo  TiMQ  compreèo  dalla  tangente  alt  elica  e dal  lato  del 
cilindro  è costante. 

Inoltre,  dal  notalo  valore  del  coseno  di  quest’  angolo  , la 
tangente  di  esso  risulta  eguale  ad  - ; dunque  avremo 


QT  = QM . lan  QMT  = ^ = 7? u = arco  AQ  , 


o con  ciò  si  rende  palese  1.”  die  il  luogo  geometrico  di 
tutti  i punti  simili  a T è una  sviluppante  del  cerchio  AQB 
( n.  283)  ; 2.”  che  per  avere  la  traccia  T della  tangente  sul 
piano  delle  xy,  basta  prendere  sul  prolungamento  del  raggio 
()Q  la  retta  Q,a  eguale  a yM , e fare  in  yt.  l’ angolo  Q,«T  che 

abbia  per  tangente  trigonometrica  i ; e l’ intersecazione  della 

f-iT  colla  tangente  del  cerebio  in  Q determinerà  il  punto  T. 

31^8.  I valori  di  cos  « , cos  /3  , e cos  y ci  danno  ancora  per 
le  proiezioni  della  tangente  dell’  elica  sui  piani  coordinali , 
o che  torna  lo  stesso  («.  32!5  ),  per  le  tangenti  alle  proiezio- 
ni dell’  elica  , l’ equazioni 


y'—u 


x' X 

lan»  ’ 


scn  » 


(x'—x) , Z' — Z=-^{y'—lj), 
' ' ' cos 


la  prima  delle  quali  è rappresentala  dalla  tangente  QT  del 
cerchio  , e la  seconda  o la  terza  dalle  rette  che  unirebbero 
le  proiezioni  dei  punti  M e T sul  piano  delle  zx,  o su  quello 
delle  zy.  (a) 


(a)  Ordioariamcnlc  la  descrizione  dell’  elica  nella  superficie  di  un  ci- 
lindro dato , e quella  della  sua  proiezione  sopra  un  piano  perpendico- 
lare alla  base  del  cilindro  , si  fanno  dipendere  dal  cosi  dello  passo  dcl- 
r elica  , che  è , siccome  la  rcUa  AA'  della  Jiy.  S6  , la  parie  frapposla 
a due  inlcrsccazioni  successive  della  curva  con  uno  slesso  lalo  del  ci- 
lindro. Ora  è manifeslo,  che  dividendo  in  un  medesimo  numero  di  parli 
eguali  la  circonferenza  della  base  ed  il  passo , basta  prendere  sui  lati 
del  cilindro , menati  pei  punii  di  divisione  della  circonferenza  , tante 
parli  del  passo  , a coniare  da  questa  circonferenza  , quante  sono  le  par- 
li della  medesima  , frapposte  ai  lati  ed  al  punto  preso  per  origine  del- 
r elica  c insieme  delle  divisioni  : e gli  allri  estremi  di  tali  rette  appar- 
terranno a questa  curva. 

].«  medesime  rette , poste  sulle  perpendicolari  abbassate  dai  punti  di 
divisione  della  circonferenza  sopra  la  traccia  del  piano  di  proiezione , 
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339.  I valori  à\  dx  ,dy  e dz  scrini  nel  n."  336,  sosliluiti 
nell’  equazione  (N)  del  n.**^  333  , ci  danno 

sen  ffl.(  ar'  — x)  — cos  ®.(y'  — y)  — a ( s'  — 2)  = 0 , 

0 vero , eliminandone  sen  e cos  a>  mediante  l’equazioni  (A) 
di  quel  medesimo  n.”  336 , 

7jx'  — xy'  — afì{z'  — 2 ) = 0. 

Adunque  ciascuna  di  queste  equazioni  esprime  il  piano  nor- 
male all’ elica  nel  punto  (x,y,z);  e dall’ una  o dall’ altra , 
avendo  riguardo  all’ equazioni  della  curva,  si  desume,  per 
le  formole  conosciute  , che  il  detto  piano  inclinasi  a quello 
delle  xy  sotto  un  angolo  costante  : come  naturalmente  do- 
vea  essere. 

340.  Rimettendoci  ora  sulla  generalità,  diremo  due  parole 
circa  gli  asintoti  delle  curve  esistenti  nello  spazio  ; e sicco- 
me le  proiezioni  dei  medesimi  su  ciascuno  dei  piani  coordi- 
nati , sono  ordinariamente  asintoti  delie  proiezioni  delle  curve 
sugli  stessi  piani , ognun  vede  che  per  la  ricerca  di  essi  torna 
applicabile  il  metodo  esposto  nel  n.”  254  Dunque  suppo- 
nendo che  un  asintoto  venga  espresso  dall’ equazioni 

y = MT-f/3,  e z = yx-^S, 

queste  sussisteranno  eziandio  tra  le  coordinate  della  curva  ; e 

1 valori  di  * , ^ ,y  ,S  si  desumeranno  dall’  equazioni 

«=Lim-  , j3=Lim(y — xx) , Y=Lim-  , 5=Lim(2 — yx)  : 

^ se 


e contate  da  questa  medesima  traccia  , danno  negli  altri  loro  estremi 
altrettanti  punti  della  proiezione  dell’  elica  : come  , senza  più  , si  scor- 
ge nella  fìg.  57. 

Per  desumere  poi  dal  passo  1’  angolo  costante  che  la  tangente  dcl- 
r elica  forma  col  fato  del  cilindro,  basta  costruire  un  triangolo  rettango- 
lo, che  abbia  per  cateti  il  passo  e la  circonferenza  rettiGcala  (giovan- 
dosi all'uopo  della  nota  al  n.°  300),  o rette  proporzionali  a queste  li- 
nee: e I’  angolo  opposto  al  secondo  cateto  sarà  quello  che  si  cerca.  Nella 
Jig.  57  servono  di  cateti  le  rette  o'ò'  ed  o'^',  quarte  parti  del  passo  e 
della  circonferenza  ; onde  siccome  6'  è proiezione  del  punto  medio 
della  parte  anteriore  o visibile  dell’elica,  e quivi  la  tangente  è paral- 
lela af  piano  delle  sx,  così  nel  tempo  stesso  che  si  ha  in  l’ angolo 

richiesto  , la  retta  6'^'  è pure  la  tangente  della  proiezione  dell’  elica 
nel  punto  6'  ; ma  per  qualunque  altro  punto  ni'  di  questa  proiezione  , 
trovasi  la  laiigenle  colia  costruzione  generale  riferita  nel  testo. 

35 
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ogni  sistema  di  valori  finiti  e reali  cosi  trovali  per 
darà  un  asintoto  non  parallelo  al  piano  nelle  yz  ; e in  simil 
modo  si  cercheranno,  per  non  omcUerne  alcuno,  quelli  non 
paralleli  al  piano  delle  zx  , e al  piano  delle  xy. 

341.  Saremo  ancora  più  brevi  circa  i punti  singolari  delle 
curve  esistenti  nello  spazio  ; poiché  (juesli  avendo  ordinaria- 
mente per  proiezioni  sui  piani  coordinali,  altri  punti  che  pre- 
sentano le  medesime  singolarità  , e che  appartengono  alle 

E reiezioni  delle  curve  primitive  , ciò  ne  dispensa , in  un  li- 
re elementare  , di  aggiungere  a quanto  abbiam  detto  nel 
capitolo  XXV  circa  i punti  singolari  delle  curve  piane. 


CAPITOLO  XXVIII. 

Piano  osculatore , angolo  di  contatto , cerchio  osculatore , 
ed  angolo  di  torsione  delle  curve  storte. 


Piano  osculatore. 

342.  Tra  gl’  infiniti  piani  tangenti  di  una  curva  storta  in 
un  medesimo  punto  , merita  particolare  attenzione  quello  die 
‘è  il  più  vicino  alla  curva,  e che  per  ciò  si  può  considerare 
determinalo  dalla  condizione,  di  aover  passare  per  due  lati 
consecutivi  del  poligono  infinitesimale  sostituito  alla  curva  , 
o che  torna  lo  stesso  pei  tre  punti  successivi  di  questa,  cor- 
rispondenti alle  coordinate 

X ,y  ,z\x  -\rdx  ^y  -\r  dy  ,z-\-  dz-, 

X -I-  dx-\-d{x^dx) , y -j-  dy-\-d{y-\-dy) , z+dz-\-d{z-\-dz). 
È questo  il  piano  che  dicesi  osculatore  della  curva  nel  pun- 
to (x,y,z).  Dinotandone  la  equazione  con 

yéx'  + By'  + Cz'  + n=0,  (1) 

la  sostituzione  degli  anzidetti  tre  sistemi  di  coordinate  in  luo- 
go di  x'  ,y'  , z'  ci  darà  l’ equazioni  di  condizione 
Ax  + By-\-Cz  + , 

A{x  dx)  + B{y  dy)  + C{z  + dz)  = Q , 
À[x-\-2dx-\-d'x)-\-B{y-\-’ìdy-\-d’-y)-{-C{z-\-%iz-\-d'z)=Q, 
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che  sotlralle  la  prima  dalla  seconda  , er  la  seconda  dalla  ter- 
za, menano  alle  due 

Adx  + Bdtj  -f-  Cdz  = 0 , Ad‘x  + Bd‘y  Cd‘z  = 0. 

Da  queste  si  cavano  per  le  regole  conosciute 

A dfjd^z  — ■ dzd'if  B dzd‘x  — dxd*z 

C dxd‘y  — dyd^x  ’ C dxd‘y  — dyd^x  ’ 

i quali  valori , sostituiti  nella  equazione 

^{x'  — x)+^{y‘  — tj)  + z‘  — z==0, 

che  nasce  sottraendo  dall’equazione  (1)  la  prima  delle  tre 
equazioni  di  condizione  e poi  dividendo  per  C , emerge  la 
seguente  equazione  del  piano  osculatore 

{dyd*z — dzd'y)  {x' — x)-\-{dz(Tx — dxd‘z){y' — y)  + 
{dxd'y — dyd‘x){z' — s)=0. 


Sotto  questa  forma",  le  coordinate  x ,y  , z della  curva  son 
considerate  come  funzioni  di  un’  altra  variabile  qualunque  ; 
ma  prendendo  per  variabile  indipendente  una  di  esse  coor- 
dinate , per  esempio  x , si  ha  (Tx  = 0 : con  che  1’  equazio- 
ne del  piano  osculatore  diventa  più  semplice , e divisa  per 
dx^  si  può  mettere  sotto  la  forma 


Angolo  del  contatto  , e cerchio  osculatore. 

343.  Le  due  tangenti  successive  MT  , M'T'  {^y.  SS  ) che 
determinano  il  piano  osculatore  , formano  tra  esse  un  an- 
golo che  dicesi  di  coniallo  , il  quale  misura  la  curvatura 
dell’  elemento  MM'.M".  Per  trovarne  l’ espressione  dinotiamo 
con  a , b ,c  i coseni  degli  angoli  che  la  tangente  MT  forma 
cogli  assi  rettangolari  delle  x,  delle  y,  e delle  z , con 
gli  analoghi  coseni  relativi  alla  tangente  M'T' , e con 
T angolo  del  contatto.  Avremo  per  le  formole  conosciute 

cos  f/6  = aa'  4-  bb'  -f-  cc' , 
e conseguentemente 

son*  fiW  = I — ( aa'  -|-  bb'  + oc'  )*. 
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D’  allr.1  parte , essendo  |)el  teorema  di  Taylor  ( n.  181  ) , 
a'  = a da  \(Pa  + ec.  , 

b'  =:  b db  \d‘b  + ec.  , 

e'  = e + rfe  + ec.  , 

con  sostituir  questi  valori  di  a'  , b'  , c'  nella  espressione  di 
sen*  do  , e con  aver  rif^uardo  all’  equazione 

a'  + b'  + c'  = ì , 
ed  ai  suo  differenziale 

oda  + bdb  + ede  = 0 , 

avviene  clic  gl’  infinitesimi  di  primo  ordine  si  distruggono  ; 
onde  sprezzati  (giusta  le  regole  del  metodo  inGnitesimalc  ) 
quelli  di  ordine  supcriore  al  secondo  , resta 

sen*  d0  = — ad‘a  — b(Pb  — cd'e. 

Ma  differenziando  l’equazione  precedente,  si  ha 

ad‘a  + bd‘b  + crf*e  + da*  + db*  + de*  = 0, 
dunque  1 anzidetto  valore  di  sen*  dO  diverrà  semplicemente 
sen*  do  = da*  + db*  + de*  , (a) 

e questo  sarà  eziandio  il  valore  di  dO*,  a motivo  che  l’an- 
golo infinitamente  piccolo  dO  , o piuttosto  l’ arco  di  raggio  1 
che  lo  misura,  si  può  tenere  eguale  al  suo  seno. 

Trattasi  ora  di  esprimere  lo  stesso  valore  in  funzione  delle 
coordinale.  A tal  fine  rammentando  che  ( n.  331  ) 


dx  , dy  dz 


avremo  bentosto 

dsd'x — dxd*g 


da  = 


d*' 


db 


dsd'y—dyd's 

' 


de  = 


dsd*z-^-dzd't 


ds* 


(a)  Questa  fonnola  merita  attenzione.  Essa  ci  mostra  che  quando  la 
posizione  di  una  retta  nello  spazio  dipende  da  una  sola  variabile,  un 
cangiamento  infinitesimo  di  questa  ne  produce  tale  un  altro  nella  po- 
sizione della  retta,  che  detto  di  l’angolo  tra  le  due  rette,  ed 
quelli  che  determinano  la  posizione  della  prima  retta  , dee  aversi 

di=\/  ( rf. cos  » )•  -4-  ( (/. cos  fi  )•  -t-  ( rf. COI y )*. 


y 
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e però , sostituendo  questi  valori  in  quello  di  «fó*,  ed  avendo 
riguardo  all’ equazioni 

da'=dx'  -\-dy*  -\-dz' , d8(T8=dxd‘x -^-diycTy dzd‘z , 
se  ne  caverà 


-4-  H-  </*s*  — </•»• 

«0  = 

a* 

344.  Nelle  curve  aiorte,  del  pari  che  nelle  piane,  il  cer- 
chio osculatore , ossia  il  cerchio  più  vicino  di  tutti  gli  altri 
alla  curva  in  un  dato  punto  , può  riguardarsi  determinato 
dalla  condizione  di  dover  passare  per  tre  vertici  successivi 
del  poligono  infinitesimale  sostituito  alla  curva.  Sia  MM'M". . . 
{^Jiy.  58)  questo  poligono , e sia  D il  punto  d’incontro. delie 
perpendicolari  elevate  dai  punti  M ed  M"  ai  lati  MM',M'M" 
nel  piano  di  essi.  Sarà  M'U  il  diametro  del  cerchio  che  passa 
per  M.M'jM" , e l’angolo  MDM",  che  per  poco  dinoteremo 
con  </(»  avrà  per  misura  l’arco  circolare  MM'M"  diviso  |h*1 
diametro  M'D  : cioè  a dire  sarà 


, «reo  MM'M" 
ao)=:  ■ 

M'D 

Or  tale  arco  potendosi  rimiardare  identico  a quello  della  cur- 
va LMN  tra  i punti  M ed  M" , verrà  espresso  come  questo 
da  2ds-\-d^8,  perchè  supponendo  LM=«,  risulta  MM'=r/A, 
ed  WW=d(8^d8)==da-\-d*8.  Cosi  dunque  sprezzando  cTs  a 
fronte  di  2ds , l’ equazione  precedente  diverrà 

da  = , donde  M'D  = ^ • 

M U o» 


Ma  d’altra  parte  l’angolo  da  eguaglia  l’angolo  TM'T' 
del  contatto  ; dunqiie  chiamando  p il  raggio  del  cerchio  oscu- 
latore , detto  anche  spesso  raggio  delta  prima  curvatura, 
e sostituendo  il  valore  dianzi  trovato  per  l’ angolo  del  con- 
tatto , avremo 

d» </*• 

^ ^ l/rf*x*  -+-  dY  -f-  — rf-i* 

345.  Per  ottenere  senza  lunghi  giri  di  calcolo  i coseni  de- 
gli angoli  X,pt,y,  che  il  raggio  di  curvatura  Mo  forma  cogli 
assi,  osserveremo  che  quando  l’angolo  TM'M"  o il  suo  op- 
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Sosio  ni  vertice  tM't'  è iniinitaniente  piccolo,  la  retta  e l’arco 
I.M'  si  stimano  confusi  tra  loro  c colla  tangente  in  M,  del 
j)ari  che  l’arco  c la  corda  51'M"  si  tengono  coincidenti  fra 
loro  c colla  tangente  in  M'.  Perciò  la  retticciuola  M;n,  che 
è il  prolungamento  della  oM  sino  alla  M"M'  distesa  vcr^  t', 
sarà  perpendicolare  alla  , come  alla  M'M  ; e gucsli  due 
lati  »?!U',>ni'  del  triangolo  /«M'M  risultando  eguali , il  pri- 
mo verrà  espresso  da  ds  come  il  secondo. 

Ciò  posto  , essendo  ^ ^ ^ ‘ coseni  degli  angoli  com- 
presi da  MT  cogli  assi  coordinali,  e quindi  essendo  ^ 

‘llL^  d—  d^  i coseni  degli  angoli  falli  da  M'T'  o 

ds  ds  ds  ds  / \ r i 

da  7«M'  coi  medesimi  assi,  b agevole  il  vedere  (a)  che  le 
proiezioni  della  retta  M»i  su  tali  assi  verranno  espresse  da 

ds.d^  , ds.d^ , ds.d^-  Ma  pel  citato  luogo  della  geo- 

ds  ds  ds 

melria  analitica  le  dette  proiezioni  vengono  allres'i  espresse 
da  M/m  cos  X , 31/?/  cos  i*  , M/«  cos  v ; dunque 

M//J cosX=tfe.</-^  , ^l/ncosn=ds.d~  , 3I/«cosv=</ff.flf-^* 

Ma  pei  triangoli  o3131' , /«3131'  , o31'/«,  i primi  due  rettangoli 
in  M , c il  terzo  rettangolo  in  M' , abbiamo 


„ MM'  ds' 

mM  = -^= — ; 

Mo  p 

dunque  sostituendo  questo  valore  di  /«3I  nelle  precedenti  e- 
quazioni , i risultali  ci  daranno 

P P 


cos 


. B ,dx  p p 


346.  Chiamando  x\y',z'  le  coordinate  del  centro  di  cur- 
vatura o , le  proiezioni  del  raggio  3Io=p  di  curvatura  sugli 
assi  verranno  indicale  da  x*  — x — y , z‘  — z\  e per  lo 
stesso  principio  di  geometria  analitica  dianzi  citato , avremo 

a-'  — X = p cos  X , y'  — y = p cos  f/ , z'  — z = p cos  v , 


(a)  Vengasi  l'analisi  applicala  alla  geometria  di  ire  dimensioni  del 
sig.  I.eroj  , al  n.®  67.  ^ 
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ovyero  , sostituendo  i trovati  valori  di  cos  X , cos  , cos  v , 

^ ‘^  — ds^ds'y  y~d»  di  di 


Queste  equazioni  determinano  le  coordinale  del  centro  di  cur- 
vatura quando  ò dato  il  punto  corrispondente  della  curva  , 
e perciò  riducendo  i secondi  membri  di  esse  a funzioni  delle 
sole  X ,y  ,z,  e poscia  eliminando  queste  coordinale  fra  esse 
medesime  o l’ equazioni  della  curva , si  avrebbero  le  due  e- 
quazioni  del  luogo  geometrico  di  lutti  i centri  di  curvatura. 


Angolo  di  torsione , e raggio  delta  seconda  curvatura. 

347.  É questo  il  nome  che  di  presente  si  dà  all’  angolo  ' 
compreso  tra  due  piani  osculatori  successivi , c che  per  lo 
addietro  serviva  a misurare  quella  che  si  dicea  seconda  cur- 
vatura delle  curve  storte , le  quali  perciò  si  appellavano 
curve  di  doppia  curvatura. 

Supponendo  surrogata  la  curva  dal  poligono  iubnilosi- 
male  lilM'iM''-M"'  . . . , i due  piani  osculatori  in  M ed  M' 
sono  MM'M"  , , c 1’  angolo  compreso  tra  questi  pia- 

ni misura  la  rotazione,  che  dovrebbe  eseguire  uno  di  essi  at- 
torno il  comun  lato  intermedio,  per  si  adagiare  sull' altro  pia- 
no. Alfine  di  determiuarlo  ci  rivolgeremo  alle  perpendicolari 
ai  medesimi  piani  da  un  punto  del  lato  comune,  e trovando 
l’espressione  dell’ angolo  compreso  da  esse,  avremo  pur  quella 
deir  angolo  di  torsione  che  gli  è eguale.  Siano  a , |S  , y gli 
angoli  che  la  perpendicolare  al  piano  osculatore  in  M forma 
cogli  assi,  e riflettendo  che  la  perpendicolare  al  plano  oscu- 
latore in  M' , emerge  dalla  prima  in  virili  del  cangiamento 
infinitesimo  della  variabile  indipendente  , di  cui  x ,y  ,z  si 
riguardano  funzioni,  saremo  qui  in  un  caso  afiiillo  simile  a 
quello  dianzi  esaminalo  per  rapporto  all’  angolo  di  due  tan- 
genti consecutive  ; e però,  indicando  con  dò^  l’angolo  di  tor- 
sione , avremo  subitamciilc 

«ffli  = l/(  rf.cos  «)*  4-  ( d.coi  jS  )*  -f-  ( rf.cos  y )*. 

Per  ridurre  questa  formula  in  funzione  Ai  x ,y  ,z , os- 
serviamo che  attesa  l’equazione  del  piano  osculatore,  le  note 
formolo  di  analisi  a ire  dimensioni  ci  danno 

— dzd*y  dzd*x—dxd*z  dxd*v—dud*x , 

cos  * ^ ^ , cos  ,3= , cos  r= ^ ^ ^ ’ 
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ove  per  brevità 

D=V  {dycTz — dzd‘yf-\-{dzd‘x — dx(Tz)'-\-{dxd*y — dyd‘x)' . 
Quindi  supponendo 

dyd'z — </j«/*y=X  , dz(Tx — dxd'z^X  , dxd‘y — dyd^xs=Z , 
avremo  successivamente 


— Y4-(^— L_...  Y 


l/X*-t-Y‘-t-Z*/  V t/X*-+-Y*H-Z 
(X*-hY*+Z*)  (rfX*-HTY*-f-<fi;«)  — (X««-f-YrfY-hZ(/Z)* 
( X*-+-Y*-t-Z*  )* 


_ (YrfZ— ZrfY)*  -j-  (ZrfX— XrfZ)*  -f-  (XrfY— YrfX)* 

~ (X*-hY*-i-Z*)* 

Ma  d’altra  parte  abbiamo 

d'i^=dyd^z — dzdhj  , d\=dzd^x — dxd^z  , dZ-=dxd^y — dyePx, 
YrfZ  — 7.d\  _ ZrfX  — X(/Z  _ XrfY  — YrfX  _ 
dx  dtf  dz 

dx{d*yd^z — d*zd^y)  -f-  dy{d*zd^x — d*xd^z)  dz{d‘xd^y—d'yd^x)  ; 

dunque  sostituendo  ed  estraendo  la  radice  quadrata , sarà 

di)  ^^^dx(d‘i/d^z~-d*zd^if)-Hli/(d*zd^x — d*xd^z)-+-dz(d*xd^y — d'yd^x") 

{dyd*z — dzd'y)*  {dzd‘x — dxd'z)'  -+-  {dxd'y — dyd'x)' 

348.  Non  si  suole  rappresentare  questa  seconda  curvatura 
( se  tuttavia  si  voglia  così  chiamare  ) con  quella  di  un  cerchio, 
che  si  offra  spontaneo  come  il  cerchio  osculatore  che  mi- 
sura la  prima.  E difatti,  le  perpendicolari  in  M ed  M"  ai  due 
piani  osculatori  della  curva  in  questi  punti,  non  s’incontrano 
fra  esse  , laddove  ciò  si  verifica  delle  normali  alla  curva  ne- 
gli stessi  punti , condotte  nel  piano  osculatore.  Nondimeno , 
il  rapporto  dell’ elemento  ds  della  curva  all’angolo  infinite- 
simo tffl,  , compreso  dai  piani  osculatori  di  essa  negli  estre- 
mi di  tale  elemento , chiamasi  raggio  della  seconda  curva- 
tura, onde  se  piaccia  indicarlo  con  p,  , sarà 


(dyd^z — dzd*y)*-i-(dzd*x—dxd*z)'-h(dxd*y—dyd'x)* 

*”  ‘ dx(d*yd^i-d‘zd^y)-i-<fy{d’zd^x-^d‘xdiz)-HÌ*{d*xd^y—d‘ydixy 
E giova  intanto  notare  che  il  denominatore  dell’espressione 
di  dò,  , che  è pure  il  numeratore  di  quella  di  p,  sia  iden- 
tico a ds*  ( d‘x*  -|-  d*y*  -^si*z*  — d*s*  ) ; il  che  permette  di 
dare  a dà  c dà,  , non  che  a p e p,  oltre  forme  in  uso. 
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349.  Quando  Tangolo  di  torsione  è nullo  per  tulli  i punii 
della  curva,  i piani  osculatori  si  confondono  in  un  solo,  e 
Ja  curva  è piana.  Ma  perciiò  quell'  angolo  divenga  nullo  , è 
necessario  clic  sia  identicamente 

dx{d*yd^z — d'zd^y)  -+-  dy{d‘zd^x — d*xd^z)  +dz{d'xd^y — d*yd^x)—0, 

e questa  equazione  si  riduce  a 

d'yd^z  — (i*zcPy  = 0 

nella  ipotesi  che  dx  sia  costante  ; questa  dunque  è l’ equa- 
zione di  condizione  (promessa  nel  n."  327  ) necessaria  a ve- 
riGcarsi  idenlicamenle,  perchè  la  curva  sia  piana,  ogni  qual- 
volta si  prende  x per  variabile  indipendente. 

330.  Lu  siinil  modo , gli  elementi  di  una  linea  dovendo 
giacere  per  diritto  quando  in  tutti  i punti  di  essa  ò nullo 
r angolo  del  contatto , segue  dalla  identità  mentovata  sulla 
fine  del  n."  348,  che  le  coordinate  x ,y  ,z  non  possono  ap- 
partenere ad  una  retta  senza  soddisfare  all’ equazioni 

dyd‘z  = cfeflTy , dzd^x  = dxd*z , dxtPy  = dyd‘x. 

331.  Per  applicare  alcune  di  queste  forraole  all’ elica , tor- 
niamone a scrivere  I*  equazioni  già  date  nel  n.°  336, 

x — Rco%v  , ^ sen  aj  , z = aRm  ; (E) 

ed  essendo 

dx  — — Rdan  sen  , dy  = Rdx  cos  as  , dz  = aRdoc , 
cTx  = — Rdixi'  cos  a>  , d*y  = — Rd^)'  sen  as  , </*z  = 0 , 
d^x  = Rdx^  sen  ® , d^y  — — Rd<x^  cos  ® , fRz  = 0 , 

di  = Rdx\/TT^  = 0 , 
avremo  : 1."  per  equazione  del  piano  osculatore , 

osen®.(ar'—- or  ) — a cos  ®.(y'  — ,y  ) + ( a'  — a ) = 0, 

dalla  quale  risulta  costante  ( come  si  potea  prevedere  ) l’ in- 
clinazione del  piano  osculatore  a quello  delle  xy. 

2. ®  per  r angolo  del  cdntatlo , dd  = ; 

|/ 1 — H 

3. ®  pel  raggio  ilella  prima  curvatura  , ossia  del  cerchio 

iis 

osculatore , p = ~ = (l-|-fl’)y?j 

36 
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4,"  per  r angolo  di  torsione,  </9,  = 


adii 


: = Ofl/9 


i €T 

li.®  e finalmente  pel  cosi  detto  raggio  della  seconda  cur- 
ds  ( IH-  rt’  ) ^ 
valura,  p.=^=— ^ ; 

Vedesi  dunque  die  il  raggio  del  cercliio  osculatore , o 
della  curvatura  propriamente  detta  , è costante  t come  natu- 
ralmente dovea  essere  ) , e sorpassa  di  a'R  quello  della  base 
del  cilindro.  Per  conoscerne  il  sito  basta  riflettere  che  dee 
trovarsi  nel  piano  normale  espresso  (n.339)  dell’equazione 

sen  03 . ( x'  — x)  — cos 03 . ( 2/'  — y)  — a{z'  — s ) = 0 , 
e nel  piano_  osculatore,  espresso  dall’oquazione  scritta  qui  sopra. 
Or  da  queste  e dall’  equazioni  (E)  desumendosi  z'  = z , ed 

^7-^  = tano3=^ , ne  risulta  che  il  raggio  di  curvatura  è 

sempre  parallelo  al  piano  della  base  , ed  incontra  l’ asse  del 
cilindro.  Da  ciò  segno  ancora,  che  il  centro  di  curvatura  dee 
trovarsi  nella  superficie  di  un  cilindro  avente  il  medesimo 
asse  del  primo , c per  raggio  a'R  ; onde  nel  moversi  col  punto 
che  gli  corrisponde  nell’ elica  proposta,  dee  quivi j>ercorrere 
un’aura  elica  del  medesimo  passo. 

3S2.  Finiremo  con  o.sservare  che  potendosi  riguardar  l’elica 
come  la  più  semplice  delle  curvo  di,  duo  curvature , perchè 
ciascuna  di  queste  è la  stessa  in  tutti  i suoi  punti , essa  me- 
glio di  ogni  altra  curva  potrebbe  dare  una  idea  esatta  della 
torma  di  qualunque  curva  storta  in  un  dato  punto.  Infatti  , 
determinando  a ed  R con  eguagliare  i noti  raggi  della  pri- 
ma c della  seconda  curvatura  di  questa  curva  nel  dato  punto 
all’ csjiressioni  dei  medesimi  raggi  qui  sopra  trovate,  l'elica 
corrispondente  a questi  valori  di  a ed  R avrebbe  colla  pro- 
posta curva  nel  punto  dato  , un  andamento  più  conforme  c 
ravvicinalo  che  non  c quello  del  cerchio  osculatore,  il  quale 
ha  di  comune  con  essa  la  sola  prima  curvatura. 
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CAPITOLO  XXIX. 


Piano  tanncnle  e retta  normale  di  una  superjìcie  qualun- 
que. Differenziale  di  una  parte  determinata  della  su- 
perjicie,  e differenziale  del  volume  avente  questa  parte 
per  una  delle  sue  facce. 

35>3.  Sia  F {x  ,y  tz)  = ti  (I) 

r equazione  generalo  di  una  superficie  curva.  Polrcmo  rap- 
presentare una  curva  delineata  ad  arbitrio  in  tal  superficie 
per  uu  punto  qualunque  (x,ij,z),  col  sistema  deli' equazioni 

F{x  ,y  ,z)  = 0 , Sf{x  ,fj  ,z)  = 0 , 

supponendo  che  9 sia  caratteristica  di  una  funzione  arbitra* 
ria  ; e dal  n.“  3^  avremo  per  equazioni  della  tangente  alla 
curva  in  tal  punto , 

dF . I . dF . ! . dF . , \ n 

-y)  + :77(=  -2)  = 0, 


dz 


J(s'-2)  = 0. 

Or  la  prima  di  quest’  equazioni , esprimendo  per  se  sola  un 
piano  che  passa  pel  punto  [x,y,z)  della  superficie  F=0 , 
c questo  piano  cssenuo  indipendente  .dalla  fuiuionc  9 , ne 
viene  in  conseguenza  , che  in  esso  debbano  giacere  le  tan- 
genti applicate  in  tal  punto,  a tutte  le  curve  che  pel  mede- 
simo si  possono  delincare  sulla  superficie.  Per  questa  ragione 
il  detto  piano  dicesi  piano  tangente  della  superficie  nel  me- 
desimo punto  , e così  rimane  dimostralo  che  r equazione  del 
piano  tangente  alla  superficie  /'=0  nel  punto  (x,y,2),  sia 


dF . , . dF.  . dF . , . _ 


(T) 


laiche  per  passare  dall’equazione  differenziale  della  superfi- 
cie , che  è ( n.  104  ) , 

a quella  del  suo  piano  tangente,  basta  cambiare  i differen- 
ziali dx  ,dy  , dz  nelle  differenze  x'  — 3:  ,y'  — y , z'  — z: 
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a simiglianzà  di  ci<>  flic  si  e dello  nei  n.'  236  o 329  ri- 
spetto alle  cune. 

354.  Risolvendo  T equazione  (T)  per  rapporto  a z'— z,  si  ha 

dF  ^ 

dz  dz 

ma  prese  le  ascisse  x e jj  per  variabili  indipendenti , le  de- 
rivale parziali  dell’ equazione  (1)  sono 

— Ù —4-—^z=0 

dx  dzdx  ’ dy  dz  dy  ’ 

. dz  dF  dF  dz  dF  dF  , ,, 

edanno  ^ dunque  I equa- 

zione  del  piano  tangente  può  anche  aver  la  forma 

0 più  semplicemcnlo 

z‘  — z=p{x'  — x)  + y{y'-‘y), 


dz 


ponendo  per  brevità  -j^—P 


dy 


—q 


come  si  suol  fare  nel- 


le applicazioni  del  calcolo  difTcrenziale  alle  superficie  curve,  (a) 
355.  Dopo  ciò  , le  formolo  conosciuto  della  geometria  ana- 
litica ci  danno  subito  per  la  perpendicolare  al  piano  tangente 


(a)  Liquazioni  (<)  supponendo  implicitamente  la  verità  deli’ equa- 
zione dz  = pdx  -t-  qdy  , non  vorremmo  che  altri  vedesse  una  petizio- 
ne di  principio  nel  modo  ondo  qui  abbiamo  dimostrato  càe  tutte  le 
tangenti  di  una  super^cie  in  un  medesimo  punto,  esistono  generalmen- 
te in  uno  stesso  piano , e che  in  conseguenza  un  elemento  della  su- 
perficie possa  stimarsi  piano.  E una  petizione  di  principio  sembra  ve- 
ramente essere , da  clic  nel  n.°  74  si  ammise  ebe  tulli  i punti  di  una 
superficie  inGnilameiite  vicini  ad  un  altro , esistano  in  un  piano  ; ma 
la  cosa  non  va  realmente  così  : poiché  il  contenuto  di  quel  n.*  servì 
soltanto  a confermare  colla  geometria  la  prova  che  già  nel  n.°  69  crasi 
data  della  verità  di  quella  equazione. 
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dal  punto  di  contatto,  ossia  per  la  normale  alla  superficie, 
l’ effuazioni 

ar'— ar+j»(z'— z)=0  , y+7(z'— z)=0,  {«) 

le  quali  nella  ipotesi  che  l’ eauozionc  della  superficie  sìa , 
come  prima  , F{s , y , z)  = 0 prendono  la  forma 


dF,  , . dF,  , . dF,  , 

-;j^(x'-x)=-^(z'-z) , — (y'- 


dzr 


3S6.  inoltre  , chiamando  X , /x  , y gli  angoli  formati  dalla 
normale  diretta  nel  sCnso  delle  z positive  cogli  assi  positivi 
delle  X ,y  ,z,  avremo  ancora 

COsXaB!-  ^ ■,  C08|Ul!= ■■  ■■  , COS  ^ ■ ■ ■ - , 


o pure 


cos 


- dF  ,/dF*  , dF* 

dx‘y  dx‘'^  tfy* 


+ 


dF‘ 


di' 


COS/X: 


./dF‘  dF*  dF 
' dy‘  y dx*"^  dy*  ' 


di' 


dF  ./dF*  . dF'  . dF' 


nell’ ultima  delle  quali  per  esser  y un  angolo  acuto,  si  dee 

fare  che  sia  positivo  a simiglianza  del  radicale  : ciò  che 

Suò  sempre  ottenersi , cangiando  , se  fosse  negativo  , i segni 
i tulli  1 termini  dell’  equazione  dificrenziale  della  superficie. 
3S7.  Percorriamo  ora  le  più  semplici  applicazioni  che  pos- 
sono farsi  delle  ritrovate  equazioni  del  piano  tangente,  c del- 
la normale. 

Se  non  è dato  il  punto  del  contatto , e vuoisi  determinare 
in  mudo,  che  il  piano  tangente  sia  parallelo  ad  un  piano  dato 
ed  espresso  dall’equazione 

Ax'  -f  -f  Cz'  -f  Z>=  0 , 

la  condizione  del  parallelismo  darò  per  le  note  forinole  del- 
r analisi  a tre  coordinate , le  due  equazioni 


dF_rdP  ndF  f,dt 
di~^  rfx  ’ ^ di~~  ^ dy 
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che  iinilamenle  a quella  della  superficie  serviranno  a deteN 
minare  le  ignote  x , y ,z. 

3o8.  Se  il  piano  tangente  debba  passare  per  un  punto  dato 
{a  ,c)  fuori  la  superficie , avranno  luogo  tra  le  ignote 
X ,y  ,z  le  due  sole  equazioni 


^=0  > 


quindi  il  problema  sarà  generalmente  indeterminato  ^come 
era  facile  antivedere),  e l’insieme  di  tutti  i punti  di  con- 
tatto sarà  una  curva  determinata  dal  Sistema  dell’ equazioni 
precedenti.  Essa  perciò , riguardata  come  una  direttrice , 
servirebbe  a trovare  ( come  vedremo  nel  capitolo  seguente  ) 
l’equazione  della  superficie  conica  tangente  alla  superficie 
/’  = 0,  ed  avente  per  vertice  il  punto  (a,  A,  e). 

31>9.  Se  poi  si  vuole  che  il  piano  tangente  sia  parallelo  ad 
una  retta  data,  espressa  per  esempio  dall’ equazioni  x'=az', 
tj  — bz',  il  medesimo  conterrà  la  retta  menata  pel  contatto 
\x  ,ij  ,z)  parallelamente  alla  data,  c le  cui  equazioni  sono 

x'  — x = a{z'  — 2 ) , y’  — y — b[z'  — 2 ). 

Quindi  sostituendo  questi  valori  di  ar*  — ar,  ed  ^ — y 
nell'  equazione  (T)  del  piano  tangente , il  risultato 


dF  . , \ I j Il  \ I Il  \ A 


dovrà  sussistere  indipendentemente  dal  valore  di  z'  — z , 
però  avremo 


e 


dF  , ,dF 


Quest’equazione  dunque,  e l’altra  /’=0  della  superfi- 
cie , determinano  una  curva  di  cui  tutti  i punti  adempiono 
la  proposta  condizione  ; c laddove  questa  curva , rappresen- 
tata dal  sistema  dell’ equazioni 


r—ii  dF  dF  dF  ^ 


si  prendesse  per  direttrice , si  avrebbe  la  superficie  cilindri- 
ca tangente  alla  data  Z’  = 0 , e di  lati  paralleli  alla  retta 
espressa  dall’  equazioni  ar'  = az' , y*  = bz'. 

Questo  problema  ed  il  precedente  avendo  relazione  colla 
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teoria  delle  ombre  e della  prospettiva , gioverà  notare  che 

3uando  si  tratta  di  una  superficie  di  secondo  grado,  la  linea 
el  contatto  del  cono  o del  cilindro  ad  essa  circoscritto  è pa- 
rimente una  curva  di  secondo  grado.  Infatti  c chiaro  per  sè 
stesso , che  la  seconda  dell’  equazioni  precedenti  è allora  di 
primo  grado , c si  può  agevolmente  vedere  che  a tale  pur 
si  riduce , in  virtù  dell’  equazione  alla  superficie , la  seconda 
equazione  di  detta  linea , data  nel  n.°  antecedente. 

360.  Si  può  anche  richiedere,  in  generale,  che  il  piano 
tangente  di  una  data  superficie  passi  per  una  retta  dahi  ; 
ovvero  che  passi  per  un  punto  c tocchi  due  date  superficie, 
o infine  che  tocchi  tre  superficie  date.  E questi  ed  altri  si- 
mili problemi  non  presentano  alcuna  dilficoltà,  iu  quanto  al 
modo  di  essere  tradotti  in  equazioni. 

361.  Finalmente,  siccome  l’ equazioni 


dF,  , , dF.,  . . dF,  dF  dF  . dF 


rimangono  identicamente  le  stesse  quando  all’equazione  ^=0 
si  sostituisce  F=C , dove  C è una  costante  qualunque;  cosi 
può  afiermarsi  che  esse  rappresentino  , considerate  separa- 
tamente , i luoghi  geometrici  delle  linee  di  contatto  di  tutti 
i coni  0 di  tutti  i cilindri  tangenti  alle  superficie  espresse 
dall’equazione  F=C,  ed  aventi  per  vertice  il  punto  {a,b,c), 
o per  lati  le  parallele  alla  retta  {x' = az'  ,y' = bz' ). 

362.  Per  rapporto  alla  normale,  è visibile  che  quando  si 
volesse  condurla  per  un  punto  {a,b,c)  dato  fuori  della  su- 
perficie F = 0 , si  avrebbero  insieme  le  tre  equazioni 


„ f.  dF , , dF,  , dF,,  , dF , . 

/’=0  , , ~(à_y)=-^(c-s); 


c che  se  la  normale  si  volesse  parallela  ad  una  retta  data 
{x'  z=az'  , y'  = bz') , bisognerebbe  porre  l’ equazioni 


„ . dF  dF  , dF  dF 

^ dz~  dx’^Tz~'d^‘ 

Se  non  che  quest’  ultimo  problema  equivale  alla  ricerca 
dianzi  ( n.  3157  ) accennata , di  un  piano  tangente  parallelo 
ad  un  piano  dato. 

363.  Si  può  anche  notare  che  le  due  equazioni 
dF,  dF , . , dF . , 

1. = 7i • 1SS'-'J^=  1,^—^  • 
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rimangono  le  stesse  quando  all’equazione  /’ssO  si  soslitui* 
sce  r altra  F=C,  dove  C è una  costante  qualunque;  e che 
per  ciò  esse  rappresentano  il  luogo  geometrico  dei  piedi  delle 
normali , che  dal  punto  (-0,0,0)  possono  condursi  a tutte 
le  superflcie  che  può  esprimere  l’equazione  F=^C  variando 
la  costante  C. 

364.  Si  potrebbe  dimandare  una  retta  che  fosse  normale 
nel  tempo  stesso  a due  superfìcie  date  , la  quale  generalmente 
misurerebbe  la  loro  massima  o minima  distanza.  Allora  sup- 
ponendo essere 


r equazioni  delle  superficie  , si  avrebbero  ancora  tra  le  igno- 
te X ,y , z ,x'  ,y'  , z'  quest’  altre  quattno  equazioni 


dF  . , . dF  . , . dF . , . dF  , 


dx 


delle  quali , due  esprìmono  che  la  normale  della  prima  su- 
perfìcie nel  punto  (x  ,y  ,z)  passa  pel  punto  (x,^,z') 
della  seconda  superfìcie  ; c due  altre  esprimono  similmente 
che  la  normale  della  seconda  superficie  nel  punto  (x‘  ,y‘  ,z') 
passa  pel  punto  (x  ,y  ,z)  della  prima  superficie.  È poi  evi- 
dente , che  a due  di  queste  quattro  equazioni  si  potrebbero 
sostituire  le  due  altre 


dF  df  __dF  df  dF  df 

dx  dz‘  dz  dx'  ’ di/  dz'  dz  dy'  ’ 

che  nascono  immediatamente  da  esse  , e ebe  esprimono  la 
circostanza , altronde  manifesta , che  i piaqi  tangenti  alle 
due  superficie  nei  punti  (x  ,y  ,z)  , (x'  ,y‘  ,z')  debbono 
essere  paralleli. 

36fi.  11  differenziale  deli'  arca  di  una  parte  determinala , 
o di  tutta  una  data  superficie,  dipende  ancora  dal  piano  tan- 
gente. Non  parrà  dunque  strano  che  da  noi  siesi  posta  in  que- 
sto capitolo  la  ricerca  di  esso  differenziale , e poscia  di  quello 
del  volume  avente  quella  superficie  per  suo  totale  inviluppo 
o per  una  delle  sue  facce. 

Perche  sia  determinala  una  parte  di  una  data  superficie 
basta  conoscere  la  proiezione  I1K.L  {^y,  S9)  del  suo  con- 
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torno  sul  piano  delle  xy , proiezione  che  può  supporsi  coti' 
tinua  0 discontinua^  dipenaentc  o indipendente  dalla  super- 
ficie. Allora  supponendo  che  le  ascisse  x e ^ dinotino  rispet- 
tivamente OP  ed  OQ  , e che  fatto  il  rettangolo  O.M  , lo  PM 
eQM  incontrino  il  detto  contorno  in  M,  ed  N, , è chiaro  che 
la  superficie  proiettata  in  MM.RNiM  esser  dee  una  certa  fun- 
zione di  ar  e y , che  diremo  V.  Ora  aumentando  in  questa 
funzione  la  sola  x=OP=QM  di  </ar=P/>=31/«,  raumento 

infinitesimo  di  U,  indicato  dal  simbolo  corrisponde- 

rà alla  superficie  proiettala  in  SIM.wj.wj  ; in  questo  aumento  poi, 
lasciando  come  giace  la  x,  ed  accrescendo  la  ?/=OQ  = PM 
di  f/y  = Qy  = 5I«,  nc  nascerà  il  cangiamento  indicato  dal 

simbolo  ^^-^dxdij , e corrisponderà  alla  superficie  proietta- 
ta nel  rettangolo  dificrenziale  Or  questa  superficie 

essendo  infinitamente  piccola  in  tutti  i sensi , può  stimarsi 
piana  e sita  nel  piano  tangente  alla  superficie  nel  punto  proiet- 
tato in  M;  quindi,  per  una  proposizione  conosciuta  (a),  starà  alla 
sua  proiezione  dx-dij , nel  rapporto  dell’  unità  al  coseno  del- 
r angolo  che  il  piano  tangente  forma  con  quello  delle  xt/  , 
ossia  nel  rapporto  di  1/ 1 -j- -j-  jr*.  ad  1,  Dunque  avremo 

^ dxdtj  = dxdiy  l/l  -r  , 

e sarà  questa  l’espressinne  dell’  elemento  di  superficie  , pro- 
iettato nel  rettangolo  differenziale  dxdi/  ; espressione  che  ri- 
dotta in  X e y mediante  l’ equazione  della  superficie , pareg- 
gia<come  si  vede  uno  dei  tre  differenziali  parziali  di  second’ or- 
dine dell’  ignota  funzione  di  x e y,  cne  darebbe  il  valore 
della  superficie  proiettata  in  MM.RN  .M.  Spetta  poi  al  cc/co/o 
integrale  il  desumere  da  essa  espressione  questo  valore , non 
che  quello  della  superficie  proiettata  in  tutta  la  figura  URL, 

366.  Supposto  ora  che  per  la  curva  HKL  passi  una  su- 
perficie cilindrica  di  lati  paralleli  alf  asse  delle  z , cerchia- 
mo il  differenziale  del  solido  contenuto  da  questa  superficie, 
dalla  figura  piana  URL , e dalla  parte  di  superficie  curva 
dianzi  considerata  e proiettata  \n  questa  figura. 

(il)  Leroy  . AnolUi  a Ire  dimaisioni , u."  70. 

37 
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Detta  V r ignota  funzione  ài  x e y che  esprime  la  parte 
del  mentovato  solido  , proiettala  in  MM,RN,M , si  proverà 

come  pocanzi  che  ^^dxdy  vien  rappresentalo  dal  solido 

elementare  proiettato  nel  rettangolo  differenziale  MmNn , e 
che  rassomiglia  a quello  che  nella  Jig.  12  ha  per  base  il 
rettangolo  mix'nii"  , per  faccia  curva  opposta  il  quadrilatero 
WM'KjI"  , e per  facce  piane  laterali  quattro  trapezi  inislili- 
nei , che  la  citala  figura  mostra  chiaramente.  Per  servirci 
di  questa  figura  in  vece  dell’  altra  nel  poco  che  ci  resta  a 
dire  , basta  supporre  che  ed  dinotino  dx  c dy  ia 
luogo  di  Ax  e Ay.  Segue  però  da  questa  ipotesi  che  la  fac- 
cia MM'NM"  può  stimarsi  piana  ( n.  3i>3  ),  e la  misura  del  so- 
lido in  quisdone  può  quindi  trarsi  rigorosamente  da  un  teo- 
rema di  geometria  (a) , combinalo  col  principio  del  metodo 
infinitesimale.  Infatti , essendo 


ix'W=z-\-pdx , , n^=z-\-pdx-\-ydy, 

i tronchi  di  prismi  triangolari  aventi  per  basi  , mn"n 

verranno  espressi  rispettivameute  da 

^dxdy.^3z^2pdx-\-ydy) , ìdxdy.^{3z-\^pdx-\-2ydy); 
onde  , trascurando  gl’  infinitesimi  rispetto  alle  quantità  finite, 
la  loro  somma  non  sarà  piò  che  zdxdy , ed  avremo 


dxdy  — zdxdy . 


È dunque  zdxdy  uno  dei  tre  differenziali  parziali  di  second’ or- 
dine della  funzione  V , la  quale  darebbe  il  valor  finito  dei 
solido  avente  per  base  la  figura  mislilinea  MM,RN,M  [Jiy.  39) 
e di  cui  la  faccia  opposta  sarebbe  curva , c delle  facce  laterali 
due  sarebbero  piane  ed  una  cilindrica.  Il  dippiù  è di  compe- 
tenza del  calcolo  integrale. 

*367.  Supponiamo  adesso  che  la  superficie  sia  riferita  a 
coordinate  polari,  c dinotino  r il  raggio  vettore  OiM  {.fiy.  60), 
6 r angolo  MOZ  che  fa  con  una  retta  fissa  OZ  , ed  oj  l’ an- 
golo che  il  piano  del  dello  angolo  forma  col  piano  fisso 

IZOX  , indicando  OSI'  la  proiezione  di  OM  sul  piano  XO\ 
perpendicolare  ad  OZ. 


(n)  Lcgcndrc  , Ceoiiiclria  lib.  VI , prop.  22. 
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Sia  HKL  una  linea  data  sulla  superficie,  ed  AG  sia  la 
sezione  prodotta  in  questa  superficie  da  un  piano  fisso  e per- 
pendicolare ad  OZ  ; un’  altra  sezione  consimile  MP  s’ intenda 
passare  per  M , e sia  da  ultimo  MQ  la  sezione  prodottavi  dal 
piano  MOZ.  E chiaro  che  riguardando  r come  funzione  co- 
gnita di  6 ed  ffl  in  virtù  dell’ equazione  alla  superficie,  l’arca 
di  micsta  superficie , compresa  nel  quadrilatero  curvilineo 
APMQ,  e il  solido  in  forma  di  cono,  avente  per  h.ase  que- 
st’area e per  vertice  il  polo,  saranno  duo  funzioni  incognite 
di  6 c 05 , che  dinoteremo  con  V e V. 

Supponiamo  accresciuto  l’angolo  ZOM  = 0 dell’angolo  in- 
finitesimo M0//j  = r/6,  e l’angolo  XOM'  = os  dell’angolo  pa- 
rimente infinitesimo  M'0n'=f/o' ; c siciio  finalmente c 
7«N  le  sezioni  prodotte  nella  superficie  dal  piano  menato  per 
m perpendicolare  ad  OZ  , e dal  piano  ZOn.  Si  proverà  come 
nel  n,*  36a  che  l’elemento  di  superficie  MmN«,  e la  pira- 
mide 0-Mz«N«  rappresentino  i differenziali  parziali  di  se- 
d'U  d'F 

cond’  ordine  dMon  , e r/Orfse.  Ma  d’ altra  parto,  sup- 
ponendo descritta  una  superficie  sferica  di  centro  0 e di  rag- 
gio OM  , la  piramide  avente  le  stesse  facce  laterali  della  te- 
ste mentovata  , e per  base  l’elemento  di  superficie  sferica  in- 
tercetto ad  esse , può  stimarsi  equivalente  alla  prima , per- 
chè le  medesime  soii  due  infinitesimi  di  second’ ordine , come 
le  basi , e la  loro  differenza , rappresentata  da  un  solido  in- 
finitamente piccolo  in  lutti  i sensi , è un  infinitesimo  di  terzo 
ordine;  dunque  basterà  trovare  1’ espressioni  di  questo  ele- 
mento di  superficie  sferica  , e della  piramide  che  ha  per  base 
il  medesimo  elemento. 

A tal  fine,  per  non  cangiar  figura,  possiamo  supporre  che 
M/«N«  rappresenti  l’ elemento  sferico;  e in  tale  ipotesi  essendo 


Mwj  = rdfy , ed  Mw  = M'n'  = OM'  ,doì  = r scn  6 , </<» , 

il  detto  elemento  , che  può  stimarsi  piano  e di  figura  rettan- 
golare , sarà  espresso  da  r*  sen  6 . d^dx  ; e la  piramide  avente 
per  base  l’ elemento  stesso , e per  vertice  il  polo , verrà  e- 
spressa  da  scn  0 . e/0fifc5  ; talché  in  conclusione  avremo 

</0ffe  = r’  scn  0 . </0i/(i5 , c^dna  = -jr’  scn  0 . d^dx  : 
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forinole  che  mediante  l’ equazione  della  superficie  possono  ri- 
dursi a contenere  le  sole  variabili  indipendenti  6 e ®,  per 

Scindi  applicarvi  i procedimenti  del  metodo  integrale,  a fine 
i cavarne  le  funzioni  lì  c F. 


CAPITOLO  XXX. 

Generazione  (Ielle  principali  classi  o famiglie  di  superficie 

euì've,  e loro  eepiazioni  finite , e a derivate  parziali. 

368.  Le  superficie  curve  più  adoperate  nelle  arti  sono  le 
cilindriche,  le  coniche,  e quelle  di  rotazione;  alle  quali  pos- 
siamo aggiungere  le  superficie  dei  conoidi  retti. 

Le  superficie  cilindriche  o le  coniche  possono  intendersi 
generate  dal  movimento  di  una  retta  indefinita  , che  tenen- 
dosi sempre  parallela  ad  una  retta  data,  o passando  per  un 
punto  dato  , incontra  o , come  si  suol  dire  , appoggiasi  di 
continuo  ad  una  data  curva.  Anche  le  superficie  conoidali 
possono  intendersi  generate  dal  moto  di  una  retta  indefini- 
ta , ma  conviene  che  questa  sia  parallela  ad  un  piano  fisso 
0 direttore , cd  incontri  sempre  una  retta  data  ed  una  data 
curva  ; c la  superficie  prende  il  nome  di  conoide  retto  quando 
la  retta  data  c perpendicolare  al  piano  direttore,  o che  torna 
lo  stesso  , quando  la  generatrice  si  tiene  perpendicolare  alla 
rotta  data  , la  quale  in  tal  caso  può  riguardarsi  come  asse 
della  superficie.  In  fine  le  superficie  ai  rotazione , che  si 
chiamano  cosi  perchè  ordinariamente  si  concepiscono  gene- 
rate dalla  rotazione  di  una  linea  qualunque  intorno  ad  una 
retta  fissa,  possono  ancora  (e  noi  ci  atterremo  in  preferenza 
a quest’  altra  maniera  ) intendersi  nate  dal  movimento  di  una 
circonferenza  di  cerchio , la  quale  incontrando  sempre  la 
detta  linea  , percorre  col  centro  la  retta  fissa  che  chiamasi 
asse  della  superfìcie  , e si  tiene  col  suo  piano  perpendicolare 
alla  stessa  retta.  E dunque  chiaro , che  in  ciascuna  di  tali 
superficie  avvi  una  retta  o pure  una  circonferenza  di  cerchio 
in  movimento,  ed  una  linea  per  lo  più  curva  che  serve  come 
di  guida  a questo  movimento.  Con  ragiono  dunque  la  retta 
o la  circonferenza  mobile  dicesi  generatrice,  e la  curva  fissa 
chiamasi  direttrice. 
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369.  Ciò  posto  rappresentiamo  sempre  la  direttrice  col- 
r equazioni 

/(ar,y,2)  = 0 , /’(ar,y,  z)  = 0 , (D) 

e siano  in  primo  luogo 

X =s  az a- , cà  y=ibz ^ , (G) 

r equazioni  della  generatrice  di  una  superGcie  cilindrica.  Sa- 
ranno a Q b quantità  date  o costanti , ma  » e /3  varieranno 
da  una  ad  un  altra  generatrice.  Ora  considerando  x,y,z 
quali  coordinate  del  punto  dove  s’ incontrano  la  generatrice 
e la  direttrice  , ciascuna  di  esse  avrà  un  medesimo  valore 

F»er  r una  e per  l’altra  di  queste  linee;  quindi  eliminandole 
ra  lo  quattro  equazioni  (D)  e (G)  delle  stesse  lince,  la  risul- 
tante equazione , cui  possiam  dare  la  forma 

/3  = <?(«),  (C) 

esprimerà  la  condizione  che  la  generatrice  incontri  effettiva- 
mente la  direttrice  ; lalchò  scrivendo  l’ equazioni  della  ge- 
neratrice sotto  la  forma 

x = az-^  a.  ,y  = bz  + C({*),  (g) 

per  ciascun  valore  di  » si  avrebbe  una  retta  che  adempie 
a tutte  due  le  condizioni  volute  dalla  generazione  della  su- 
perficie : di  serbarsi  cioè  la  generatrice  sempre  parallela  ad 
una  retta  fissa  ( quella  per  esempio  espressa  dall’  equazioni 
x = az,y  = bz),  e d’incontrar  sempre  la  direttrice.  Per 
la  qual  cosa,  eliminando  fra  l’ equazioni  (g)  la  indeterminata 
a che  varia  colle  singole  posizioni  della  generatrice , il  ri- 
sultamento  espresso  da 

y—  bz  = (i}{x  — az)  (1) 

esprimerà  una  relazione  tra  le  coordinate  di  lutti  i punti  di 
tulle  le  generatrici  ; c sarà  in  conseguenza  l’equazione  della 
superficie  cilindrica. 

Un  simile  ragionamento , applicalo  alle  superficie  coniche 
aventi  per  coordinate  del  vertice  a , b ,c  , e quindi  per  equa- 
zioni della  retta  generatrice 

x — a = *{z  — c),y  — b = l3iz  — e), 
dà  por  cijuazione  di  tali  superficie 
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applicalo  alle  superficie  di  rotazione , riferite  per  semplicità 
alrassc  delle  superficie  come  asse  delle  z,  (a),  e con  ciò 
aventi  por  equazioni  della  circonferenza  generatrice 

s = /3  , y’  = *, 
dà  per  tali  superficie  l’ equazione 

= = + (3) 

ed  applicato  finalmente  al  conoide  retto  , riferito  pure  al  suo 
asse  come  asse  delle  s , (b) , c perciò  generalo  da  una  retta 
espressa  dall’ equazioni 

z = P ,y  = a.x, 
dà  por  equazione  del  conoide 

= = ?(!).  (4). 


(a)  Quando  non  si  può  disporre  dell’  asse  delle  s , l’ equazioni  del- 
r asse  della  superficie  possono  essere 

x—mz-^a  , y = nz-i-i 

ed  il  piano  della  circonferenza  generalrice  dovendo  essere  perpendico- 
lare a quest’ultimo  asse,  avrà  la  sua  equazione  della  forma 

mx  -f-  -H  s = jS  , 

dove  |3  indica  una  quantità  che  varia  col  sito  del  piano.  Ma  per  esprimere 
analiticamente  che  il  centro  della  generatrice  è sempre  nell’  asse  della 
superficie,  conviene  riguardar  la  generatrice  come  nata  dalla  intersecazione 
del  detto  piano  con  una  superficie  sferica  , che  abbia  il  centro  in  qual- 
che punto  del  medesimo  asse , e per  non  introdurre  nuovi  simboli  ad 
individuarlo  si  può  scegliere  il  punto  ( a , ^ , 0 ) dove  1’  asse  incontra 
il  piano  delle  xu.  Allora , chiamando  a il  quadrato  del  raggio  variabile 
di  questa  superficie  sferica  , si  hanno  per  equazioni  della  generatrice 

mx  + nif  -i-  z = ^ , (x  — 

c però  r equazione  ^ = <;>  (»)  che  si  desume  dalla  eliminazione  di  x,y,z 
tra  quest’ equazioni  e quelle  della  direttrice,  dà  subito  per  equazione 
generale  delle  superficie  di  rotazione  : 

wx  -H  n^  -t-  a = y [ ( ar  — a )*  -+•  y — à )*  -I-  a*  ]. 

(b)  Qualora  il  conoide  non  fosse  retto,  converrebbe  prendere  per  asse 
delle  a la  perpendicolare  abbassata  sul  piano  direttore  da  un  punto  qua- 
lunque della  retta  data  , preso  per  origine.  Allora  l’ equazioni  di  que- 
sta ix‘tta  s.ircbbero  semplicemente  x = az  ,y  = 6z,  c quelle  della  retta 
generatrice  avrebbero  da  principio  la  torma  z = p,^  — m + v’,  ma 
poscia  , eliminando  x ,y  , z fra  queste  quattro  equazioni , per  esprimere 
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370.  In  queste  equazioni  ^nerali  delle  quattro  considerate 
famiglie  di  superfìcie , la  forma  della  funzione  9 dipende 
in  ciascun  caso  dall’ equazioni  della  direttrice,  e quindi  varia 
con  esse , non  mai  però  lasciando  di  essere  funzione 

di  a;  — az  , o di  - — - , o di  a:*  + v*  > 0 di  - , 

secondo  che  trattasi  di  superficie  cilindrica  o conica,  di  ro- 
tazione o di  conoide  retto.  Nondimeno  importa  osservare  che 
l’equazione  della  superfìcie  può  sempre  trovarsi  con  queste 
due  sole  e medesime  regole  : cioè 

1 .*  eliminando  le  coordinate  x , y , z fra  t equaziom 
della  generatrice  e quelle  della  direttrice , affin  di  avere 
una  equazione  di  condizione  tra  le  quantità  a c |3 , che  va- 
riano oa  una  generatrice  ad  un’  altra  ; 

2.*  eliminando  da  questa  equazione  di  condizione  le 
medesime  quantità  variabili  «■  e mediante  i valori  che 
ne  danno  V equazioni  della  generatrice. 

Colla  prima  regola  , riguardandosi  ciascuna  delle  coordi- 
nate X ,y  ,z  come  avente  lo  stesso  valore  per  la  direttrice  e 
per  la  generatrice , il  risultato  della  loro  eliminazione  espri- 
me la  condizione  che  dee  aver  luogo  tra  » e /3 , perchè  que- 
ste linee  s’incontrino.  Colla  seconda  regola  si  fanno  ricom- 
parire le  coordinate  x , y , z non  dei  soli  punti  d’  incon- 
tro , ma  di  tutti  i punti  esistenti  in  tutte  le  generatrici  che 
adempiono  la  ritrovata  condizione;  e però  si  ottiene  l’equa- 
zione della  superficie  costituita  dal  sistema  di  tutte  queste 
generatrici. 

*371.  Le  superficie  coniche  0 cilindriche  da  una  parte, 
c le  superficie  conoidali  da  un’  altra , non  sono  che  casi  par- 
ticolari delle  superficie  , che  vengono  generate  da  una  retta 


che  le  due  rellc  s’ inconU'ano  , si  avrebbe  1’  equazione  Iji  = a», 3 -f-  y 
che  dà  y =s  6^  — , e cosi  l’ equazioni  della  generatrice  sarebbero 

z = ^,y  — 6^  = »(x  — a^). 

Ora  Tequazione  ^ = (p(»),  che  si  desume  dall'eliminazione  di  x.u.z 
tra  quest’  equazioni  e quelle  della  direttrice  curvilinea  , dà  torta  [ud- 
equazione  generale  dello  superlìcic  conoidali  : 
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la  quale  si  move  con  legge  determinaia , c che  per  ciò  si 
addimandano  superbie  rigate.  É chiaro  che  per  essere  de- 
terminata la  legge  del  movimento , convien  supporre  che 
nell’ equazioni  della  retta  generatrice  non  vi  abbia  che  un 
solo  parametro  variabile  , cioè  a dire  che  l’ equazioni  di  essa 
abbiano  la  forma 

= ^.(x)  , z = 4.(*).ar-f  x(«),  (1) 

dinotando  9 (x) , 4-  (*) , c x (*)  funzioni  arbitrarie  del  para- 
metro X , c tra  loro  indipendenti,  (a) 

Le  due  generatrici  infinitamente  vicine , per  le  quali  il 
parametro  variabile  prende  i valori  x cd  x -|-  ofx , in  gene- 
rale non  s’ incontrano  , perchè  non  esistono  in  un  medesimo 
piano:  ciò  dunque  importa,  che  nello  spazio  non  vi  ha  in- 
viluppo delle  rette  generatrici;  infatti  1’ equazioni  dell’ invi- 
luppo , se  questo  vi  fosse  , risulterebbero  dalla  eliminazione 
di  X tra  r equazioni  (1)  e le  loro  derivate  rispetto  ad  x , 
che  sono 

3:4- 9'(*)=0,a:4-'(*)  + x'(*)  = 0;  _ (2) 

or  perchè  queste  derivate  possano  coesistere  bisogna  che 
si  abbia 

f'(»)4'(*)  = x'(*).  (C) 

il  che  costituisce  una  equazione  di  condiziono,  la  quale  non 
lascia  arbitrarie  se  non  due  sole  delle  funzioni  , 4 > ® X- 
Quando  l’ equazione  (G)  non  è soddisfatta , la  superficie  ri- 
gala dicosi  storia , e da  taluni  anche  gobba  ; quando  poi  è 
soddisfatta  , la  superficie  dicesi  sviluppabile  , perchè  allora 
essendo  come  formata  da  infinite  faccette  piane  ed  angolari, 
queste  si  possono  ridurre  a giacere  in  un  medesimo  piano 
senza  disgiungersi  0 ripiegarsi  le  uno  sullo  altre:  in  amenduc 
i casi  poi  eliminando  « tra  l’ equazioni  (1) , si  ottiene  io  x ,y , 
e z l’equazione  finita  della  superficie  storta  0 sviluppabile. 

'•‘372.  Un  caso  in  cui  si  vede  a priori  che  l’equazione  (C) 
debb’  essere  soddisfatta,  è quando  la  retta  generatrice  si  dee 
muovere  in  guisa  da  toccar  sempre  una  curva  storia  ; e un 


(a)  Queste  tre  funzioni  arbitrarie  equivalgono  a supporre  che  la  ge- 
neratrice si  appoggi  nel  suo  movimento  a tre  lince  qualunque  , date 
nello  spazio  ; ed  è questa  la  supposizione  che  si  fa  in  geometria  de- 
scrittiva per  trattare  delle  siij>rriicio  rigate  colla  maggiore  gcucialità. 
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altro  simil  caso  ha  luogo  quando  le  posizioni  successive  della 
generatrice  sono  le  successive  intersecazioni  di  un  piano  che 
si  move  con  una  legge  determinata  , perche  allora  su  ciascun 
piano  trovansi  a un  tempo  le  intersecazioni  di  esso  col  piano 
che  immediatamente  lo  precede , c col  piano  che  immediata- 
mente lo  segue.  Ma  quest’altro  caso  appartiene  ancora  al  gene- 
re delle  superficie  dette  inviluppi,  di  cui  andiamo  a parlare. 

*373.  Consideriamo  la  serie  infinita  delle  superficie,  che 
vengono  somministrate  dall’  equazione 

F{x  ,y  ,z,a)  = 0 (A) 

facendo  variare  continuamente  il  parametro  a , il  quale  è 
costante  in  ciascuna  di  esse.  Queste  superficie  in  generale 
s’ intersegano , e considerando  le  due  che  corrispondono  all’e- 
quazioni 

F{x,y,z,a)  = Q,F{x,y,z,a  + Ha)  — Q, 
la  loro  intersecazione  col  decrescimento  continuo  c indefinito 
di  Aa  va  cangiando  sito  sulla  prima  di  esse , cd  avvicinasi 
di  più  in  più  alla  linea  rappresentata  dal  sistema  deirequazioni 

/’( a? , y , 3 , o ) = 0 , F(  a* , 7/  , 3 , « -f  r/«  ) = 0 , 
o che  torna  lo  stesso 


(A) 


F{x,y , 


,«)=o,  |:=o. 


(AO 


Or  questa  linea  è stata  da  Mouge  chiamata  caralteristica , 
e siccome  le  sue  equazioni  contengono  il  parametro  a , ne 
segue  che  essa  è diversa  ( almeno  in  quanto  alla  posizione  ) 
nelle  divèrse  superficie  , di  numero  infinite , espresse  dall’  e- 
quazione  (A).  Se  dunque  si  elimini  o tra  1’  equazioni  (A)  ed 
(A') , il  risultato  che  indicheremo  con  ( a:  , y , s ) = 0 espri- 
merà il  luogo  di  tutte  le  caratteristiche  , c sarà  la  superficie 
che  dicesi  inviluppo  di  quelle  espressò  dall’  equazione  (A) , 
lo  quTili  per  contrario  si  dicono  inviluppale. 

*374.  h facile  dimostrare  che  in  tutti  i punti  situati  in 
una  medesima  caratteristica  , l’ inviluppo  dee  avere  Io  stesso 
piano  tangente , cioè  toccare  la  inviluppata  a cui  tal  ca- 
ratteristica corrisponde.  Infatti  , l’ equazione  del  piano  tan- 
gente a quest’ ultima  superficie  nel  punto  {x,y,z)  è 


dF , , 


38 
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e d’allra  parte,  potendosi  trovar  l’ equazione  $=0  con  sur- 
rogare in  (A)  l’espressione  di  a in  x,.y,z  tratta  dall’equa- 
zione (A') , r equazione  del  piano  tangente  alla  superGcie  in- 
dicata da  $ = 0 può  essere  scritta  sotto  la  forma 


+ S^)(^-v) 


or  ben  si  vede  che  questa  equazione  si  riduce  alla  prece- 
dente in  virtù  dell’equazione  (A'). 

*378.  Due  caratteristiche  successive  trovandosi  in  una  me- 
desima superficie  inviluppata  ( per  esempio  nella  seconda , so 
son  quelle  che  nascono  dalla  intersecazione  della  prima  in- 
viluppata colla  seconda,  e della  seconda  colla  terza),  ne  viene 
iii  conseguenza  che  debbono  generalmente  incontrarsi.  Inol- 
tre , si  vede  facilmente  che  pel  punto  d’ incontro  dee  veriiì- 
. , d*F 

carsi  r equazione  = 0 , perché  a desumere  una  caratte- 
ristica da  quella  che  immediatamente  la  precede , bisogna 
nell’equazione  di  quest’ullima  aumentar  nuovamente  a di  da. 
Dunque  eliminando  a fra  le  tre  equazioni 


F 


> 


si  avrà  il  luogo  geometrico  delle  intersecazioni  successivo 
dello  caratteristiche  : curva  che  si  chiama  spigolo  di  regresso 
della  superficie. 

*376.  Le  cosi  dette  superfìcie  a canale  sono  una  specie 
notabile  d’ inviluppi , generati  dalle  successive  intersecazioni 
di  una  sfera  di  dato  raggio  r , la  quale  percorre  col  suo 
centro  una  curva  data.  Chiamando  a , b ,c  lo  coordinate  va- 
riabili di  questa  curva,  c supponendo  che  abbia  per  equazioni 

à = 9 (a)  , e = >|.  (a) , (D) 

l’equazione  della  sfera  verrà  espressa  da 

(a:  — a)‘ -j-(y  — 9a)‘ -f  (z  — 4^)*  = r’ , (A) 

e la  sua  derivata  rispetto  al  parametro  n,  variabile  da  una 
sfera  ad  un’  altra  , sarà 

X — o + ( ,y  — ) 9'«  -j-  ( z — 4.0  ) 4-'o  = 0.  (A') 
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Or  questa  sola  equazione  indicando  un  piano  che  passa  per 
il  punto  ( a , , 4-0  )>  nc  Tiene  in  conseguenza  die  la  ca- 

ratteristica è sempre  un  cerchio  massimo  della  sfera.  Dalla 
forma  di  questa  equazione  si  vede  ancora,  che  il  piano  di  un 
tal  cerchio  è normale  ( «.  333  ) alla  curva  percorsa  dal  cen- 
tro ed  espressa  dall’  equazioni  (D) , la  quale  per  ciò  si  può 
avere  come  asse  della  superficie  in  discorso  , la  cui  cqua- 
EÌone  si  avrebbe  con  la  eliminazione  di  a tra  (A)  ed  (A'),  (a) 

377.  Passando  ora  a considerazioni  di  un  altra  natura  , 
osseniamo  che  in  una  superficie  , del  pari  che  in  una  cur- 
va , possono  esservi  proprietà  che  dipendono  ed  altre  che  non 
dipendono  dai  valori  particolari  di  uno  o più  dei  suoi  pa- 
rametri ; e a discoprire  analiticamente  quest’  ultime  , ognun 
vede  che  basta  eliminare  tai  parametri  fra  l’ equazione  pri- 
mitiva e r equazioni  dificrenziali  della  curva  o della  superficie. 

In  modo  analogo  ma  più  generale , iii  ogni  famiglia  di 
superficie  curve  , per  esempio  in  quella  delle  superficie  ci- 
lindriche, espressa  (n.  369)  dall’equazione 

y — bx  = <!f(z  — ax), 

possono  esservi  proprietà  che  dipendono  od  altre  che  non  di- 
pendono dalla  forma  della  funzione  ^ ; ma  queste  non  si  po- 
trebbero ottenere  dall’  equazione  primitiva  della  superficie  , 
combinata  collo  sue  equazioni  differenziali  ordinarie  o totali, 
e la  loro  ricerca  dipende  da  un  principio  di  analisi  a rieri- 
vaie  parziali,  che  andiamo  a stabilire  qui  appresso. 

378.  Scriviamo  di  nuovo  l’equazione 

i3  = ‘?(*) 

adoperata  nel  citato  n."  , supponendo  però  in  questo  luogo 
che  a e /3  dinotino  due  qualunque  espressioni  date  in  x ,y , 


(a)  Supponendo  <p  (o)  = 0 , e ^(a)  = ha — kc^ , l'equazioni  (D)  pos- 
sono esprimere  ( n.  290  , o nota  ) la  parabola  descritta  nel  vuoto  da  un 
punto  materiale  animato  dalla  gravità , e spinto  dalla  origine  in  dire- 
zione diversa  dalla  verticale  ; l’ equazioni  poi  (A)  ed  (A')  divengono 
(*— — ha àa*  )*  = »•■, 

X — a + {z  — Aa  -+-  àa*  ) ( 4 — 2ka  ) = 0. 

Dunque  eliminando  a tra  queste,  si  avrebbe  l' equazione  della  superCcie 
che  inviluppa  in  tutte  le  sue  posizioni  una  sfera  di  raggio  r , il  cui 
centro  percorre  quella  parabola. 
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e z,  e che  coiitimii  a indicare  una  funzione  non  assegnata, 
ma  , come  suol  dirsi , arbitraria  della  prima  espressione. 
Prese  al  solito  a:  ed  j/  per  variabili  indipendenti , le  derivale 
parziali  di  detta  equazione  rispetto  a ar , e rispetto  ad  y,  sono 

s + w-(s;+E^)' 

d^  / d*.  d»  \ 

quindi  colla  divisione  di  una  per  l’ altra  si  ottiene 

ovvero , efrclluando  le  moltiplicazioni  e riducendo 

(d*  d^  dx  d^\  /dx  d^  dx  d^\  /dx  d^  dx  d^\ 

dj  dz  dz  dy/ ^ \dz  dx  dxdz)^  \dx  dy  dy  dx)' 


Or  questo  risultalo  essendo  indipendente  dalla  funzione  9 , 
ci  mostra  die  o(fni  equazione  Ira  le  variabili  x , y , z , e<jf 
una  funzione  indeterminata  di  una  determinata  espressio- 
ne delle  stesse  variabili , conduce  ad  uri  altra  equazione 
indipendente  da  quella  funzione , c in  veee  dipendente 
dalle  derivate  parziali  della  variabile  che  si  considera 
come  funzione  deli  altre  due. 

379.  Ecco  ora  varie  applicazioni  di  questo  principio  : 

1."  nelle  superficie  cilindriche  essendo  * = a:  — az  , 
e jS  = y — bz  , si  hanno 


S=‘>*  = ®’S=-'‘-5i=“- 5=  *’*  = -*■ 

quindi  sostituendo  nell’  equazione  precedente , viene 

ap  bq  = l : (1) 

risultato  che  esprime,  e che  polevasi  dedurre  dal  riflettere 
che  il  piano  tangente  della  superfìcie  dee  contenere  (n.  353) 
la  generatrice  menala  pel  contatto  , e con  ciò  esser  parallelo 
alla  retta  espressa  dall’  equazioni  x'  = az' , y'  = bz', 

2.”  Nelle  superficie  coniche  abbiamo 

^ 3-  — a ^ y — h 
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quindi  nc  risultano 

__  t d* ^ rf»  ^ 

dx  z — c'dy  (a  — c)*  ’ 

c similrnente 


^ y — ^ 

ete  ’rfy  a — c ^ dz~  ( s _ e )•  ’ 

per  Io  che,  sostituendo  questi  valori  nell’ equazione  a deri- 
vate parziali  di  sopra  trovata , e riducendo , avremo 


{x  — a)p  + {y  — b)q  = z — c:  (2) 

equazione  peraltro  che  è una  conseguenza  immediata  della 
condizione  , che  tutti  i piani  tangenti  di  una  superficie  co- 
nica debbono  passare  pel  vertice  di  essa. 

3."  Per  le^  superficie  di  rotazione  abbiamo  semplicemen- 
te a.  = x'  y'  , e /3  = 2.  Quindi  ne  risultano 


d» 


dx 


dx 


~ = 2x  — — 2»/  — n ft  -, 

dx  ’ dy  ^ dz  ’ dx  ’ rf»  ~ ® ~ ^ » 


d^ 


d^ 


e la  sostituzione  di  questi  valori  nella  solila  equazione  ci  dà 
subito  r altra 


yp  — xq,  (3) 

la  quale  esprime  la  proprietà , altronde  facile  a dimostrarsi 
direttamente,  che  il  piano  tangente  è perpendicolare  al  piano 
che  passa  per  1 asse  della  superficie  ed  il  punto  del  contatto 
e che  però  viene  indicato  dall’  equazione  xy'  = yx' . 

4."  Nelle  superficie  dei  conoidi  retti  abbiamo  , ^=z, 
dal  che  risultano  * 


d*  y d» 

dx  X*  ’ dy 


1 d* 

X ’ ^ 


e la  sostituzione  di  questi  valori  produce  l’equazione 


1 , 


^/»  + y7  = 0:  (4) 

la  quale  si  poteva  pur  desumere  dalla  circostanza  che  il  pja- 
no  tangente  deve  contenere  la  generatrice  menala  pel  punto 
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{x  ,y  ,z)  f c die  questa  essendo  parallela  al  piano  delle  xy 
cd  incontrando  l’ asse  delle  z , ba  per  equazioni 

z'  — z , ed  xy'  = yx\  (a) 

*380.  Si  vede  facilmente  che  se  una  proposta  equazione 
in  X ,y , e z contenesse  due  o piìt  funzioni  arbitrarie  di 
espressioni  date  delle  stesse  x ,y  ,z  , bisognerebbe  adope- 
rare le  derivate  parziali  anche  di  ordine  superiore , per  così 
avere  quel  numero  di  equazioni  che  fa  mestieri  per  la  eli- 
minazione di  tali  funzioni. 

Di  più , le  funzioni  arbitrarie  che  si  vogliono  climinaré 
potrebbero  trovarsi  in  due  o più  equazioni  proposte  ; e l’eli- 
minazione si  effettua  sempre  coll’uso  delle  aeri  vale  parziali. 
Sieno  per  esempio  l’ equazioni 

• y = wr  -f  (*)  , z = 3:4.  (*)  -f  X (*) , (A) 

scritte  già  nel  n.“  371,  e donde  per  ^e  singole  forme  dello 
funzioni  i^> , 4. , X si  avrebbe  una  particolare  superfìcie  rigata. 

Riguardando  x c z come  funzioni  di  ar  e y , le  derivate 
parziali  della  prima  di  quell’ equazioni  rispetto  a queste  va- 
riabili danno 

= — »,  ^(ar-f  = 1 ; (1) 


(a)  L’  equazioni  (S)  e (4)  conducono  alla  soluzione  di  un  problema 
analogo  a quelli  indicati  sul  finir  dei  n.‘  358  e 359  , determinando  una 
superficie  tangente  o , come  anche  suol  dirsi,  circoscritta  ad  una  supera 
ficie  data  F=0,  e che  inoilre  sia  di  rotazione  o pure  conoidale  in- 
torno all’  asse  delle  z.  Nell’  uno  c nell’  altro  caso  , il  piano  tangente  in 
ciascun  punto  della  linea  di  contatto  dovendo  esser  lo  stesso  per  la  su- 
perficie data  e per  la  richiesta  , i valori  di  p e g desunti  dalle  derivate 
parziali  d^lla  prima  superficie  , dovranno  soddisfare  I'  equazione  (3)  o 
(4).  Però  la  linea  del  contatto  resterà  determinata  dall'  equazioni 


o pure  dall’ equazioni 


(IF 


dF 


F=s0  ,x—-hy  — = 0-, 
dx  dy 


c presi  tai  sistemi  di  equazioni  per  esprimere  le  direttrici , e per  le  ge- 
neratrici prese  quelle  che  nel  ii.°  369  si  notarono  per  le  superficie  di 
rotazione  o di  conoide  retto , si  avranno  1’  equazioni  delle  superficie  ri- 
chieste colle  regolo  del  n.®  370. 


Digilized  by  Google 


DI  CALCOLO  DIFFERtNZIALE. 

le  analoghe  poi  della  seconda  sono 

4-{*) , 

Dunque  colia  divisione  vicendevole  se  ne  desume 
d*  d»  P~“  ^ (») 

dx  ' q ’ 

laiche  la  famiglia  delle  superficie  rigate  si  potrebbe  anche 
esprimere  col  sistema  dell’  equazioni 

y = ocar  + 9((x)  (A') 

che  presentano  soltanto  due  funzioni  arbitrarie. 

Di  nuovo , supponendo , come  per  brevità  si  suole , 
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(2) 


(3) 


£*__  d^z 
dj^  ^ ' dxdy 


d^z  ^ 


la  seconda  dell’  equazioni  (A')  dà  per  sue  derivate  parziali  ri- 
spetto ad  a;  e rispetto  ad  y , 

4,'»  — y ) = r-f  M , — y )=- s -f  */ , 

onde  per  la  prima  dell’ equazioni  (3)  sarà 

— « = LlLfl  ossia  «*/  -f  2as  r = 0 ; (4) 

« -h  »i  ' ' ' 

c così  la  famiglia  stessa  delle  superficie  rigate  può  anche  di- 
notarsi col  sistema  dell’ equazioni 

y = «ar  -f-  (»),»*/  -}-  2m  -f  r = 0 , (A") 

dove  più  non  si  ravvisa  che  una  sola  caratteristica  di  fun- 
zioni arbitrarie. 

Finalmente , ponendo  ancora  per  brevità 

fz 

dx^ 


> U 


d^z  d^z  d^z 

’ dj^dy  ’ dxdy*  ’ dy^  ^ ’ 


le  derivale  parziali  rispetto  ad  a:  e rispetto  ad  y dell’  equa- 
zione (4)  danno 


. d» 


+ = — + « ) , 
2^(s-f-*/)s=  — '(x’o  + 2»w  tu)  -, 
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e di  nuovo  per  la  prima  dell’  equazioni  (3), 

“■  * ==  »*0+3a  w4-3*f«+«=0:  (S) 

di  che  segue  che  se  si  eliminasse  « tra  l’equazioni  (4)  e (S), 
avrebbesi  una  equazione  a derivate  parziali  di  terzo  ordine, 
libera  aflatto  da  funzioni  arbitrarie,  ed  appartenente  con  ciò 
a tutte  le  superficie  rigate. 

’"381.  Supponiamo  ora  che  le  rette  indicate  dall’ equazio- 
ni (1)  s’ incontrino  successivamente , o vero  che  l’ equazione 
di  condizione 

9'(*).4'(»)  = X'(*)  _ (C) 

trovata  nel  n.”  371  , sia  soddisfatta.  Allora  l’ equazioni  (2) 
con  la  sostituzione  del  valore  (a)  dato  da  (C) , divengono 

(*)•  > W-^(®+9'»)=7  i 

da  queste  poi , in  virtù  dell’  equazioni  (1)  si  desume 

/>  = 4-(»)  — =4'(*) , y = 4-'(*), 

c quindi  l’ equazione  p = TL  (y), 

dove  n è anche  simbolo  di  una  funzione  arbitraria  come 
9 , -4- , X-  sparire  basta  prendere  di  tale  equazione 

le  due  derivate  parziali,  una  rispetto  ad  e l’altra  rispetto 
ad  y ; poiché  queste  essendo 

r — «ri'  {q)  ed  « = tTl'  [q) , 
se  ne  desume  visibilmente  l’ equazione  semplicissima 

ri  = 8',  ' ' 

che  è l’equazione  a derivate  parziali  di  secondo  ordine  di 
tutte  le  superficie  sviluppabili. 

382.  Negli  esempi  particolari  di  superficie  espresse  colle 
loro  equazioni,/fni'/e  , le  ritrovale  equazioni  a derivate  parziali 
sono  talvolta  più  acconce  dell’  equazioni  finite  a far  conoscere 
se  la  superficie  appartenga  alla  cleisse  delle  superficie  cilin- 
driche o coniche  , di  rotazione  o conoidale.  La  cosa  è evi- 
dente per  questo  due  ultime  classi  di  superficie , non  trat- 
tandosi che  di  vedere  se  1’ una  o l’altra  dell’ equazioni 

yp=jcq  ,xp  + yq  =0 

divenga  idculicamcntc  nulla  dopo  la  sostituzione  dei  valori  di 
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p e q desunti  dall’ equazioni  derivate  di  qutdla  che  appar- 
tiene alla  proposta  superficie  ; ma  per  verità  , nel  caso  che 
ciò  non  abbia  luoi^o  , sarebbe  troppo  il  tleclurno  che  la  su- 
perficie non  sia  di  rotazione  o conoidale,  potendo  esser  bene 
ueir  una  o dell’  altra  specie , cd  avere  per  proprio  asse  una 
retta  diversa  dall’ asse  delle  z.  Quanto  poi  alle  superficie  cilin- 
driche o coniche,  dopo  la  sostituzione  dei  valori  di  p e q 
nell’ una  o nell’ altra  dell’ equazioni 

ap  + Aq  = l,{x  — a)p-^{7j  — &)y=:z  — c, 

non  essendo  dati  a priori  i valori  di  a e o quelli  di  a,  b 
e c , bisognerà  eguagliare  a zero  i cocQicienti  delle  diverse 
potenze  delle  coordinate,  ed  esaminare  se  si  può  adempiere 
alle  condizioni  che  ne  risultano  con  dei  valori  reali  c finiti 
di  oeó,odia,Aee.  Del  resto  dal  n.°369  segue  imme- 
diatamente , che  ogni  equazione  onwqencn  per  rapporto  alle 
coordinale  x,y,z,  esprime  tuia  superjicie  conica  avente  per 
vertice  V origine  delle  coordinate. 

383.  È degna  di  particolare  attenzione  una  differenza  note- 
volissima tra  i piani  tangenti  alle  superficie  cilindriche  o coni- 
che , e i piani  tangenti  alle  superficie  di  rotazione  o conoidali. 
Per  renderla  manifesta  si  sostituiscano  nelle  due  prime  equa- 
zioni derivate  scritte  nel  n.”  378,  i valori  dei  coellicienti  par- 
ziali di  « e di  ^ , relativi  a ciascuna  di  tali  superficie.  Allora: 

1. “  per  le  superficie  cilindriche  si  avranno  le  due  equazioni 

bp  = [ap  — l)  {y)  , òq  — 1 = aq‘J  (x)  ; (1) 

2. ”  per  le  superficie  coniche  , avendo  riguardo  all’  equazio- 
ne (2)  del  11.*  379,  si  avrà  una  sola  o medesima  equazione; 
ma  la  citata  equazione  (2),  con  sostituire  ai  binomi  x — a 
ed  ]j  — b i valori  x{z — c)  e {x).{z  — c) , somministrati 
dall  equazioni  di  una  generatrice  delia  superficie  conica,  ne 
dà  subito  un’altra,  c scrivendole  insieme  sono 

7>  + 9'(*)-'7  = 0 >*/>  + ?(*). 7 = 1 ; (2) 

3. ®  per  le  superficie  di  rotazione  si  ritrova 

/j  = 2^'(a).T  , 5-  = 29'(x).t/;  (3) 

4. ®  e infine  por  le  superficie  conoidili  si  ha 

, y = S'(x).^.  (4) 

39 
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Poiché  dunque  vediamo  che  nell’ equazioni  (1)  e (2)  i 
valori  ài  p e q variano  solo  con  « , mentre  nell’  equazio- 
ni (3)  e (4)  variano  coi  valori  di  x ,y  ,z,  relativi  ad  uno 
stesso  valore  di  « , ci  sarà  permesso  inferirne  che  il  con- 
tatto di  un  piano  con  una  superficie  cilindrica  o conica 
ha  luogo  in  tutta  la  estensione  della  retta  generatrice  ; 
laddove  il  contatto  di  un  piatto  con  una  superficie  conoi- 
dale o di  rotazione  (che  però  non  sia  nel  tempo  stesso  ci- 
lindrica 0 conica  ) , non  ha  luogo  che  in  un  punto  solo 
della  generatrice , sebbene  nel  penultimo  caso  quel  piano 
contenga  pure  tutta  la  generatrice.  A dir  vero  questo  risul- 
tato , per  ciò  che  riguarda  le  superficie  coniche  o cilindri- 
che si  potrebbe  dedurre  assai  facilmente  dalla  natura  stessa  di 
queste  superficie,  anzi  per  le  cilindriche  si  può  avere  come 
una  conseguenza  immediata  della  proposizione  conclusa  nel 
n.“  326  ; ma  la  cosa  non  è ugualmente  chiara  per  le  altre 
due  specie  di  superficie  da  noi  considerate , e segnatamente 
per  qiiello  dei  conoidi. 

*3^.  Ciò  che  nel  n.°  precedente  sta  detto  circa  le  super- 
ficie coniche  e cilindriche  , vale  per  tutte  le  superficie  svi- 
luppabili ; e del  pari , ciò  che  sta  detto  delle  superficie  co- 
noidali è applicabile  a tutte  le  altre  superficie  storte.  Infatti 
r equazioni 

p = \ (ot)  — <4'  (a) , e q = V (a)  , 
che  nel  n."  381  abbiam  trovate  per  le  superficie  sviluppaT 
bili , determinano  i valori  di  p c q corrispondenti  ai  sin- 
goli valori  di  a , o vero  alle  singole  generatrici,  i quali  va- 
lori non  variano  per  ciò  con  quelli  à\  x e z,  relativi  ai 
punti  di  una  stessa  generatrice  ; e siccome  le  dette  equazio- 
ni non  han  luogo  nelle  superficie  storte  , ne  segue  al  con- 
trario, che  per  queste  superficie  i valori  ài  p c q relativi  ai 
diversi  punti  di  una  stessa  generatrice,  debbano  variare  con 
le  coordinate  di  tali  punti , e che  perciò  debbano  anche  va- 
riare i piani  tangenti  della  superficie  nei  medesimi  punti. 
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CAPITOLO  XKXI. 


Curvatura  delle  auperjìcie.  Linee  e punti  notevoli  di  esse, 

383.  Per  farci  una  tal  quale  idea  della  curvatura  di  una 
superficie  in  un  dato  suo  punto,  studieremo  da  prima  la  cur- 
vatura delle  sezioni  prodotte  nella  superficie  da  piani  me- 
nati per  la  normale  di  essa  nel  punto  dato , e dopo  ciò  sa- 
remo in  grado  di  definire  e misurare  la  curvatura  della  su- 
perfìcie. 

Sia  2 =/(  x,y)  (1) 

r equazione  della  superficie,  e per  semplicità  sia  preso  per 

Siano  delle  xy  quello  che  tocca  la  superficie  nel  punto  dato 
I [Jìg.  61  ) , e per  asse  delle  z la  normale  MN  alla  super- 
fìcie nel  medesimo  punto.  È chiaro  che  le  proprietà  indi- 
pendenti  dagli  assi , le  quali  ci  verrà  fatto  ai  scoprire  con 
questi  assi , avranno  il  medesimo  grado  di  generalità  che 
avrebbero  se  il  sistema  degli  assi  fosse  tiitf  altro. 

Supponiamo  che  in  un  qualunque  piano  normale  NMT 
v’abbia  un  cerchio,  che  passi  per  M,  e il  cui  centro  sia  nella 
normale.  L’ equazioni  di  cotal  cerchio  potranno  essere  le  due 

y = ix  , x' + + z*  = ‘lfz,  (2) 

che  separatamente  considerale  esprimono  il  piano  normale 
ISMT , ed  una  sfera  di  raggio  p tagliato  dal  punto  M sulla 
normale.  L’ equazioni  poi  della  sezione  prodotta  dal  piano 
normale  nella  superCcie  saranno 

y=zzx  ,z=f{x,y)-,  (3) 

ed  è chiaro  che  questa  sezione  ed  il  cerchio  si  toccheranno 
in  M , essendoché  la  MT  tocca  l’una  e l’altro.  Perchè  dun- 
que il  cerchio  sia  inoltre  osculatore  della  sezione  in  M,  ba- 

stcrà  che  il  valore  di  cavato  dall’ equazioni  (2),  eguagli 

quello  che  si  desume  dall’ equazioni  (3).  Ora  per  le  cose 
dette  nei  n.‘  102  e 103,  il  primo  valore  trovasi  determinato 
dall'  equazione 
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cd  il  secondo  risulta  espresso  da  r + 2aT  + ^T*,  dover,  «,/ 
dinotano  sempre  le  Ire  derivate  parziali  di  second’ ordine 
della  ordinata  z della  superficie  ; dunque  sostituendo  questa 

espressione  a nell’  equazione  precedente , e dal  risul- 
tato cavando  il  valore  di  p , avremo 


P 


1-f-T* 

r -i-  2st  -+-  tz* 


(P) 


bene  inteso  die  nell’  espressioni  di  r , s , i ia  x e y,  facciasi 

a:  = 0 , »/  = 0. 

386.  ()uesta  espressione  di  p , frazionaria  e variabile  con  t, 
ha  il  numeratore  essenzialmente  positivo.  11  denominatore  poi 
essendo  un  trinomio  di  secondo  grado  in  t , avrà  sempre 
( come  dall’  algebra  ) un  medesimo  sogno  , e non  sarà  mai 
nullo  per  valori  reali  di  - , quando  eguagliato  a zero  dà 
per  T radici  immaginarie  ; avrà  pure  un  segno  costante , ma 
potrà  esser  nullo  , quando  le  dette  radici  saranno  reali  ed 
eguali;  c finalmente  andrà  soggetto  a cangiamento  di  seguo 
passando  por  lo  zero,  quando  le  radici  stesse  saranno  reali 
cd  ineguali.  Quindi  si  desume: 

1. "  Clic  il  raggio  di  curvatura  sarà  finito  e del  medesimo 
segno  in  tutte  le  sezioni  normali,  quando  ?•/>•«*;  nel  qual  caso 
per  ciò  la  loro  convessità  volgerà  sempre  nel  medesimo  senso. 

2. °  Che  «al  variar  la  sezione  normale  il  raggio  di  cur- 
vatura passerà  per  l’ infinito  , ma  non  muterà  segno , quando 
r/  = s*,  nel  qual  caso  (come  nel  precedente ) la  convessità 
delle  sezioni  volgerà  pure  costantemente  in  un  medesimo  senso. 

3. “  K finalmente  , che  il  raggio  stesso  al  cangiar  la  se- 
zione normale  passerà  per  l’ infinito  e muterà  segno,  quando 
r/  <;  s*  ; nel  qual  caso  la  convessità  delle  sezioni  ora  vol- 
gerà in  un  senso  , ora  nell’  opposto. 

387.  Di  qui  la  distinzione  delle  superficie  curve  in  con- 
vesse , c non  convesse  ovvero  a enrvalure  opposte.  Chia- 
mansi  convesse,  quelle  dove  in  tutti  i punti  le  sezioni  normali 
volgono  la  loro  convessità  in  un  medesimo  senso  ; e tra  le 
superficie  di  secondo  grado  son  tali  ( oltre  delle  cilindriche 
c delle  coniche)  l’ellissoide,  la  paraboloide  ellittica,  e la 
iperboloide  a due  foglie.  Dicousi  poi  non  convesse  le  superficie 
nei  cui  punti  le  sezioni  normali  volgono  la  loro  convessità 
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altre  in  un  senso , altre  nel  senso  opposto  ; come  tra  le  su> 

f»erficie  stesse  di  secondo  grado  sono  la  paraboloide  iperbo- 
ica , e r iperboloide  ad  una  foglia.  Ad  abbracciare  tutte 
quante  le  superficie  curve  non  manca , siccome  ognun  vede, 
se  non  la  classe  di  quelle  , che  sono  in  alcuni  punti  con- 
vesse e in  altri  non  convesse , come  per  esempio  è la  su- 
perficie àeW'  anello  sferico. 


Raggi  principali  di  curvatura , e sezioni  principali. 

388.  Cercando  il  massimo  e il  minimo  valore  di  p per  rap- 
porto a T , avremo  le  sezioni  normali  del  più  grande  e del 
più  piccolo  raggio  di  curvatura.  A tal  fine  eguagliando  a zero, 

per  le  regole  conosciute , il  valore  ‘l*  ^ j si  ha  l’equazione 


(T) 


le  cui  radici  essendo  reali  e di  segni  contrari,  si  fa  palese 
che  le  medesime  sostituite  nella  espressione  di  — ^ danno  ri- 


sultati di  segni  diversi  ; onde  una  conduce  ad  un  massimo 
e l’altra  ad  un  minimo  di  p.  E d’altra  parte,  il  prodotto 
delle  medesime  radici  essendo  precisamente  — 1 , apparisce 
che  i duo  piani  normali  ZMU,ZMV  corrispondenti  a tali 
radici , saranno  perpendicolari  1’  uno  all’  altro. 

389.  Le  sezioni  prodotte  nella  superficie  dagli  anzidetti  due 
piani  si  dicono  sezioni  principali , e prendendo  i piani  di 
esse  per  piani  delle  zx  e za  l’ espressione  generale  di  p di- 
viene più  semplice.  Infatti  le  due  radici  dell’  equazione  (TI 
dovendo  essere  , in  tal  caso  , zero  e infinito  ( a motivo  del 
significato  geometrico  di  V nell’ equazione  y=Tar) , converrà 
supporre  « = 0 , con  che  per  la  formala  (P)  sarà 


r-l- 


390.  Inoltre , nel  caso  di  cosiffatti  piani  delle  zx  e zy , 
due  soli  valori  di  p una  coi  valori  corrispondenti  di  t de- 
terminano r e t , c quindi  l’espressione  generale  di  p in  fun- 
zione di  T.  Prendiamo  dunque  per  tali  valori  di  p il  mini- 
mo c il  massimo , dinotandoli  con  p,  e p,  ; c l’ un  di  essi 


Digilized  by  Google 


ELEMEHtl 


SlO 

dovendo  corrispondere  a t=0,  e l’ altro  a t = w,  avremo 
dalla  formola  precedente 


1 1 


onde  nella  stessa  formola  introducendo  p,  e p,  in  vece  di 
re/,  otterremo 

1 1 

7 ~ 1 -t- 

o vero,  ponendo  r = tan®,  eh’ è quanto  dire  chiamando  ® 
r angolo  TMU , 

- = — cos*  ® — sen*  ® : (E) 

f fi  f. 

equazione  che  determina  in  un  modo  non  meno  semplice  che 
elegante  il  raggio  di  curvatura  di  qualsivoglia  sezione  nor- 
male , quando  si  sappia  1*  inclinazione  di  essa  ad  una  delle 
sezioni  principali , e sian  noti  i raggi  di  curvatura  di  que- 
ste due  sezioni.  La  delta  equazione  costituisce  uno  dei  più 
belli  e memorahili  trovati  di  Eulero. 

391.  Osservando  che  l’ equazione  di  Eulero  rimane  immu- 
tata al  cangiare  ® in  — ® , si  desume  che  la  curvatura  6 
la  stessa  in  due  sezioni  egualmente  inclinate  ad  una  qualun- 
que delle  sezioni  principali. 

Cangiando  poi  ® in  ffl-l-OO”  nella  stessa  equazione,  e indi- 
cando con  p'  il  raggio  di  curvatura  della  nuova  sezione,  si  ha 

-7  = — sen  ® — cos  ® : 

f fi  f. 

ma  sommando  questa  equazione  con  (E)  risulta 
f f fi  f« 

dunque  /a  somma  delle  curvature  di  due  qualunque  sezio^ 
ni  normali  e perpendicolari  tra  esse  è costante , e quindi 
per  r osservazione  precedente  , la  curvatura  di  ciascuna  delle 
due  sezioni  ugualmente  inclinate  alle  principali  è la  metà  di 
detta  somma. 

392.  Da  che  la  curvatura  di  ogni  sezione  normale  incli- 
nata sotto  un  dato  angolo  ad  uno  dei  piani  principali  di- 
|)ende  solo  , in  virtù  dell’  equazione  (E) , dai  raggi  princi- 
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pali  di  curralura  , si  desume  chiaramente  che  se  due  super- 
Jìcie  curve , in  un  punto  che  loro  è comune  abbiano  an- 
cora di  comune  i due  piani  delle  sezioni  normali  princi- 
pali, e i rafjgi  di  curvatura  di  queste  sezioni,  le  sezioni 
prodotte  nelle  due  superficie  da  qualunque  altro  piano  nor- 
male avranno  ancora  un  medesimo  raggio  di  curvatura  ; 
e quindi  nel  detto  punto  avrà  luogo  un  compiuto  contatto 
di  secondo  ordine  tra  le  due  supcrlicie  ; il  die  si  esprime 
dicendo  che  una  superficie  ò osculatrice  dell’  altra. 

Dopo  ciò  non  sarebbe  punto  dillicilc  il  trovare  quante  su- 
perficie si  vogliano , osculatrici  della  proposta  in  un  punto 
dato;  ma  tra  esse  merita  di  essere  distinta,  come  la  più  sem- 
plice , quella  che  in  tal  punto  ha  per  sezioni  principali  i 
cerchi  stessi  dei  raggi  pi  e p,,  e che  inoltre  può  essere  di 
rotazione  , supponendola  generata  dal  rivolgimento  di  uno 
di  tali  cerchi , per  esempio  quello  di  raggio  p,,  intorno  alla 
retta  che  nel  suo  piano  si  conduce  perpendicolare  alla  nor- 
male MN  dal  centro  dell’  altro  ; la  quale  superficie  sarà  con- 
vessa o non  convessa  in  M a seconda  della  proposta. 

393.  Siamo  ora  in  grado  di  poter  definire  e misurare  se- 
condo ha  proposto  l’insigne  geometra  Gauss  la  cft' 

una  superficie,  che  ò una  quantità  la  quale  non  risulta  defini- 
ta, e meno  ancora  misurata  dal  teorema  di  Eulero  (n.  390), 

E da  prima  , ritornando  per  poeo  sulla  misura  della  cur- 
vatura delle  curve  , prendiamo  sulla  curva  di  cui  si  vuol  mi- 
surare la  curvatura  in  M (fig.  62)  un  arco  HK=A.vchc  in 
se  racchiuda  un  tal  punto,  e conduciamo  le  normali  HL,  KL 
agli  estremi  di  esso.  Poscia , descritto  un  cerchio  di  niggio  1 
sul  piano  della  curva,  e che  abbia,  se  si  vuole,  il  centro 
stesso  o del  cerchio  osculatore  della  curva  in  M , tiriamo  i 
raggi  oh  , ok  paralleli  a quelle  normali  , e indichiamo  con 

A9  l’arco  intercetto  hk-,  e il  limile  — verso  il  quale  con- 
verge il  rapporto  , quando  l’arco  As  diminuisce  indefini- 

tamenle  senza  cessar  di  contenere  in  sò  il  punto  M , sarà 
(zi.  274)  la  misura  della  curvatura  della  curva  in  M. 

Or  si  può  applicare  alle  superficie  una  costruzione  poi> 
fcUamente  analoga.  Supponiamo  delincala  sulla  superficie  di 
cui  vuoisi  misurare  la  curvatura  in  M {fig.  61  ) una  curvq 
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rientrante , e tale  che  nell’  area  u da  essa  circoscritta  sia 
contenuto  il  punto  M.  Indi , con  un  punto  qualunque  dello 
spazio  come  centro  , c col  raggio  1 concepiamo  descritta 
una  sfera  , e supponiamo  condotti  i raggi  paralleli  tutte 
le  normali  della  superticie  pei  punti  del  contorno  dell’area  u\ 
il  luogo  di  questi  raggi  sarà  in  generale  una  superficie  co- 
nica , la  quale  intercetta  sulla  superficie  sferica  un’  area  / ; 

c il  limite  al  quale  converge  - quando  l’area  u decresce  in- 
definitamente , senza  lasciar  di  corrtenere  il  punto  M , dee 
per  analogia  esser  preso  per  misura  della  curvatura  della  su- 
perficie in  M. 

Inoltre  , siccome  nel  misurar  la  curvatura  di  una  curva 
è lecito  surrogare  a questa  ogni  altra  curva  , che  abbia  nel 
punto  di  cui  si  tratta  lo  stesso  cerchio  osculatore  j così  nel 
misurar  la  curvatura  di  una  superficie  , debb’  esser  permesso 
di  sostituire  a questa  superficie  un’  altra  che  nel  punto  pro- 
posto le  sia  osculatrice.  Noi  dunque  sceglieremo  per  que- 
st’altra  superficie  (piella  segnalata  nel  n.”  precedente,  e nulla 
impedendolo  prenderemo  per  l’ area  u quella  che  vieti  gene- 
rata da  un  piccolo  arco  del  cerchio  di  raggio  p,  di  ampiez- 
za 2A0,  nel  cui  mezzo  sta  M , e eh’ è raccliiusa  tra  due  po- 
sizioni di  esso  cerchio,  unite  fra  loro  sotto  l’angolo  diedro 
2A0,  ed  egualmente  inclinate  alla  posizione  primitiva  N.MU. 
In  tal  modo  il  contorno  dell’  area  u verrà  formato  dalle  due 
posizioni  estreme  del  detto  arco  , espresso  in  lunghezza  da 
2p,Ad,  , e da  due  altri  archi  pur  tra  essi  eguali , e descritti 
dalle  estremità  del  primo  ; e siccome  agevolmente  si  vede  che  i 
raggi  di  quest’ al  tri  archi  sono  espressi  da  p,  cosAO,  -|-p. — P«  i 
c altronde  la  loro  ampiezza  è palesemente  2A0. , la  lunghezza 
di  ciascuno  sarà  2A0,(p, cos A^,-|-p. — ?i)*  La  superficie  poi 
costituita  dalle  normali  alla  primitiva  pei  punti  del  descritto 
contorno  sarà  discontinua,  perchè  formata  dai  due  piani  delle 
posizioni  estreme  dell’arco  generatore,  i quali  passano  evi- 
dentemente per  r asse  di  rotazione  , e da  due  parti  di  su- 
perficie coniche  , le  quali  per  una  proprietà  notissima  dello 
superficie  di  rotazione  hanno  i loro  vertici  nel  medesimo  asse, 
0 per  ciò  intersegano  i detti  piani  in  quattro  lince  rette  , 
concorrenti  due  in  uno  e due  nell’  altro  vertice. 

D’ altra  parte , supponendo  che  la  mentovata  superficio 
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sferica  di  rancio  1 abbia  lo  stesso  centro  del  cerchio  di  rag- 
gio p,  , b evidente  che  quella  parte  di  essa,  la  quale  (giu- 
sta la  deOuizionc  datane  di  sopra  ) corrispondo  alla  descritta 
area  u,  sarà  terminala  da  due  archi  eguali  di  cerchi  massimi, 
prodottivi  dai  piani  delle  posizioni  estremo  dell’  arco  genera- 
tore , e da  due  altri  archi  eguali  degli  eguali  cerchi  minori 
prodotti  dai  raggi  paralleli  ai  lati  delle  pocanzi  nominalo  su- 
perficie coniche,  perchè  quei  raggi  a simiglianza  di  questi  lati 
s’ inclineranno  egualmente  all'asse  di  rotazione.  Dunque  la  su- 
perficie costituita  dai  raggi  paralleli  a tutto  le  normali  me- 
nale pel  contorno  di  u,  è aneli’ essa  discontinua , e formala 
da  due  piani  e due  superficie  coniche;  ma  i vertici  di  quest’ ul- 
time essendo  nel  contro,  le  quattro  rette  nelle  quali  si  tagliano 
partiranno  tutto  da  (mesto  punto.  Ora  le  ampiezze  dei  sopra 
nominali  quattro  arcui  essendo  eguali  duo  a 2A0,  e due 
a 2A0,  , ed  i raggi  dei  cerchi  minori  venendo  espressi  da 
cos  AO, , il  quadrilatero  sferico  e rettangolare  t avrà  due  lati 
espressi  semplicemente  da  2A0,  , e due  altri  espressi  da 
2cosA9,.AÒi.  Ma  in  virtù  di  principii  stabiliti,  (piando  gli 
angoli  AO,  e A(9,  divengono  dò,  e dò,  , i mentovati  archi 
delle  due  superficie  si  cangiano  in  linee  rette , e le  aree  u 
c / divengono  piane  ; dunque  allora  questo  aree  si  volteranno 
in  due  rettangoli , e por  essere  cos  dà,  = 1 , i lati  del  pri- 
mo saranno  2p,dà,  e 2p^dà,  , e quelli  del  secondo  2d0,  c 
2dà,  ; dunque  sarà 

t 4(/0.f/9.  1 

lim  - = , - r-  = — : 

di  che  risulta  che  la  curvatura  di  una  superficie  curva  vien 
misurala  dal  prodotto  delle  due  curvature  delle  sue  sezioni 
principali,  e non  dalla  loro  somma,  come  sembra  desumersi 
dal  teorema  di  Eulero , e come  invano  si  è sforzata  a di- 
mostrare madamigella  Sofia  Gcrmain. 

Linee  di  curvatura  , ed  umbilichi. 

394.  Supponendo  essere  o,  od  o,  {fig-  63)  i contri  di 
curvatura  delle  duo  sezioni  principali  che  passano  per  M , c 
chiaro  che  tali  punti  possono  considerarsi  come  intersecazioni 
della  normale  in  M colle  normali  in  due  altri  punti  m ed  n 
infinitamente  vicini  ad  M , c presi  nello  due  sezioni  princi-, 

40 
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pali.  Sicché  M//i  cd  Mn  son  tali  clemcDti  di  due  curve  unite 
Ira  loro  iii  M ad  angolo  retto , che  le  normali  alla  superG- 
cie  negli  altri  loro  estremi  m,n  incontrano  la  normale  re- 
lativa al  punto  31.  Ora , potendosi  dire  di  ogn’  altro  punto 
della  superGcie  ciò  che  anbiani  detto  del  punto  M , si  con- 
cc[)Ì8cc  che  dal  punto  m possono  movere  in  simil  modo  due 
altri  elementi  uniti  fra  loro  ad  angolo  retto  , e tali  che  le 
normali  alla  superficie  dagli  estremi  diversi  dal  punto  m in- 
contrino la  normale  condotta  per  questo  punto.  E lo  stesso 
potendo  supporsi  avvenire  un  numero  iniìnito  di  volte , si 
fii  luogo  alla  ricerca  delle  curve  da  tutti  i punti  delle  quali 
menando  le  normali  alla  superficie  , queste  s’ incontrino  suc- 
cessivamente la  prima  colla  seconda,  la  seconda  colla  ter- 
za , ec.  Cosifatte  linee  ( di  grandissima  importanza  in  certe 
arti  di  costruzione)  diconsi  linee  di eurvatura , e sono  com’è 
chiaro  di  due  specie , le  une  corrispondendo  a punti  analoghi 
ad  o, , c le  altre  corrispondendo  a punti  analoghi  ad  o.  : 
nella  direzione  delle  prime  la  cunatura  della  superficie  è la 
massima , in  quella  poi  delle  seconde  c la  minima  ; cd  es- 
sendo perpendicolari  le  une  alle  altre,  dal  loro  insieme  la 
superficie  resta  divisa  in  elementi,  o direm  meglio  in  parli 
rettangolari  : come  si  vede  nella  figura. 

Per  procedere  intanto  alla  ricerca  delle  linee  di  curva- 
tura , dobbiamo  riferire  tutti  i punti  della  superficie  ai  me- 
desimi assi  ; il  perché , supposti  dovunque  questi . 
veremo  come  altrove  ( n.  3o5  ) l’ equazioni  della  normale  : 


ar'— 2)=0  , y' —y+ —z)=0.  (1) 

Questa  normale , c quella  tra  le  infinitamente  vicine  che  la 
intersega , hanno  nel  punto  di  loro  intersecazione  la  stessa 
x',  la  stessa  j/,  e la  stessa  z';  ma  una  move  dal  punto  {x,y,z) 
della  superficie , l’altra  dal  punto  x dx  , y dy  , z dz-, 
(luindi  è ben  chiaro  che  il  punto  di  loro  intersecazione  sarà 
(lato  per  la  combinazione  dell’  equazioni  (1) , e delle  due  che 
nascono  da  esse  prendendone  i differenziali  per  rapporto  ad 
^ > y j c 2.  Questi  differenziali , ricordando  i significati  di 
71 , y , r , « , / , c la  relazione  dz  = pdx  -f-  qdy  , si  trovano 
essere 


( 1 -f  yp  ) rfx  +jH/dy  = {rdx  + 8dy){z'  — z)) 
( 1 -f  / ) (/y  -L  jH/dx  = {ldy  + sdx){z'  — z)) 
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Intanto  siccome  quattro  equazioni  son  troppe  per  la  deter- 
minazione di  tre  quantità,  è anche  chiaro  (come  altronde 
si  potea  prevedere  ) che  una  equazione  di  condizione  dovrà 
aver  luogo  tra  p ,f^  ,r  ,s  ,dx  ,dij  , acciò  le  due  normali 
s’ interseghino  a vicenda,  e questa  per  appunto  sarà  l’ equa- 
zione differenziale  della  proiezione  della  richiesta  linea  di 
cimatura  sul  piano  delle  xy , quando  suppongasi  eliminata 
la  z dalle  derivate  parziali  p ,r  ,s  mediante  la  equa- 
zione della  superficie.  Essa  equazione  differenziale  si  desume 
eliminando  z' — z tra  le  due  precedenti,  c risulta  c.sprcssa  cosi: 

( t +/>*  ) ->rpqdy  _ ( 1 ) rfy  ^pqdx 

rdx  -i-  ady  tdij  sdx  ^ 

39o.  Numerose  e importanti  conseguenze  si  traggono  dal- 
r equazioni  precedenti  : 

1. “  Liberando  l’ equazioni  (2)  dai  differenziali  dxcdy 
con  supporre  dy  = rdx,  c poi  eliminando  t,  si  ha  l’altra 

!-+-/>*  — r(5'  — = )_  pq  — s{z>—z) 
py-s{z'-z)  ’ W 

che  insieme  colle  (li  può  servire  alla  determinazione  delle 
coordinate  x'  ,y' , z dei  punti  d’incontro  della  normale  in  M 
colle  normali  in  c in  n , ossia  dei  centri  delle  curvature 
principali  della  superficie  nel  punto  M. 

2. ”  Tra  l’ equazioni  (1) , (3)  e quella  della  superficie 
eliminando  x ,y  ,z  ( dopo  aver  ridotte  in  funzione  di  queste 
variabili  le  derivate  p,y,r,s,l),  il  risultato  in  x',y',z‘  espri- 
merà il  luogo  geometrico  di  tutti  i centri  delle  due  curvature 
principali,  ossia  di  tutti  i punti  analoghi  ad  o,  c o,,  il  quale 
perciò  sarà,  generalmente  parlando,  una  superficie  a due  foglie. 

3. “  Surrogando  rdx  a dy  nell’  equazione  (C| , e ordi- 
nando il  risultato  per  rapporto  a t , si  ottiene  r equazione 
di  secondo  grado 

[(1  +y’)«— +P')8—P7r,  (T) 
la  quale  nei  due  valori  di  t dà  la  posizione  delle  due  se- 
zioni principali  nel  punto  M.  Essa  di  accordo  con  ciò  che 
si  disse  nel  n.“  388  riduccsi  ad  at*  -f  ( r — t)r  = s,  quando 
si  suppone  , come  in  quel  n.“ , che  il  piano  tangente  in  M 
sia  preso  per  piano  delle  xy,  perchè  allora  per/  tornano  a 0. 

4. “  Essendo  per  le  formolo  conosciute 

F = i/(x'-xr  + (?/-2/r+(='-=)*, 
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l’ equazioni  (1)  ci  daranno 

p==(s'-2)i/r+7T?- 

Or  cavando  da  questa  il  valore  di  z' — r,  c sostituendolo  nell’  e- 
quazione  (3) , la  quale  include  la  condizione  dell’  incontro  delle 
normali  inOnitamente  vicine,  si  ha  T equazione  di  secondo  grado 

+(i+y+/r=o,  ) 

acconcia  a dare  noi  due  valori  di  p i due  raggi  principali 
di  curvatura,  innanzi  dinotati  con  p,  e p » . Essa  riducesi  ad 
(r/— «")p*  — (r  + /)p + 1 = 0 , (lU) 

quando  il  piano  delle  xy  tocca  la  superficie  in  M. 

S.®  L’ equazione  (T)  ci  fa  vedere  che  t sarebbe  inde- 
terminata o arbitraria  quando  si  avesse 

{l+q^)s—pql,{l+jf)s=pqr,  (U) 

c quindi  ( 1 + y®  ) r = ( 1 +/)*  ) / ; ma  allora  tornando  alla 
ipotesi  (sempre  ammessibile)  che  il  piano  tangente  in  M fac- 
cia da  piano  delle  xy  , si  ba  r = i , ed  « = 0,  a motivo  che 
p c q divengon  nulle  , dunque  la  equazione  (R,)  diverrà 

r’p*  — 2rp  + 1=0, 

e sotto  questa  forma  essendo  un  quadrato  perfetto , si  desume 
che  nei  punti  della  superficie  pei  quali  si  verificano  le  due 
equazioni  (U),  tutte  le  sezioni  normali  hanno  la  stessa  curva- 
tura. Or  questi  punti  singolari  diconsi  umbilichi  della  superfì- 
cie , ed  ognun  vede  che  ad  ottenerne  le  coordinale  debbansi 
combinare  le  dette  equazioni  (U)  con  quella  della  superficie. 

396.  Per  dare  un  esempio  delle  lince  di  curvatura  e degli 
umbilichi,  considereremo  1’  ellissoide  a tre  assi  differenti,  che 
è la  più  notevole  tra  le  superficie  di  secondo  grado  che  non 
sono  di  rotazione. 

L’equazione  dell’ ellissoide  riferita  al  centro  cd  agli  assi  è 


-+-+-=1 


onde  colle  regole  conosciute  le  derivate  parziali 
di  secondo  ordine  di  2 , si  trovano  essere 


/)  = 


c'x  c'y 

'ìFz  ’ ' 


di  primo  c 
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c^xy 


’ * a*ó*zS  ’ a'‘ù’z^ 

Or  sostituendo  questi  valori  di  p , q ,r , 8 ,i  nell’  equazione 
differenziale  (C)  delle  linee  di  curvatura , e per  brevità  sup- 
ponendo 

a'{a'-b*)_  ^ b'{a'-b')_  „ 

a*-c*  ^ ™ D, 


/=• 


c*(a*— a:*) 


si  ottiene 

Axydy'  -}-  ( Bj?  — Arj'  — AB  ) dxdy  — Bxydx*  = 0. 
Questa  dunque  è l’ equazione  differenziale  delle  linee  di  cur- 
vatura dell’ ellissoide , proiettate  sul  piano  delle  xy,  ed  è la 
sola  che  qui  ci  è dato  trovare  , perchè  la  ricerca  dell’  equa- 
zione finita  di  esse  appartiqpe  al  calcolo  integrale. 

In  quanto  poi  agli  umbilichi,  rammentando  che  l’equazio- 
ni  (U)  le  quali  unitamente  a quella  della  superficie  ne  deter- 
minano le  coordinate , debbono  rendere  identica  V equazione 
differenziale  delle  linee  di  curvatura , avremo 

3cy  = 0,  c Bx'  — Ay'  — AB=0. 


Or  supponendo,  per  fissare  le  idee,  a'p- b'p- c , e quindi 
A e lì  positive  , il  porre  ar  = 0 darebbe  per  y valori  im- 
maginari : non  resta  dunque  che  a porre 


y = 0 , donde  x = ± \^~A  = ± a ^ 


— b' 


r.*  » 


di  che  si  desume  che  nell’ ellissoide  vi  ha  quattro  umbiliehi 
esistenti  nella  sezione  del  massimo  e del  minimo  asse,  c che 
le  proiezioni  di  tai  punti  sul  massimo  asse  distano  dal  cen- 
tro pel  ritrovato  valore  di  x. 

397.  Sebbene  la  ricerca  delle  linee  di  curvatura  spetti  ge- 
neralmente al  calcolo  integrale,  pure  a cagione  delle  loro  pro- 

f»rietà  riesce  facilissima  in  talune  superficie.  Infatti , le  due 
ince  di  curvatura  che  movono  da  un  punto  qualunque  essendo 
perpendicolari  tra  loro,  e cosi  fatte,  che  le  normali  alla  superfi- 
cie dai  punti  successivi  di  ciascuna  s’ incontrino  la  prima  colla 
seconda , la  seconda  con  la  .terza , ec.  talché  a due  a duo 
esistono  in  un  medesimo  piano  ; si  vedo  facilmente,  che  nelle 
superficie  sviluppabili  le  lince  della  minima  curvatura  debbano 
essere  le  rette  generatrici , non  perchè  questo  generatrici  son 
lince  rette,  ma  perche  il  contatto  di  ogni  piano  tangente  colla 
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superficie  ha  luogo  secondo  una  intera  generatrice  , e per- 
ciò le  normali  alla  superficie  lungo  questa  generatrice,  anzi 
die  a due  a due  son  tutte  in  un  medesimo  piano. 

Di  più  si  vede,  che  in  particolare  nelle  superficie  cilin- 
driche le  linee  della  massima  curvatura  debbano  essere  le  se- 
zioni perpendicolari  alle  rette  generatrici  {Jig.  64  ) , perchè 
le  normali  alla  superficie  da  tutti  i punti  del  perimetro  di 
una  stessa  di  tali  sezioni , esistono  ancora  visinilmcnte  nel 
piano  di  essa.  Nelle  superficie  coniche  poi , siccome  la  se- 
zione che  è perpendicolare  per  esempio  alla  generatrice  OM 
{jig.  6ì>  ) nel  punto  M , e che  fornisce  ( n.  394  ) il  primo 
elemento  Min  dell’altra  linea  di  curvatura,  può  aversi  come 
perpendicolare  anche  alla  generatrice  immediatamente  pros- 
sima O/M , stante  che  l’ angolo  M0/«  è un  infinitesimo , ne 
viene  in  conseguenza  che  OM  ed  0///  possono  stimarsi  eguali; 
ma  nel  modo  stesso  può  dimostrarsi  0//j=0//i,=0//i,=..., 
dunque  la  linea  di  massima  curvatura  Al///;//, ;/),...  sarà  quella 
che  produccsi  nella  superficie  dalla  sfera  di  centro  0 e di  rag- 
gio OM.  Finalmente  , osservando  che  in  ogni  superficie  di 
rotazione  le  normali  condotte  dai  punii  di  una  stessa  curva 
meridiana  esistono  nel  piano  di  questa  curva,  e che  quelle 
menate  dai  punti  di  uno  stesso  parallelo  concorrono  tutte  in 
un  medesimo  punto  dell’  asse  di  rotazione  , si  desume  che  i 
meridiani  e i paralleli  ( altronde  perpendicolari  gli  uni  agli 
altri)  sieno  le  due  specie  di  lince  di  curvatura  Ae  ammette 
la  superficie.  È dunque  facilissima  la  costruzione  delle  linee 
di  curvatura  nelle  superficie  cilindriche , nelle  superficie  co- 
niche , e in  quelle  di  rotazione  , che  sono  le  più  spesso  ado- 
jierate  nelle  arti  ; poiché  nelle  prime  sono  le  retle  genera- 
irìci  e le  sezioni  ad  esse  perpendicolari;  nelle  seconde  sono 
le  reile  generalrici  e le  curve  prodotte  nei  coni  da  sfere 
aventi  per  centro  comune  i loro  vertici;  e nelle  superficie 
di  rotazione  sono  i meridiani  e i paralleli. 

Qualunque  poi  sia  la  superficie  che  si  considera,  meritano 
particolare  attenzione  le  superficie  che  nascono  dalle  normali 
ad  essa  pei  punti  successivi  delle  sue  due  specie  di  lince  di 
curvatura  {fig.  63  ) ; e ciò  perchè  tali  superheie  essendo  a un 
tempo  sviluppabili,  c perpendicolari  non  meno  tra  loro  che 
alla  superficie  primitivo , il  loro  uso  torna  utilissimo  nella 
Stereotomia. 


DI  CiLCOLO  DIFFEUENZIALE. 

Curvo  di  livello , c curve  di  massimo  pendìo. 


319 


398.  Curve  dì  livello  — Le  curve  cosi  chiamale  meritano 
attenzione,  perchè  nelle  carte  topografiche  servono  a rappre- 
sentare fedelmente  la  forma  del  terreno.  Esse  non  sono  clic  le 
sezioni  prodotte  da  piani  orizzontali  nella  superficie  naturale 
del  terreno , e da  ciò  nasce  che  supponendo  i delti  piani  e- 
quidistanti  fra  loro , le  proiezioni  orizzontali  delle  curve  ric- 
sciranno  più  vicine  tra  esse  dove  il  pendio  naturale  del  terreno 
è maggiore.  E in  pari  tempo  le  sinuosità  diverse  di  tali  curve 
rappresenteranno  fedelmente  i diversi  movimenti  del  suolo , 
per  isvarìati  che  essi  sieno. 

La  costruzione  pratica  delle  linee  di  livello  è di  compe- 
tenza della  Topografia,  perchè  la  superficie  naturale  del  suolo 
non  è in  generale  suscettiva  di  ritrosa  definizione,  e quindi 
di  equazione.  Nondimeno  torna  utile  il  vedere  quali  esse  siano 
nelle  superficie  propriamente  dette , e ciò  d’ altronde  è sem- 
plicissimo quando  si  conosce  l’ equazione  finita  della  super- 
ficie , perchè  non  si  tratta  che  di  combinare  questa  equa» 
zionc  con  quella  di  un  piano  orizzontale  ; talché  supposto 
verticale  l’ asse  delle  z , le  linee  in  discorso  verranno  rap- 
presentate dal  sistema  dell’ equazioni 

,z)  = 0 , z — c, 

dove  c esprime  un  valor  costante,  uguale  all’ordinata  del 
punto  pel  quale  si  vuol  far  passare  la  linea  di  livello  ; c la 
proiezione  della  curva  di  livello  sul  piano  orizzontale  sarà 
indicata  semplicemente  dall’equazione 

F{x  ,y  ,c)  = ^.  . (L) 

399.  linea  del  massimo  pendio , a partire  da  un  punto 
dato  sopra  una  superficie  , è quella  di  cui  ciascuna  tangente 
inclinasi  all’  orizzonte  più  che  ogni  altra  tangente  della  su- 
perficie nel  punto  del  contatto.  Or  siccome  tutte  queste  tan- 
genti della  superficie  in  un  medesimo  punto  esistono  nel  piano 
tangente , q^uclla  tra  esse  che  è perpendicolare  alla  traccia 
orizzontale  di  questo  piano,  formerà  evidentemente  il  maggior 
angolo  coll’orizzonte.  Adunque  ogni  tan^nte  della  linea  di 
massimo  pendio  tracciala  sopra  una  superficie,  vuol  esser  per- 
pendicolare alla  traccia  orizzontale  del  piano  tangente  della 
superficie  nel  punto  del  contatto , e per  necessaria  conseguen- 
za debb’ esser  tale  anche  la  proiezione  della  tangente. 
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Ciò  jioslo  , dinotando  al  solito  con  x ,y  le  coordinale  di 
un  punto  qualunque  della  proiezione  della  linea  del  massimo 
pendio  , la  sua  tangente  , e la  traccia  del  piano  tangente  alla 
superficie  nel  punto  {x,y,z)  verranno  espresse  dall  equazioni 

0 queste  retto  dovendo  essere  perpendicolari  tra  loro,  si  avrà 

1 equazione  di  condizione 


g = o ycvo  pdy=zqdx,  (P) 

la  quale,  ridotta  alle  sole  variabili  x,y  mediante  l'equa- 
zione della  superficie , sarà  l’ equazione  differenziale  della 
Jinea  dimandala. 

^ 400.  La  ricerca  dell  equazione  finita  di  questa  linea  appar- 
tiene al  calcolo  integrale;  ma  ciò  non  ostante  possiamo  addurre 
un  esempio  di  superficie  curve,  dove  la  determinazione  delle 
lince  di  massimo  pendio  non  è guari  più  difficile  di  quella 
delle  linee  di  livello.  Sia  infatti  f equazione  del  conoide  retto 


Facendovi  z — c,  sarà  e = onde  altresì  -=C, 

ovvero  y ■=.Cx'.  dal  che  si  rende  palese  che  le  linee  di  li- 
vello non  sono  in  proiezione  che  linee  rette , come  la  gene- 
razione stessa  della  superficie  lo  indicava. 

D’altra  parte  poi  essendo 


1 equazione  (P)  diverrà  in  questo  caso 


v4y  + xdx  = 0 , 

c ci  darà  immediatamente  per  sua  primitiva 
y*  -f  ar*  = a*  -f  à* , 

chiamando  a e à le  ascisse  del  punto  per  cui  si  vuol  far  pas- 
sare la  linea  del  massimo  pendio.  Adunque  in  ogni  conoide 
retto  c di  asse  verticale , le  linee  del  massimo  pendio  sono 
proiettate  su  cerchi  aventi  per  comun  centro  la  proiezione 
delf fisse. - rhullamenlo  notevole,  e altronde  facile  a desumersi 
per  via  di  semplici  considerazioni  geometriche. 
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SEZIOÌVE  PRUIA. 

Jnte^iafi  tndejlHlti  dei  dv^eteuMafi  cu)  una  ^ofci  vatiaSife. 


CAPITOLO  I. 

Nozioni  generali  sulF  integrazione  indefinita  , 
e sui  mezzi  di  effettuarla. 


401.  Il  Metodo  0 Calcolo  integrale,  io  verso  del  difTerenziale, 
ha  per  oggetto  il  trovare  lo  funzioni  o l’ equazioni  di  cui 
suppongonsi  dati  i dilTerenziali  ; o che  torna  lo  stesso  , il 
trovare  le  funzioni  o l’ equazioni  primitive  di  cui  si  conoscono 
le  derivate.  Cosi , per  le  funzioni  di  una  sola  variabile  x , 
supponendo  cognito  un  difièrcnziale  di  primo  ordine,  e però 
della  forma  Xdx  (dove  A'  esprime  una  funzione  data  di  a:), 
il  Calcolo  infiorale  si  occupa  della  ricerca  di  quella  funzione 
di  X , che  differenziata  darebbe  Xdx;  talché  cniamandola  g, 
si  avrebbe 

= Xdx  , c quiruii  ^ = A’, 
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L’  imporlania  di  questo  Calcolo  è anche  maggiore  di  quella 
del  Calcolo  dilTerenzialc  : perciocché  nelle  ricerche  più  dilli- 
cili  di  alla  geometria  , e nelle  applicazioni  dell’  Analisi  ma- 
tematica alle  scienze  fisiche , i risultati  a cui  il  più  delle 
volte  si  perviene  , non  sono  da  prima  che  forinole  o equa- 
zioni differenziali  , onde  poco  o nulla  gioverebbero,  se  non 
si  cercasse  ottenere  le  forinole  o l’ equazioni  primitive  che 
loro  corrispondono.  Al  contrario  , per  mezzo  di  queste  for- 
mule o di  queste  equazioni  si  fa  palese  la  dipendenza  scam- 
bievole delle  variabili  , e quindi  si  può  calcolare  il  valore 
di  quelle  che  si  riguardano  come  funzioni  delle  altre , allor- 
ché a (piest’nltre  si  attribuiscono  valori  conosciuti:  ciò  che  or- 
dinariamente ò lo  scopo  a cui  mirano  la  piupparte  dello 

ricerche.  • -i 

402.  La  funzione  ignota  y,  che  differenziata  restituisce  il 
proposto  differenziale  Xdx  , e che  sarebbe  perciò  la  primi- 
tiva di  X , nel  Calcolo  integrale  si  chiama  somma , o som- 
maloria  , o più  comunemente  integrale  di  Xdx  ; e l’ opera- 
zione che  serve  a farne  la  ricerca  diccsi  integrazione.  (^) 
In  essa  funzione  possono  distinguersi  due  parti:  una  emerge 
dalle  regole  del  Calcolo  integnde  , e però  non  contiene  se 
non  le  stesse  quantità  contenute  in  A ; 1’  altra  e una  qualsi- 
voglia espressione  o quantità  costante  rapporto  ad  x , che 
si  unisce  alla  prima  per  dare  all'  integrale  la  forma  più  ge- 
nerale o conmieta  di  cui  ò capace  ; essendo  chiaro  che  se 
Xdx  b il  differenziale  di  una  funzione  di  a-,  lo  sarà  egual- 
mente deir  insieme  di  tal  funzione  e di  una  qualunque  gran- 
dezza o espressione  indipendente  da  x.  Or  la  prima  di  que- 
ste due  parti  si  suole  indicare  colla  lettera  posta  innanzi 
al  differenziale  Xdx,  e il  simbolo  fXdx  dicesi  integrale  par- 
ticolare di  Xdx  , laddove  indicando  con  C una  costante  ar- 
bitraria o indeterminata  , l’ integrale  generale  , o come  or- 
dinariamente si  dice,  completo  di  Xdx,  b fXdx-^C,c  vniolsi 
tenere  per  indefinito  al  pari  di  C.  Adunque  l’ equazione 

dij  — Xdx  dà  l’ altra  y =fXdx  -f-  C , 


(a)  Tulle  queste  voci  tengono  ad  una  relazione  importaiilissima  Ira 
il  differenziale  e l’ integrale  , che  sarà  da  noi  diinoslrala  in  luogo  dove 
ne  senliremo  meglio  1'  ulilìlà  e il  bisogno. 
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e il  troyar  la  seconda  in  ar  e costanti , essendo  data  la  pri- 
ma, è ciò  che  diccsi  prendere  l’integrale  indefinito  di  Xdx. 

403,  In  ordine  alla  costante  arbitraria  possiamo  ag^un- 
gere  fin  da  ora  ; 1,”  che  detta  /’(ar)  la  funzione  di  x indi- 
cata da  yTotr  , sovente  trovasi  utile  di  porre  la  detta  costante 
sotto  la  forma  — /’(<?)  + C,  scrivendo 

y — F{x)  — F{c)  + C, 

dove  C ritiene  il  significato  di  costante  arbitraria,  e per  c 
si  può  scrivere  qualunque  costante  individuata;  2.°  che  quan- 
do facesse  parte  di  fXdx  il  logaritmo  di  qualche  funzione 
di  X , sareobe  lecito  scrivere  la  costante  C come  fattore  o 
come  divisore  di  questa  funzione  : difatti  supponendo 

fXdx  = F{x)  + ^log.^  {x) , 
si  avrebbe  per  ciò  che  si  ò detto  , 

y = F{x)  A\og.^  (x)  ± y/Iog.  C , 
che  per  le  note  proprietà  dei  logaritmi , vale  quanto 

y=F{T)-\~A\og.C^[x),  0 pure  y—F(x)-{-A\ogP^- 

404.  Dichiarata  sufficientemente  con  ciò  che  precede  la  na- 
tura degli  integrali  indefiniti , trattasi  di  esporre  i metodi  che 
l’Analisi  fornisce  per  ritrovarli.  Su  di  questo  però  dobbiamo 
osservare,  die  mentre  la  differenziazione  si  può  sempre  effet- 
tuare in  termini  finiti , per  contrario  l’ integrazione  , ossia 
l’operazione  inversa,  non  si  può  eseguire  in  termini  finiti  se 
non  in  certi  casi  particolari,  o per  dir  così  di  eccezione,  quan- 
tunque la  cosa  non  ripugni  intrinsecamente  ; perchè  in  sostanza 
r integrale  indefinito  di  Xdx  equivale  ( n.  222  ) all’  area  della 
curva  espressa  dall' equazione  y = X,  a contare  dall’ordi- 
nata corrispondente  ad  x,  fino  ad  un’altra  qualunque  che  non 
varii  con  x.  Quindi  per  la  integrazione  in  termini  finiti,  non 
rimane  che  la  risorsa  di  ridurre  il  differenziale  proposto  ad 
uno  o più  di  quei  tanti,  che  abbiamo  trovati  nel  Calcolo  dif- 
ferenziale , e che  si  contengono  la  piupparte  nei  n.*‘  SU  , 
60  e 61. 

A compiere  siffatta  riduzione  ognun  vede  che  debbono  ser- 
vire, da  una  parte  i mezzi  che  l’Analisi  possiede  per  cangiar 
la  forma  dello  funzioni  onde  i differenziali  sono  affetti , e 
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(la  un’ altra  parte  i principii  del  Calcolo  differenziale.  In  quan- 
to ai  mezzi  di  trasformare  le  funzioni , possiamo  qui  indica- 
re : 1.°  la  decomposizione  in  parti , che  racchiude  implici- 
tamente lo  sviluppo  in  serie  infinita;  2.“  il  can^iamenlo  del- 
la variabile,  col  quale  sovente  le  funzioni  si  riducono  da 
polinomio  a monomio,  da  frazionarie  ad  intero,  da  irrazionali 
a razionali,  e da  trascendenti  ad  algebriche,  o a trascen- 
(lenti  d’ altra  specie  ; 3."  e la  decomposizione  in  jattori. 

401j.  Rispetto  poi  ai  principii  di  Calcolo  differenziale  a ri- 
chiamare , bastano  qui  i tre  primi  enunziati  noi  n.'  66;  poi- 
ché gl’inversi  di  essi  costituiscono  del  pari  i tre  principii  ge- 
nerali più  semplici  di  Calcolo  integrale.  I due  primi  di  que- 
sti si  eiiunziano  : 

1 . “  /’  integrale  della  somma  di  più  differenziali , è lo 
stesso  che  la  somma  de'  loro  integrali  rispettivi  ; 

2. °  [ integrale  del  prodotto  di  un  Jattor  costante  per 
un  fattor  differenziale , è lo  stesso  che  tl  prodotto  delfattor 
costante  per  l'integrale  del  fattor  differenziale  ; i quali  duo 
principii  tornano  utili  in  una  infinità  di  occasioni.  11  terzo 
poi  dei  citati  principii  di  Calcolo  differenziale,  venendo  espres- 
so analiticamente  dalla  forinola 

d.  uv  = udo  -}-  vdu  , 

r inverso  di  esso , pel  primo  dei  due  anzidetli  e per  la  de- 
finizione dell’  integrale  , sarà  in  linguaggio  analitico 

fudv  -|-  fvdu  = uv  ; 

onde  risultandone 

fudv  = uv  — fvdu  , (P) 

si  desumo  per  terzo  principio  di  Calcolo  integrale: 

3. “  /*  integrale  del  prodotto  di  una  funzione  pel  dif- 
ferenziale di  tiri  altra  funziorie , è lo  stesso  che  il  prodotto 
delle  due  funzioni,  tòltone  l’integrale  del  prodotto  della 
seconda  funzione  pel  differenziale  della  prima. 

L’applicazione  di  questo  principio  con  dcnominimone  spe- 
ciale dicesi  integrazione  per  parti. 

406.  Ecco  dunque  affacciarsi  (mediante  la  combinazione  di 
questi  principii  cogl’ indicali  mezzi  di  trasformazione  che 
r Analisi  possiede  ) tre  melodi  di  ricerca,  per  ridurre  un  dif- 
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fcrenziale  qualunque  ad  uno  o più  allri  di  cognifc  funzioni 
primitive,  e con  ciò  di  integrazione  immediata.  Sono  essi; 

1. “  ia  decomposizione  del  proposto  dilfcrenziale 

ti , che  in  sostanza  equivale  al  primo  deci!  anzidetti  prin- 
cipi!, e che  si  usa  principalmente  { come  bentosto  vedremo  ) 
nell’  integrazione  dei  differenziali  razionali  ; 

2. ®  il  cangiamento  della  variabile , il  cui  uso  ò fre- 
quentissimo nella  integrazione  dei  differenziali  di  ogni  spe- 
cie , ma  sopratutto  dei  differenziali  irrazionali  ; 

3. ®  e V integrazione  per  parti,  che  trovasi  utile  in  una 
infinità  di  esempi  , e in  particolare  nei  differenziali  trascen- 
denti. La  forinola  (P)  che  la  esprime  analiticamente  , tra- 
dotta in  linguaggio  comune,  ci  mostra  che  l’integrazione  per 
parli  si  effettua  1.®  decomponendo  il  proposto  difforenziale  in 
due  fattori , uno  finito  , e 1’  altro  infinitesimo  e di  cognito 
integrale  ; 2.®  moltiplicando  questo  integrale  ora  pel  iattor 
finito  , ora  pel  differenziale  di  questo  medesimo  fattore  ; 3.®  c 
infine  togliendo  dal  primo  di  questi  prodotti  l’integrale  del 
secondo  , che  ò il  nuovo  integrale  da  cui  si  fa  dipendere 
r integrale  cercato.  Se  per  avventura  il  nuovo  integrale  c 
quello  che  si  cerca  sono  in  rapporto  costante,  Tcquazionc  (P) 
non  avrà  d’ ignoto  so  non  un  solo  integrale , che  si  troverà 
subitamente  risolvendo  l’ equazione  por  rapporto  ad  esso  in- 
tegrale ; ma  ciò  non  avviene  che  di  rado  , e punto  non  co- 
stituisce l’oggetto  dell’integrazione  per  parti,  la  quale  è or- 
dinata a far  dipendere  l’ integrale  cercato  da  un  altro  di 
forma  più  semplice , col  fine  di  pervenire  mercè  la  ripe- 
tizione uniforme  dello  stesso  metodo  ad  un  integrale  cognito. 
E siccome  la  decomposizione  del  proposto  differenziale  in  due 
fattori  può  variare  indefinitamente,  ognun  vede  che  in  gene- 
rale è possibile  di  raggiungere  l’ indicato  scopo. 

Adunque  coi  detti  tre  metodi  abilmente  combinati  c pra- 
ticati , SI  cercherà  di  compiere  l’ integrazione  in  termini  finiti  ; 
ma  dove  ciò  non  riesca , vi  ha  siccome  4.®  metodo  C inte- 
grazione per  serie  ; e potremmo  anche  aggiungere  sicco- 
me ì>.®  metodo  d’ integrazione,  quello  che  dicesi  integrazione 
approssimativa , se  il  medesimo  non  riguardasse  propria- 
mente gl’integrali  definiti,  dei  quali  sarà  quistiouc  più  lardi. 

Gli  esempi  svariati  e moltiplici  dei  seguenti  capitoli  di  questa 
sezione,  metteranno  in  piena  luce  i quattro  mctoih  di  integrazio- 
ne, dei  (piali  non  si  sono  qui  date  so  non  le  nozioni  generali. 
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CAPITOLO  II. 


Integrazione  dei  differenziali  razionali. 


407.  Dal  n.“  66  abbiamo  d.azT  = max'^^  rlx.  Dunque 
per  la  delinizione  dell’  integrale  particolare  , sarà 


ma  pel  secondo  dei  principi!  enunziati  nel  n.°  403 , si  ha 


da  questa  formola,  cangiandovi  m in  + 1 a fine  di  tra- 
durla con  più  naturalezza  in  linguaggio  comune,  si  desume 


e quindi  la  regola:  che  per  integrare  il  prodotto  di  una  quan- 
tità costante  per  una  potenza  costante  di  una  variabile,  c pel 
difierenziale  della  stessa  variabile  , o più  brevemente:  per  in- 
tegrare un  monomio  differenziale  algebrico,  basta  aumen- 
tare in  esso  r esponente  della  varimilc  di  una  unità , e 
dividere  ciò  che  ne  risulta  per  ! esponente  così  aumenta- 
to , e pel  dffercnziale  della  variabile. 

408.  Tra  gli  esempi  di  monomi  difierenziali  che  si  potreb- 
bero addurre,  ci  contentiamo  del  seguente  di  forma  frazionaria 


che  per  essere  il  più  semplice  integrale  algebrico  di  un  dif- 
ferenziale frazionario  , torna  utile  il  tradurlo  in  regola  astrat- 
ta : /'  integrale  di  una  frazione  il  cui  numeratore  pareg- 
gia il  differenziale  della  radice  guadrala  del  denominato- 
re, è uguale  a meno  l’unità  divisa  per  la  stessa  radice. 


y>  VIU*  * I / fA 

max  dx  = ax  ; 


fmax'”^^  dx  = mfax”'’~^  dx  , 
dunque  mfax”^' dx=ax”' , e quindi Or 


(A) 


./  x"  -”-*-1  («-l)x"-‘ 

Un  caso  particolare  di  questo  esempio  è quest’ altro 


■rfx  x-"-^‘  I 

— =fx  dx  = = 

n n-l-l 
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409.  La  regola  dei  monomi,  ossia  la  formala  ^A)  è in  difoUo 
nel  caso  singolare  in  cui  m=  — 1,  perchè  allora  dà  per  ri- 


sultalo ~ , in  vece  di  dare  una  funzione  di  x.  Ma  per  questo 


caso  abbiamo  direttamente  fax  dx=  j'^~—aj*^=^alx. 


in  virtù  del  n.“  ; onde  possiamo  affermare  con  una  re- 

gola speciale;  che  t integrale  di  un  monomio  differenziale 
algebrico  in  cui  /’  esponente  della  variabile  è — 1 , si  ot- 
tiene cangiandovi  la  variabile  nel  logaritmo  neperiano  di 
essa , e sopprimendone  il  differenziale.  Può  anche  direi  , 
e gioverà  molto  il  ricordarsene  : che  /’  integrale  di  una  fra- 
zione il  cui  numeratore  è il  differenziale  del  denominato- 
re  , pareggia  il  logaritmo  neperiano  del  denominatore. 

Alerila  nondimeno  di  essere  notalo,  che  ancora  questo  caso 
di  eccezione  può  desumersi  dalla  regola  generale  dei  mono- 
mi, scrivendo  («.  403)  l’integrale  di  ax”*dx  sotto  la  forma 


m -H  l 


Infatti  , osser\'ando  che  questa  espressione  dà  l’ integrale  di 

ax”*  dx  pei  valori  di  m comunque  vicini  a — 1 , potremo 
cercare  quello  che  prende  quando  m-=  — 1 , riguardandola 
come  una  funzione  di  m.  Or  colla  regola  data  nel  n."  144 
si  ha  bentosto  per  »»  = — 1 : 


0 

ni  -t-  1 0 


Ix  — ac”^'  tc 
l 


alx  — ale  : 


il  che  si  accorda  benissimo  col  risultato  precedente,  (a) 


(a)  È anche  utile  osservare  ( perche  in  seguito  si  presenterà  di  bel 
nuovo  ) il  sintonia  col  quale  si  annunzia  il  cangiamento  di  natura  che 

subisce  la  forinola  , o piuttosto  l’altra  , pel  ca- 

so  in  cui  m = — 1 , nel  quale  di  algebrica  diviene  trascendente:  e 
vogliam  dire  ebe  la  medesima  risulta  da  principio  inGnila,  o piuttosto 
che  prende  una  forma  indeterminata  ; cosicché  per  trovarne  il  valor 
vero  e di  natura  diversa  , bisogna  far  uso  delle  regole  che  all’  uopo 
furono  date  nel  capitolo  XIV  del  Calcolo  differenziale. 
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410.  Non  vi  ha  duntjue  monomio  difTerenzialc  algebrico, 
che  non  possa  integrarsi  mediante  1’  una  o F altra  delle  dette 
regolo  ; e lo  stesso  dee  ritenersi  per  nualunquc  polinomio 
difTerenzialc  algebrico , stante  il  primo  dei  principii  stabiliti 
nel  11."  401>.  Ala  oltre  a ciò  , sovente  possono  integrarsi  an- 
che taluni  difTcrenziali,  che  nò  sono  monomi  nò  equivalgono 
a polinomi , ma  che  si  riducono  a monomi  o a polinomi  me- 
diante un  convenevole  cangiamento  della  variabile. 

Sia  per  esempio  il  difTerenzialc  Ax”' dx  ( a-\-bx'  Y . Que- 
sto non  equivale  ad  un  numero  finito  di  monomi  in  ar , se 
non  quando  p si  suppone  intero  c positivo  ; nondimeno,  se 
Tosse  m = n — 1 , ridurrebbesi  ad  un  solo  monomio  in  z 

(qualunque  si  fosse  il  valore  di  p)  facendo  a -f-  bx"  =z,  e 
quindi  nbx‘~' dx  = dz.  Per  tal  caso  dunque,  non  raro  a 
presentarsi , avremo 


rÀx"~' dxiaA-bx"  ) ^ — f~^d~  — — .<4(a-hl)x 

fAx  dx{a+bx  ) — 

ma  pur  facile  ad  incontra- 


c nel  caso  anche  più  semnlice 
re  , che  fosse  p = — 1 , la  medesima  sostituzione  ci  darebbe 


Ax'  ’ dx 
Q^^bx 


±^lz^±l(a  + bx”). 


Oltre  a ciò , osservando  che  la  cosa  procederebbe  afiatlo 
nello  stesso  modo  , quando  anche  nei  differenziali  espressi 
in  z la  c vi  rappresentasse  qualunque  funzione  di  x,  sia  al- 
gebrica sia  trascendente  , potremo  affermare  che  quando  un 
differenziale  si  può  risolvere  in  due  fattori,  uno  dei  quali 
presenta  una  funzione  qualunque  innalzata  ad  esponente 
costante  , e V altro  astrazion  fatta  dal  coefficiente  è il  dif- 
ferenziale di  tal  funzione,  si  potrà  eseguire  l’ integrazione 
colla  regola  generale  o di  eccezione  dei  monomi , secondo 
che  il  detto  esponente  sarà  diverso  o lo  stesso  che  — 1 , 
licne  inteso  che  nell’  uso  di  tali  regole,  si  applichi  alla  fun- 
zione ciò  che  in  esse  ò detto  riguardo  alla  variabile. 

411.  Per  la  formala  più  generale 


Ax”'dx{a-\-bx''--\- 

dove  supponiamo  che  p sia  intero  c positivo , non  ò punto 
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necessario  il  cangiamento  della  variabile  per  compiere  l’ in- 
tegrazione in  termini  Uniti , potendo  sempre  clFuttuarsi  la  po- 
tenza del  polinomio  a -j-  bx' -f-  . . . Ma  se  avendosi 
per  esempio 

dx  {a  bx)^  1 

fosse  anche  m un  numero  intero  e positivo  , e inoltre  que- 
sto numero  fosse  minore  di  /? , i’  operazione  della  integra- 
zione tornerebbe  più  breve,  cangiando  la  variabile  x nell’al- 
tra z mediante  l’equazione  a-\-bx  — z\  poiché  da  questa 
desumendosi 


X 


, c quindi 


il  differenziale  proposto  si  volterebbe  nell’ altro 


A 

^m-+- 


chc  sviluppato  costa  di  un  minor  numero  di  termini , inte- 
grati i quali  si  restituirebbe  a z il  valor  primitivo  a -f-  bx. 

11  praticato  cangiamento  di  variabile,  che  è soltanto  utile 
nell’  esposto  caso  , diviene  come  necessario  qu^mdo  m è in- 
tero e positivo  senza  esserlo  p.  Ma  quest’  altro  caso , nella 
ipotesi  che  p sia  intero  e negativo  non  è che  un  caso  molto 
particolare  dei  fratti  differenziali  razionali,  chequi  appresso 
andiamo  ad  integrare  completamente. 

412.  Nel  capitolo  XllI  del  calcolo  differenziale  abbiamo 
dato  il  modo  ai  spezzare  una  funzione  fratta  e razionale  di 
X , il  cui  numeratore  fosse  di  grado  inferiore  a quello  del 
denominatore  per  rapporto  ad  x , in  altre  funzioni  fratte 
della  forma 


Mx  -t-  N 


M.r- 


(a:  — «)"  -t- 1*”  ’[(  ir J" 

alle  quali  frazioni  va  inoltre  unito  un  monomio  costante,  o 
un  polinomio  in  x,  quando  nella  frazione  proposta  il  grado 
del  numeratore  è uguale  o maggiore  di  quello  del  denomi- 
natore. Dunque,  avendo  provveduto  mercè  le  cose  precedenti 
alla  integrazione  di  questo  monomio  o polinomio  mollipli- 

42 
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eLkjiejsti 


••alo  per  dx , a coniptore  l’ integrazione  del  proposto  dilTe- 
reuziule  non  ci  resta  che  integrare  le  frazioni 

Adx  Adx  {Mx-\-N^dx  (i)Ix-^N')dx 

’ (ar  — «)"  ’ (*  — j”* 

Per  la  prima  abbiamo  immediatamente  {«.  409) 

/ = A — Al{x  — a). 

413.  Por  la  seconda,  ponendo  x — zz=3,  si  ha  dx=dz, 
c quindi  ( n.  408  ) 

^ Adx  pAdz  A A 

J {x—af~J  a"  ~ (n— (a— 1)  (x-a)"— 

414.  La  terza  frazione  è la  stessa  che 

M{x — *)  dx-i-( -Vx-irN)  dx  _ ,lf(x  — x)dx  . ( .ìTx  JV)  dx 
(X  — tx  — (X  — .)•-+- fi*’ 

c queste  due  si  possono  anche  scrivere  sotto  le  forme 


M 
2 ' 


2 ( X — x)  dx 


;,(zJ/*  + 7V)- 


</  ( X » ) 


(X— *)*-H,i*  ’ ' ‘ ' (x  — x)*-ì-p* 

Scritte  a questo  modo  , abbiamo  per  la  prima  ( ».  409  ) 

p.)t{x-x)dx  _M  ^2{x  — x)dx  _£/r/_  ,x.  I fl.i. 

y (j, 2^  (x-a/-+-,J*  ) +P  i> 

in  quanto  poi  alla  seconda  , osserviamo  che  il  fattore  varia- 
bile Jiflorisce  da  ■ . lr^lnnc  che  si 

(x — »)•-•- ri*  x*-H«* 

veggono  sostituite  x — *c  /9  ad  x e a;  ma  sappitimo  dal 
u."  Ì56  che  nel  cerchio  di  raggio  a , 

, . n*</x  . p dx  Arcl.iiix 

rt.  Are  tan  X = — — -,  e quindi  — - = ; — , 

dunque  in  questa  formola  cangiando  x ed  « in  x — * c |3, 
sarà  , nel  cerchio  di  raggio  p , 

d(x  — *)  Are  lai!  ( X — ») 


fx 


c però  avremo 

»(  .ÌIx  4-  A ) dx  lUx  4-  A 


A 


\rc  lan  { x — %), 


OigitizG-- 
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0 plultoslo 


fi 


( Mm  -4-  iV'  ) rfx  Mx  - 


■N  . 3-  — » 

— are  lati 


rapportando  l’arco,  secondo  l’uso  comune,  al  cerchio  di 
raggio  1 , mediante  la  formola 


Are  tan  ( X — a ) = /3  are  tan 


(a) 


Unendo  ora  insieme  i due  integrali , avremo 


y 1+ 


Mx-\~y  X — 

are  tan 


formola  dalla  quale  si  scorge,  che  l’integrale  del  differen- 
ziale  frazionario  avente  por  numeratoro  un  binomio  di  primo 
grado  , e per  denominatore  un  trinomio  duplice  reale  , fh) 
si  compone  generalmente  da  due  trascendenti , uno  logarit- 
mico e r altro  circolare,  (c) 

41ì>.  Finalmente  passando  alla  quarta  frazione  , abbiamo 


{Mx-^N)dx  M{x  — x)dx  ^ {Mx-i-y)dx 


ma  la  prima  di  queste  parti  , potendosi  scrivere  sotto  la  for- 
ma — 3.)dx.[{x — ci  presenta  due 


(a)  Qups'.a  forinola,  dovo  farobbn  permesso  mutare  la  caratiprislira 
tan  nelle  altro  sen , eoa,  ce.  è una  conscgiipnza  della  projiorzionalilà 
degli  archi  simili , e delle  loro  linee  Irigonometricbc  ai  raggi  ; e noi 
abbiamo  indicati  gli  arcln  dei  due  membri  colle  caratteristiche  j4rc  ed 
are  per  significare  che  il  raggio  del  primo  arco  vien  espresso  da  una 
lettera  , cioè  da  , e quello  del  secondo  dall'  unità. 

(b)  Cosi  alcuni  chiamatio  la  forinola  ( a;  — » )*  -4-  ^5’  , da  che  sebbene 

reale,  rappresenta  il  prodotto  dei  duo  fattori  immaginari  x — »-4-j3U' — 1 
cd  X — » — ^ l/—  1 . 

(c)  Questo  integrale  potevasi  ;:nche  trovare  col  cangiamento  della 
variabile,  ponendo  x — » = = , o meglio  ancora  x — x = j3s;  ma  noi 
abbiam  vointo  mostrare  come  alcune  volte,  senza  cangiar  la  variabile, 
il  differenziale  proposto  si  trasforma  in  modo  clic  torni  composto  per 
rapporto  a qualclic  foiuione  di  x,  enme  è composto  rapporto  ad  x 
iin  differenziale  di  cognita  primitiva  ; dopo  di  che  , sostituendo  quella 
fiiniiione  ad  x in  questa  primitiva,  si  ha  nel  risultalo  f integrale  richiesto. 
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fallori , uno  dei  quali  è una  funzione  innalzata  all’ esnonen- 
(e  — n diverso  da  — 1 , e l’ altro  , astrazion  fatta  dal  coef- 
ficiente M c il  differenziale  di  tal  funzione  ; dunque , senza 
più  , colla  regola  enuuziata  nel  n."  410  avremo  per  tal  parte: 

j'  M{x  — 3.)dx  ^ 


2(„_1)[(x-.)*-ì-,3-] 


a 1» — I 


Riguardo  poi  alla  seconda  parto,  essa  col  porre  x — y^=l3z, 
donde  x = *-\-  (2z  , e dx  = (3dz  , si  cangia  nel  prodotto 

( — ^ quistione  riducesi  ad  inte- 

I ( 1 • 

grame  il  secondo  fattore,  A tal  fine  essendo  identicamente 


dz 


( s*  1 ) </=  — iVs  _ 


dz 


z'dz 


{z'  + lf 


\f 


z'dz 


(B) 


( S*  -I-  1 )" 
sarà  del  pari 

rfs  p dz  p 

( S*  -t-  1 )”  »/  ( S*  -t-  I y ( 5*  -t-  1 )'* 

Il  primo  di  questi  due  integrali  è più  semplice  del  ri- 
chiesto , in  quanto  l’esponente  del  binomio  s*-|-  1 vi  si  trova 
diminuito  di  una  unità,  e noi  sappiamo  che  sarebbe  cognito 
ed  espresso  (n.  53)  da  arctanz,  se  fosse  propriamente  1. 
Vale  dunque  la  pena  di  cercar  di  ridurre  ad  un  integrale 
consimile  anche  il  secondo  : e ciò  basta  per  accennare  alla 
integrazione  per  parti.  11  tipo  di  questo  metodo  è la  formula 

ftidv  — uv  — fvdu  , (P) 

c nell’uso  della  medesima,  come  lo  abbiam  detto  nel  n.” 406, 
il  differenziale  proposto  , che  si  fa  corrispondere  a udv,  vuol 
essere  decomposto  in  due  fattori  tali:  1.”  che  quello  il  quale 
corrisponde  a dv  si  sappia  integrare  , 2.°  che  sia  vdu  più 
semplice  di  udv.  Ma  supponendo  nel  caso  nostro 

u==.z,  e dv  ~ — — — =zrfz.(  z’-f- 1 

I 

si  ha  du=dz,  e pel  n.‘’410,  v = 


2 ( n — 1 ) ( z* -4- ! 

dunque  trovandosi  adempiute  le  dette  due  cundizioai,  la  sostilu- 
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zione  di  questi  valori  nella  forinola  (P)  ci  darà  con  vantaggio 
'"■Vs  a , t /•  </s 


[)«— i"^2(n— 1)^^ 


1)"  2(n— l)(a’+l)"“*  ' i)t/ 

e sostituendo  in  (B)  questa  espressione  del  suo  ultimo  inte- 
grale , avremo  la  formula  di  riduzione 

r ■= ! + (11) 

2(n— 1)  (a*-l-l)''~‘  2(h— 1),/ i 

Coir  USO  di  essa  ognun  vede  che  si  fa  dipendere  l’integrale 
cercato  da  un  altro  della  stessa  natura,  ma  dove  l’esponente 
di  s*  -f-  1 trovasi  diminuito  di  una  unità  ; onde  si  desume 
che  nella  stessa  formola  cangiando  successivamente  n in  n — 1, 
in  « — 2,  in  n — 3,...  e finalmente  in  2 , i nuovi  inte- 
grali cui  si  ridurrà  il  dimandato  saranno 

p dz  p dz  p dz  p dz 

J (S-+1)"— “ ’ 

r ultimo  dei  quali  sappiamo  essere  are  tan  z.  (a) 

Trovalo  cosi  l’integrale  / , in  esso  si  soslitui- 

«/(s'-Hl)" 

rebbe  ^ — ~ à z , c il  prodotto  di  ciò  che  ne  risulta  per 
1/  ^ 

■■■-■  — , aggiunto  ad  (A)  sarebbe  finalmente  l’ integrale  del 

pn — 1 

differenziale  proposto,  cioè  del  differenziale  frazionario,  avente 
per  numeratore  un  binomio  di  primo  grado  , e per  denomi- 
natore un  trinomio  duplice  reale  elevalo  a potenza. 


(a)  La  formola  di  riduzione  (R)  farebbe  dipendere 


dz 

-+-  1 )" 


=/,/=  = = 


nel  caso  singolare  di  n = 1 , se  allora  non  prendesse  la  forma  ind*- 
lerminala  od— oc.  Ecco  dunque  un  altro  esempio,  in  cui  una  fnnnone 
dovendo  cangiar  natura  (poiché  di  algebrica  diviene  circolare)  nel  darò 
ad  una  quantità  da  cui  dipende  un  valor  particolare  , assume  per  tal 
valore  una  forma  indeterminata  , della  quale  però  non  potrebbesi  tro- 
vare il  genuino  valore  colle  regole  del  capitolo  XIV'  del  Calcolo  dilIV- 
rcnziale  , a motivo  che  la  funzione  di  cui  si  tratta  è in  parte  soggetta 
al  segno  J. 
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In  conclusione  possiamo  affermare,  che  l’ inlegrazìonc  di 

3uaIsivoglia  differenziale  , razionale  e frazionario  , dipenda 
alla  risoluzione  dell’  equazioni  algebriche , la  quale  è indi- 
spensabile a fine  di  spezzarlo  in  oifTerenziali  parziali  ; e che 
r integrale  di  esso  può  sempre  esprimersi  con  funzioni  alge- 
briebe  razionali , e con  funzioni  logarilmicbe  o circolari. 

CAPITOLO  III. 

Integrazione  dei  differenziali  affetti  da  radicali  monomi , 
o da  radicali  quadrali  di  funzioni  di  1 .*  0 di  2."  grado. 

416.  Non  occorre  intrattenerci  dei  differenziali  irrazionali 
monomi  , nè  di  quelli  che  presentano  un  numero  finito  di 
simili  differenziali  , come  sarebbe 

(dii  -f-  Bx^  . . .jdx, 

quando  p fosse  intero  e positivo  ; perchè  la  loro  integrazione 
può  sempre  compiersi  in  termini  uniti , mediante  la  regola 
generale  o di  eccezione  dei  monomi  differenziali  algebrici 
(zz.*407  e 409).  A questo  riguardo  saremo  dunque  contenti 
di  segnalare  l’ esempio  del  più  semplice  fratto  differenziale 
irrazionale 


» 


die  presentandosi  spesso  merita  di  essere  tradotto  in  questa 
regola  speciale  : 

/’  integrale  di  una  frazione  il  cui  numeratore  è il  dif- 
ferenziale del  quadralo  del  denominatore , pareggia  il  dop- 
pio del  denominatore. 

417.  Dopo  ciò  i primi  differenziali  irrazionali  che  imporla 
considerare  , son  quelli  dove  «il  coefficiente  di  dx  è una  fun- 
zione fratta  di  monomi  lutti  o parte  irrazionali,  ossia  i diffe- 
renziali della  forma 
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ma  osservando  che  col  supporre  x = il  differen- 

ziale dx  torna  espresso  razionalmente  in  z , e i singoli  mo- 
nomi irrazionali  in  x divengono  razionali  in  z,  appare  ma- 
nifesto che  il  proposto  differenziale,  che  è irrazionale  in  x 
risulta  razionale  in  z ; onde  l’ integrazione  di  esso  potrà  com- 
piersi mediante  il  capitolo  precedente  , per  indi  sostituire  a 
z il  valore  irrazionale  in  x cavato  dalla  precedente  equazio- 
ne tra  X c z. 

418.  Tolti  cosi  di  mezzo  i differenziali  affetti  da  soli  ra- 
dicali monomi,  per  ordine  naturale  verrebbero  appresso  quelli 
che  racchiudono  radicali  binomi;  ma  i radicali  più  semplici 
e più  ovvi  a presentarsi,  essendo  quelli  di  secondo  grado  os- 
sia i radicali  quadrati , od  anche  per  questa  specie  di  ra- 
dicali , variando  di  gran  lunga  l’ integrazione  col  numero  di 
essi , o col  grado  della  funzione  ai  medesimi  soggetta  , noi 
supporremo  in  questo  capitolo,  che  il  differenziale  proposto 
non  contenga  se  non  radicali  quadrati  di  funzioni  intere  di 
primo  o di  secondo  grado. 

Sia  in  primo  luogo  \/a-\-bx  il  solo  radicale  contenuto 
una  o più  volte  nel  differenziale  proposto , la  cui  forma  ge- 
nerale sarebbe 


ilxj{ ar , 1/  a-\-  bx) 

quando  /*  indicasse  una  funzione  algebrica  e razionale  di  x 
e V'  a bx. 


Ponendo  V' a -\-bx=z,  si  ha  x = ~ 


c dx=: 


2zdz 


onde  col  sostituire  a dx  , ad  ar , e al  radicalo  V' a hx 
questi  valori  in  z , il  risultato  sarà  palesemente  razionale  ; 
e fattane  l’ integrazione  colle  teoriche  precedenti  , si  tornerà 

in  X surrogando  a ^ bx  a z. 

Cosi  per  esempio  si  trova 

fJxVa -f  ‘?^=?/zVz  = 1 z=>  = 1 V^{a  + bx  f , 
ed  ancora 


p dx  p% 

J a -‘r  bx  J ^ 


dz  ; 


■rZ  = -,V'a-\-bx-. 

o 0 
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conio  si  sarebbe  trovalo  colla  regola  del  n.”  410,  senza  ridurre 
i differenziali  alla  razionalità , che  è il  solito  ripiego  per 
r integrazione  dei  differenziali  irrazionali. 

419.  Supponendo  ora  che  il  solo  radicale  quadralo  esi- 
stente nel  proposto  differenziale  abbia  sotto  di  se  una  funzione 
di  secondo  grado  , consideriamo  da  prima  i differenziali 


t4-  Adx  ^ Adx 

1/fl’  — ’ xVb'x'  — a*  ’ 

che  s’ incontrano  spesso  , e che  aslrazion  fatta  dalle  costan- 
ti , somigliano  ai  differenziali 

dx  dx  dx 

l/l  — X*  ’ 1 -1-  ar”  ’ a-l/^»  _ i ’ 

di  cui  ci  sono  cogniti  gl’  integrali  ( n*  oi>  e 61  ). 

Con  un  poco  di  attenzione  si  vede  , die  ponendo  il  ter- 
mine variabile  dei  denominatori  eguale  al  termine  costante 
moltiplicato  pel  quadrato  di  una  nuova  variabile , cioè  a 
dire  ponendo 

b'x'  = , donde  bx  = az  , c quindi  bdx  = adz  , 


quei  primi  denominatori  si  cangiano  in  prodotti  di  fattori 
cosLanli  per  espressioni  falle  in  s , come  i secondi  denomi- 
natori son  fatti  in  x.  Avremo  dunque  facilissimamente 


Adx 

A p dz 

A 

d Vu'-b'x' 

t/  l/l ;• 

b 

y • Adx 

A p dz 

A 

J -t-  b'x' 

~abj 

ab 

p Adx 

1 

_A 

d x\/  b'x' — ti 

\ ^ 

bx 


A bx 

are  lan5=-7-arc  lan — 
b a 

A bx 

are  sec  — are  sec  — 
a a 


e basterebbe  cangiare  nei  secondi  membri  le  carallcrisliclic 
«en,  tan,  sec,  nelle  altre  eos,  col,  cosec,  quando  i diff^ 
renziali  soggetti  al  segno  f nei  primi  membri  fossero  negativi. 
420.  Parimente  , osservando  che  il  differenziale 


Adx 

|/  «*  j — b'x* 


non  differisce  dall’ altro 
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di  cui  sappiamo  l’integrale  (n,  61  ) , se  non  per  lo  costanti 
che  vi  si  contengono  ; e di  più  osservando  che 


l^a'T—6’x‘=óf/^^jr—T'=6l/^2xx—x\  dove  2»=^, 

potremo  cambiare  il  primo  differenziale  nel  prodotto  di  una 
costante  per  un  altro  differenziale  simile  al  secondo , col 
porre  x = »z.  Così  dunque  avremo  ‘ 


/'»  Mx  A p dz  A 

Vc^x — b'x*  V%z s®  ^ 


A U* 

e seii  V . z=— are  si'n  v . — x , 

u u* 


o pure , in  funzione  deff  arco  espresso  pel  coseno , 


A 

= — are  cos 
b 


421.  Sovente  per  integrare  i differenziali  irrazionali  senza 
prima  ridurli  alla  razionalità  ( che  siccome  vedremo  è l’ ar- 
tifizio più  generale)  giova  impiegare  l’integrazione  per  par- 
li. Così  per  l’integrale  di  dxV a'  — x' , che  s’incontra  in 
varie  applicazioni  importanti , abbiamo  ( n.  406  ) 


fdx . V a' — x'=xV a'  — x' 


X*dx 


ina  inoltre  abbiamo  identicamente 


|/a*  — ar* 


fdxVlF—fr'=rÌ^^^r:^^rf‘P  ^ 

l^a*— ar*  J t/),» — ’ 

dunque  , sommando  queste  due  equazioni  e dividendo  per  2, 
sfirà 


fdxV^^^- = I . 

^ V a'  — x' 

Ma  pel  primo  degl’integrali  trovati  nel  n.  419,  abbiamo 

X 

= are  sen  - : 
a 

dunque 

o*  — X*  = ^ l/fl*  — x'  ^ are  sen  - . 

À A Q 

43 
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422.  Il  (lifrcTcnzialc  </xl^c  + 2ix  — x' , che  è un  pocff 
più  generale  del  precedente , assume  una  forma  simile  a que- 
st’ultimo,  e si  cangia  ini  dzV'a-\-b' — z'  col  porre  a?= 
che  c la  sostituzione  adoperala  in  Algebra  per  liberare  una 
eipiazione  dal  2."  termine.  Dunque,  essendo  pel  n.®  precedente 

fdz  1/ a-f-A* — z;'=^l/ are  sen  — , 
avrem:) , sostituendo  x — b a z , 


fdxV^ a-t-2bx — a-{^2bx — x , 

f ji  JL 

423.  Colla  medesima  sostituzione  cangiandosi 

dx  dz 


a-hi*  x—ò 

are  scn- 


l/fl  -t-  2ÒX  — X* 

cd  essendo  pel  n.®  419  , 

fc  " 


m 


l/a  4-  _ s* 


: are  sen 


l/fl  A*  —*  s*  V' a -\-b' 

si  ha  pure  immediatamente 

/'•  dx  X — b 

- — ==  are  sen  — - — • 

V a-Jr2bx — ■ X*  V'a-^b' 


424.  Quando  riesce  malagevole  il  far  dipendere,  oil  trasfor^ 
mare  il  proposto  differenziale  irrazionale  , in  imo  di  quelli 
anche  irrazionali  truv.ili  ucl  Calcolo  differenziale , si  cerca 
di  liberare  dalla  irrazionalità  il  detto  differenziale  , essendo 
già  provato  che  concessa  la  risoluzione  dell’ equazioni  alge- 
hridie , non  vi  ha  differenziale  razionale  che  non  si  sappia 
integrare  in  termini  finiti.  Or  noi  andiamo  a vedere , che 
nel  caso  tolto  a considerare  in  questo  capilcdo , la  riduzione 
dei  proposto  differenziale  alla  razionalità  sia  sempre  possibile. 

La  forma  più  generale  del  radicale  che  produce  T irrazio- 
nalità in  quislione,  sarebbe  l/»-l-2,3x=ìi'>'X,  ma  essendo  iden- 
ticamente 


-f- 2^x  rt  j/- -1- 2 ^ X Ih  X’  , 
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potremo  dare  al  faltor  variabile  di  questo  prodotto  la  forma 
più  semplice  t/«  + ±:  ^ » dove  a = - , b = -;  e po- 

tremo scrivere  il  diflerenziale  di  cui  si  traila  sotto  la  forma 
drj'{  X ,V^ a 2òx  ±x*)  : 

bene  inteso  che  la  carnlterislica  f dinoli  una  funzione  alge- 
brica di  a:  e del  radicale.  Ora  l’irrazionalilà  di  questa  espres- 
sione si  farà  sparire  diversamente,  secondo  la  diversità  del 
segno  di  x*. 

Sia  primamente  il  segno  di  x'  sotto  il  radicale.  Dino- 
tando con  s un  altra  variabile , si  potrebbe  impiegare  una 
qualunque  delle  tre  sostituzioni  : 

l.'V a-\-2bx-\-x'=z±x , 2.‘  V' a-i-2bx-{-x*=y' a±xz , 

3.*  1/  a-i-2bx-i-x*=^l^  (x — A)(x — k)={x—-h)z , 

flett'uHima  delle  quali  hek  esprimono  le  radici  deirequazione 
che  nasce  fìngendo  eguale  a zero  il  trinomio  «4-2oar-}-ar*: 
infatti  ciascuna  di  tali  sostituzioni  dà  per  x,  e quindi  per 
dx , e pel  radicale espressioni  razionali  in  s ; ma  per  non 
incorrere  nell’  immaginario , si  eviterà  la  2.*  sostituzione 
quando  a è negativo , e si  eviterà  la  3.*  quando  le  radici 
hak  sono  immaginarie:  il  che  certamente  non  avverrà  quan- 
do a ò negativo. 

423.  Supponiamo  ora  che  il  segno  di  x*  sotto  del  radi- 
cale sia  il  — . In  tal  caso  non  si  potrà  impiegare  la  sosti- 
tuzione V a 2ÒX  — x'  — z±x,  analoga  alla  J.‘ , perchò 
non  ne  risulta  x razionale  in  z;  ma  se  a ò positivo,  si  puh 

bene  adoperare  la  sostituzione  ^a-{-2hx — x'  =^V'a±xz, 
analoga  alla  2.*  Quando  poi  a c negativo  , bisogna  ammet- 
tere che  le  radica  h a k cieli’ cciiiazione  che  nasce  fingendo 
eguale  a zero  il  trinomio  a -f-  2bx  — x*  sieno  reali , alfin- 

chò  il  radicale  a -^2hx — x*  sia  reale  esso  stesso  pei  va- 

lori reali  di  x compresi  fra  certi  limiti  ; ed  allora  non  resta 
che  la  sostituzione 

— x'=. V' ( X’—h){k  — x)  = {x  — k)z  , 

analoga  alla  3.*  delle  surriferite , c che  vale  altresì  quando 
« è positivo. 
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426.  Applichiamo  adesso  queste  IrasformazIoDi  ad  alcuiK 
esempi , c sia  il  primo  l' integrale 

n dx  \ p dx  , t.  , & 

/ ^ =—  ! j dove  a=-,6=-- 

»-+-2fix-t-rx*  V pf  V a-f-2AjH-x*  ^ ^ 


Per  esso  la  sostituzione  i/o  -|-  2^^  x'  — x ci  dà 


z* — a , s*-t-2^;-t-a 

onde  si  ha  immediatamente 


dz , 1/ a-\-‘2bx-\-x* 


r - f..:--=°/^=/(à+g)=/(à-|-3:4- 1/ o+2àa:+a:*). 

Questa  forn)ola  è per  se  stessa  notevole  , e dalla  mede- 
sima col  restituire  ad  o e ^ i loro  valori  in  «,j3,y,  e con 
risolvere  1'  espressione  che  torna  soggetta  al  logeiritmo  in  due 

tallori  , uno  dei  quali  sia  — si  ottiene 

V y 

f,  : 

l/y  '|/y  / 1/^  l/y 

risultato  in  cui  si  può  omettere  senza  errore  il  termine  ultimo 
e costante , il  quale  allorché  si  tratta  dell'integrale  comple- 
to , mtcndesi  compreso  nella  costante  arbitraria. 

E visibile  che  da  questa  forinola  non  meno  che  dalla  pre- 
cedente si  desume  l' altra 


fi 


dx 


|/T 


■.I{x  + V"l-\-x'), 


che  è pure  un  integrale  ovvio  ad  incontrare. 

427.  Colla  medesima  sostituzione  e condotta  di  calcolo , 

r integrazione  del  differenziale  dxl^a-\-2ùx-{-x*  riuscirebbe 
molto  lunga  ; ma  non  sarà  cosi  adoperando  alcuni  artiCzi 
utili  a notare.  Osserviamo  da  prima  che 

f/«  -f-  2ÒX  -f  x'  = [/a  — ò'  + {ò  + xy  , 
onde  col  porre  a — b'  — c,  e à-fa:  = y,  sarà  ; 

dxV a -\-2bx x' ^idìj^e if.  ; 
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Dofk)  ciò  adoperando  la  sostituzione  l/c-|-y*  = z — e 
senza  prima  esprimere  y in  z sostituendo  z — ^ al  radicale, 
si  ottiene 


f(ly\/ c + }/'—fdy{z—y)=fidy—fydy=^fzdy—\^  ; 
ma  l’integrazione  per  parti  ci  dà  fzdy=zy — fydzi  dunque 


fdyV  c -f  y'  = zy  — \y'  —fydz. 

Ora  è qui  dove  per  integrare  ydz  toma  opportuno,  se  non 
pure  necessario  , lo  scrivere  per  y il  valore  razionale  in  z 

che  si  desume  dalla  sostituzione,  il  quale  essendo  — , 

avremo 


Dunque  sostituendo  a fydz  questo  valore  nell’  equazione  pre- 
cedente , e riponendo  y -j-  V c -\-y'  in  vece  di  z , si  avrà 
dopo  le  ovvie  riduzioni. 


p/e  + = I V/I+7  + i / ( y + l/J+7 ) - 

Questa  formola , dove  senza  errore  si  può  omettere  il  ter- 
mine ultimo,  merita  attenzione;  e da  essa  col  restituire  a o 
ed  %j  i valori  a — ò*  e ò -f-  ar , si  desume  immediatamente 
r altra  più  generale  , da  prima  proposta , 

ri/  c4-2^x+a:*=Jif  a:-}-  Va^Ux-^-x’) . 

428,  Per  dare  anche  un  esempio  della  sostituzione  indicala 
sul  finir  del  u."  425,  e per  aver  occasione  di  fare  utili  osserva- 

• • • • dx 

zioni  e riduzioni,  cercheremo  rintecrale  di  . 

-—1^ 

che  abbiamo  altrimenti  trovato  , c sotto  forma  ben  sempli* 
ce , nel  n."  423. 

La  detta  sostituzione  essendo 


1^0  + 2^ar  — x'=.V{x  — A)(A  — x)  = {x  — h)z  , 
se  ne  desume 


c quindi  si  ha 
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dx 
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\ ys*-M 


-2arctan; 

Va-Jr%bx—3*  t/s  -M 

ma  sappiamo  dalla  trigonometria  che 


-2  are  tan 


\/\ 


g—  h * 


2arctan 


are  tan- 


^V(x—K){k—x)_ 


•arcta» 


21/  (;r — h){k — x) 


2x — (A-hi)  ~ À-hA — 2x 

ed  è noto  dall’  algebra  che  4 + A = 2A  ; dunque  , avendo 
riguardo  all’equazione  (ar — 4)(A — x)=a-^2óx — ar*,  sarà 

1/  a-l-2^ — X*  i—x 


fi 


dx 


1/  a-+-26x — X* 


: are  tan  • 


6 — X 


■■  are  cos- 


V'  a-*-b* 


Questo  risultato  non  sembra  conforme  a quello  che  si 
potrebbe  avere  dalla  formola  trovala  nel  n.®  423,  desumendo 
il  coseno  dal  seno  ; ma  ciò  non  accenna  altrimenti  all’ er- 
rore , potendo  uno  stesso  dilfcrenzialc  corrispondere  a due 
funzioni  che  differiscono  di  una  quantità  costante:  e infatti, 

jse  all’arco  qui  espresso  p«l  coseno  si  aggiunga  3^,  e si 

ponga  mente  etc  in  generale  sen  (f-fsO-  - — cos/j , la 

£omma  dei  due  archi  avrà  per  seno  l’espressione 

identica  a quella  del  citalo  n.” 

429.  Dopo  ciò,  se  si  cercassero  gl’ integrali 


X — b 


l/o-+-à* 


f{  A Bx)dx  I/o  4-  24a:  ^ af  , /- 

V l 

itastcrebbe  spezzare  il  primo  nei  due 


• ( A+Bx)  dx 
l/«  -+-  2bx  *• 


f{A±iBh)dx\/ a-\-2bx-i-j!‘  -\-f  B{x^zO)dxV' a-\-2bx^x* , 
ed  il  secondo  nei  due  altri 

{ A-ì-  Bb)  dx  , B p2  {x'^b')dx 


Hb)dx  p2{ 

J \/ a->t-2bxZ^  t*  ^‘'l/a 


• 2bx  -j-  X* 

potendosi  avere  le  prime  parli  di  queste  due  somme  dalle 
formolc  precedenti , e le  seconde  parti  dalle  regolo  date  nei 
n.'  410  e 416. 
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430.  Finalmente , per  non  lasciare  iriaEpplicata  la  seconda 
delle  sostituzioni  notate  nel  n.”  42o  , faremo  )'  integrazione 
de)  differenziale 

— ^ , analogo  all’  altro  — ^ , 

ar  1^0*  — À*x*  X 1/  ^ 

integrato  per  archi  di  cerchio  nel  n.°  419  ; e per  questo 
esempio  non  sembra  esservi  sostitiuione  più  acconcia. 

Di  fatti , ponendo  , analogamente  alla  citata  sostituzione  / 

Va'  — l/ai^=*a-^bxz,  si  ottiene  Òx=2az-~~bj:z',  (1) 

da  cui 

bdx  ==  iodi  — * bi'dx  — « %bxzAt , ossia  ó(  1 -f*2*)«tr=s^(o — bxz)di. 
Quindi  sarà 

dx  dx  2dz 


l/? 


a — bxz 


ma  dall’equazione  (1)  si  ha  £■■ 


b{\-\ 

dunque  dividendo  (2)  per  (3) , avremo 

dx  dz 

I f/a*  — b*3^ 


^(1-Ha*)  ’ 
2ai 


(2) 

(3) 


e quindi 


/n 


dx 


1 , 1 ,a  — Va'  — b'x* 

:-lz  = - l 

a a bx 


431.  Esaurita  con  ciò  che  precede  T integrazione  dei  dif- 
fcrefiziali  affetti  da  un  solo  radicale  quadrato  di  una  fun- 
zione intera  di  1.”  o di  2.“  grado  , converrebbe  passare  al 
caso  in  cui  di  tali  radicali  ce  ne  avesse  più  di  uno.  Ur  quando 
vi  sono  due  radicali  quadrati  di  binomi  al  l.°  grado , po- 
nendo r un  di  essi  eguale  ad  una  nuova  variabile , la  quan- 
tità soggetta  a r altro  diviene  di  2."  grado , e si  ricade  per 
tal  modo  nel  caso  di  un  solo  radicale  quadrato  di  una  fun- 
zione infera  di  2.''  grado;  ma  se  dei  due  radicali  quadrati 
und’è  affetto  il  differenziale  , uno  abbia  sotto  il  segno  un 
binomio  al  1.®  grado,  e l’altro  un  trinomio  di  2.®  grado, 
o pure  tutti  due  contengano  sotto  il  segno  funzioni  di  2.* 
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grado , allora  facendo  sparire  un  radicale  colle  sostituzioni 
opportune  e innanzi  dichiarate , la  quantità  soggetta  all’  altro 
salirà  al  4.°  grado , e la  discussione  importante  e dilicata  di 
questo  caso  è quella  che  forma  il  soggetto  del  capitolo  seguente. 


•CAPITOLO  IV. 

Integrazione  dei  differenziali  affetti  da  un  radicale 
quadrato  di  un  polinomio  al  4."  grado. 

432.  Sia 


+ j3a:  + yx'  + + ex^  = R 

il  solo  radicale  ond’è  affetto  un  differenziale  in  x:  e il  coef- 
ficiente di  dx , supponendosi  funzione  razionale  di  x ed  R, 
non  potrà  avere  una  forma  più  generale  di 

v-\-vR 
U-\-FR  ’ 

ammettendo  che  u , v , U , esprimano  funzioni  razionali  e 
intere  di  r.  Ma  questa  frazione , moltiplicata  e divisa  per 
V — yR  si  cangia  in 

Uu—FvR*  Uo—Fu„ 

£/•  __  + u*  — F'R'  ^ ’ 


e questa  espressione  equivale  & f{x)  F {xfR,  supponendo 
chcf{x)  e F{x)  sieno  funzioni  razionali  di  x:  dunque,  es- 
sendo dxf{x)  un  differenziale  razionale , e con  ciò  di  nota 
integrazione,  il  problema  si  troverà  ridotto  a dover  integrare 
Rdx  F (x) , dove  F {x'^  indica  una  funzione  razionale  di  x. 
433.  Per  rendere  più  semplice  il  radicale  R , dinotiamo 

con  y un’altra  variabile,  e poniamo  x = a fine  di 

1 -1-  y ’ 

disporre  di  4 e A;  in  modo  a far  sparire  nel  polinomio  in 
che  si  cangia  R*  le  potenze  dispari  di  ^ , e ciò  con  valori 
reali  di  A e A. 

Dette  a ,b  , e ^d  le  radici  dell’  equazione  ^*=0,  il  po- 
linomio R'  è identico  ad 

({x  — a){x  — 6)(x  — c){x  — d), 
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e con  sostituire  ad  x il  suddetto  valore  in  y diviene 
« \h—a-+-{k—a)y\  [4 — 4-f-(4 — 4)y]  [h — c-\-(Jc—c)y\ [4  | {k — d)^] 


quindi  si  faranno  svanire  da  questa  espressione  le  potenze 
dispari  di  y , determinando  h e k coll’  equazioni 
(Ji—a){k—b)  (4— 4)(4— a)=0  , (4— c)(4— </)  -f-  (4— </)(4— c)=0  f 
ossia , elfctluando  in  parte  le  rtioltiplicazioni  , 

2AA — (fl+4)(A+A)+2oi=0  , %hk — [e-\-d){h-\-k)-{-2cd=0 . 
Or  da  queste  desumendosi 


h k -. 


2 ( «4  — ed) 
a~\~b  — (c-4-rf) 


ed  hk- 


ab{c-\-d)  — ed  { a ->rb) 
a + 4 — (c4-rf) 


avverrà,  per  la  nota  composizione  dell’ equazioni  di  secondo 
grado  , che  h e k saranno  quantità  reali,  se  tali  saranno  i 
valori  di  h k ed  hk , e se  inoltre  sarà 

(i+*)--4/^>0  , „«ia  '(C) 

ma  nel  caso  in  cui  lo  radici  a , ò ,c  ,d  son  reali , le  due 
prime  di  questo  condizioni  sono  visibilmente  adempiute,  e 
per  convincersi  che  lo  sia  pure  la  terza  Iwsta  supporre  che  i 
simboli  a , b , c , d esprimano  le  radici  per  ordine  di  gran- 
dezza : dunque  si  può  esser  certo  che  in  tal  caso  n e k 
sicno  reali. 

Nel  caso  di  duo  radici , per  esempio  a c b , immagina- 
rie  , sappiamo  che  debbono  aver  lo  forme  f g ^ — 1 ed 

f — g\/  — 1 ; onde  siccome  la  somma  e il  prodotto  di  que- 
ste espressioni  sono  reali  , saranno  anche  reali  i soprascritti 
valori  di  h -f-  k ed  hk  ; ma  oltre  a ciò  la  condizione  (G) 
si  cangia  in 

[2/-(c-+-rf)P  ’ 

che  è visibilmente  soddisfatta  ; dunque  anche  in  tal  caso  h 
e k sono  reali.  Al  modo  stesso  proverebhesi  che  h e.  k son 
reali  nel  caso  di  tutte  le  radici  immaginarie. 

434.  Per  verità  sembra  fare  eccezione  il  caso  in  cui  fosse 

44 
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a b — e -]r  d,  perchò  allora  i valori  di  A -f  ^ ed  /ufc  di- 
vengono inQniti  ; ma  allora  essendo 

/f*=€[ar* — (a-f-b)a:-l-a6][x‘ — (o-f-i)ar-|-e</] , 


basterà  porre  x = — j-  y , per  far  sparire  la  potenza  pri- 

ma di  v dai  valori  che  prendono  i singoli  trinomi  in  x , 
c quindi  Ji”. 

43S.  Un’  altra  eccezione  si  predata  pel  caso  di  a^c , 
b — d,  perchè  allora  i valori  di  h-\-  h ed  hk  prendono  la 

forma  ma  ognun  vede  che  allora  il  polinomio  JR*  è un 


quadralo  perfetto , onde  il  proposto  diflcrcnzialc  torna  ra- 
zionale. 

436.  Colla  sostituzione  precedente  il  radicale  ^ c il  dif- 
ferenziale Rdx  F {x)  risultano  della  forma 


1^*.  -f'  7.?/  4-  «i.»/’  = > 


ed  RJy^iy),  o g , 


dinotando  ^(y)  una  nuova  funzione  razionale  di  y.  Ma  per 
essere  una  funzione  razionale  di  y , non  può  que- 
sta funzione  avere  una  forma  più  generale  di  > dino- 

tando s , t , S , T funzioni  pari  di  y , e quindi  nv^tiplicata 
o divisa  per  S — Ty  cangiasi  nell’ altra 
Ss—Thj*  Sl—Tt 

s*—TY  s*  — r*y*  ^ ’ 


che  possiamo  indicare  con  F^iv') -\-fy{y'‘).y -,  dunque  può 
dirsi  che  il  differenziale  Rjdy9[y)  equivalga  all’  insieme  dei 

due  F, {>/*).—  , e ma  l’ integrazione  di  que- 

st’ ultimo  può  tenersi  cognita  dietro  le  teoriche  del  capitolo 
procedente,  perchè  facendo  ij' = ^ e quindi  ydy  = dl, 

(*sso  risulta  affetto  da  un  radicale  quadrato  di  un  trinomio 
al  2."  grado  ; dunque  non  resta  a provvedere  che  alla  in- 
tegrazione del  differenziale  Ft(y').^ , dove  Ft  cd  sono 

amendue  funzioni  pari  di  y. 

437.  Ora  introducendo  convenevolmente  un’  altra  varia- 
bile z , faremo  vedere  che  R'^  può  sempre  ridursi  alla  forma 
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(l±:pV)(l±yV)  = ^\, 

nel  senso  che  i lerniini  p'z*  e yV  sieno  preceduti  da  un 
medesimo  segno. 

Infatti , non  contenendo  potenze  impari  di  y , e sa- 
landosi dall’  algebra  che  ogni  polinomio  di  4.”  grado  a coef- 
licienli  reali , si  può  decomporre  in  due  fattori  reali  di  2.* 
grado , sarà  lecito  supporre 

^,  = ( m -I-  ny*  ) ( »i'  -f  vly'  ) , 
dove  m,n  ,m' ,n'  esprimono  quantità  reali.  Dunque  ponendo 

tn  ( ffi'  -+-  n'tj*  ) mV  m'  n'y*  ’ 

la  variabile  z sarà  reale  insieme  con  y , e si  avrà  per  va- 
lore di  y'  in  s * 

mzb'nl/H-2(2nj'n— 

2n  ■ ■ 

Inoltre,  la  seconda  dell’ equazioni  (L),  liberata  da  radicali  e 
da  rolli  diviene  »i*a*  ( m'  -|-  n'xf  ) = y«  ( /«  -f.  , e il 

diltercnzialc  di  questa  ci  dà 

y^y 

WS  ( m!  ■+■  n'y'  ) w H-  2ny*  — n'w‘s*  ’ 

ma  per  la  prima  dell’ equazioni  (L)  si  ha 

ÌL~dy.  _ ydy 

y WS  ( w'  -+-  n'y*  ) ’ 

dunque  sarà 

dy mdz 

Ri  W-h2/i_y*  — h'w’s*  ’ 

o vero , sostituendo  ad  y*  il  suddctlo  valore  in  z , 
«f= 

~ l/l  -h  2 ( 2m',i  — w«'  ) s»  -+-  w*«'"sA 

Dopo  ciò,  supponendo 

/>*  + y*  = ± 2 ( 2»i'«  — mn'  ) , e n*y*  = »»*«'* , 
ove  il  doppio  segno  ± accenna  alla  scelta  del  valore  po- 
sitivo , sarà 

p’  = zb  ( 2ffj'n  — mn'  ) -f-  21/ m'n  ( m'n  — 7nn'  ) , 
y’  = zt  { 2m'n  — mn'  ) — 21/ //i'«  . 
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Por  dimoslmre  che  2l/m'n(wi';j — mn')  sia  reale  c mino, 
re  di  rh  ( 2»»'»  — mn'  ) , supporremo  clic  dei  fralli  ed 
quello  di  maggior  valore  assoluto  sia  il  secondo.  Allora  sarà 


(v)->(vy. 


c quindi 


ma  è pure  [m'n — mn')'  ossia  w'*«* — %n'n.mn'-{'m'n'''^Q , 
dunque  sommando  avremo  ancora 

2m''n' — 2/»'7i.»jn'>’0,  cioè  %n'n(ìn'n — wm')^©. 

E poi  visibilmente  im'n{m'n — 7nn')^{2m'n — mn')';  dun- 
que con  valori  reali  e positivi  di  p'  c rj'  sarà 


n'm'z’ —m±my  (i±pH'‘){l±f/^z'‘) 
2n 


dy 


dz 

)(l±yV) 


e i termini  p'z'  e q'z'  si  faranno  procedere  amendue  dal 
segno  + quando  %n‘n — mn'  è positivo  , e amoiuluc  dal 
segno  — quando  2m'n — 7ìm' c negativo. 

Colla  sostituzione  di  questi  valori  di  y*  c il  dilToreu- 
ziale  Ft{y').^  risulta  della  forma  P,  (s* , /?,).  ^ , do- 
ve =1/  {l±p'z'){^±q'z') , siccome  però  la  funzione 
si  può  mettere  sotto  la  forma  i' (s”)-t-J.(z”). /f,  coirartili- 
zio  adoperato  nel  n.°  432  , il  differenziale  in  s tornerA  com- 
posto dai  due  ^ +'1'(2'').  f/:;  ma  quest’ultimo  è ra- 

zionalc  c perciò  di  cognita  integrazione,  dunque  non  resta 
delinitivamcntc  a considerare  se  non  il  dilfercnziale 


438.  In  questo  differenziale  la  funzione  'P(2*)  può  es- 
sere intera  o frazionaria. 

Quando  è intera  ognun  vede  elio  trattasi  di  avere  una 

, dinotando  con 
ti 
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un  intero  positivo , e tornando  a indicare  , per  semplicità, 
con  R il  precedente  radicale  Rt>  Ma  supponendo 

' ir  .=  ( 1 ) ( 1 ± qW  ) = 1 + rs’  + w*  , 

si  ha  identicamente 

uZ  II 


= i[(2i-3)z”^*  +(2/_2)rz*‘-“+  (2i-l)«*']  , 


c per  conseguenza , tornando  alla  funzione  primitiva , 

^ , JC\  • (*•*  I ic\  • ^ \ _ ”■** 


/fc’-^=(2i— 3) J 
dunque  sarà 


R 


(2i-l> 


(2.— 2)r 

{ìi—l)sj  R 


2/— 3 


e con  questa  forniola  dì  riduzione  ognun  vede  clic  in  ul- 
tima analisi  l’ integrale 


dipenderà  dai 


di 


439.  Quando  poi  nel  differenziale  i'  la  funzione  i’  (z*) 


è frazionaria  , se  ne  caverà  la  parte  intera  ( se  vi  sia  ) , e 
spezzato  il  residuo  in  frazioni  parziali  mediante  il  capitolo 
XI 11  del  Calcolo  differenziale  , si  dovrà  cercare  una  somma 


di  integrali  della  forma  " 


di 

3*-+-a  'f  R 


dove  a può  essere 


reale  o immaginaria.  Ora  si  ha  identicamente 
1 ^ Ri  (l4-2r3*-I-3«4)(-»+a)— 2(t— l)(l-t-r3»-M3^)3’* 

di  (3*-hi)*-‘  ~ {z'-^aYR 


Digitized  by  Coogle 


ELEMENTI 


350 


c supponendo 

( 1 -H  2n*  •+■  )(*■-+-«)  — 2(i— I)(I-j-rs*-f-»z4  ) a* 

(»•+«)' 


. I __J_  j ^ 

i valori  di  A ,B  ,C , D si  trovano  espressi  da 
^=— (2i— 5)«  , i?=— (2i— 4)(r— 3<w), 

C== — (2j‘ — 3)(3o*« — 2ar+I),  Z?==(2i^ — ^2)(a*« — a*r+a)  ; 

dunque  tornando  alla  funzione  primitiva , sarà 


nz  /» 

(a*  + o)'-'  {z'-^a^-^R 


Bdz 

-^aÌ~*R 


Ddz 

-\-a)'R  ’ 


e per  conseguenza 

dz 


Rz 


R D{z'-\-af 


^ P 


p_^ 

(a*-l-a)' 

B p dz  A p dz 

{z*-*-af-*R  ^J{z'-^aÌ~'^R 

formala  pur  questa  di  riduzione,  che  adoperata  i — t volte 
di  seguito , fa  dipendere  ultimamente  l’ integrale 

y'*  dz  3 • , pdz  pT^dz  p dz 

(z'-^aÌR  'A  J~R  J{^'-^a)R 


Possiamo  dunque  conchiuderc  che  l'integrazione  di  un 
differenziale  affetto  da  un  solo  radicale  quadrato  di  un  po- 
linomio al  4."  grado  , dipenda  dalle  teoriche  precedenti , e 
dalla  integrazione  dei  tre  differenziali 


Se  non  che , dobbiamo  riservare  ad  altro  luogo  le  ulterio- 
ri trasformazioni  che  gli  Analisti  han  fatto  subire  a questi 
tre  differenziali  per  integrarli  approssimativamente  ; con- 
ciossiachò  sicno  tornati  vani  i tentativi  fatti  per  ridurli  sotto 
forma  finita  a funzioni  algebriche,  o affette  dai  trascendenti 
ordinari. 
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CAPITOLO  V. 


IrUegrazione  dei  binomi  differenziali  irrazionali, 
e formale  per  ridurli  ad  allri  più  semplici. 


440.  Sì  chiamano  impropriamente  differenziali  binomi 
quelli  della  forma 


p 

dx{a  + bx^)^,  (1) 


(love  l’esponente  di  x fuori  la  parentesi  è scritto  sotto  la 
forma  m — 1 per  mera  semplicità  di  calcolo.  Osserviamo 
innanzi  tutto  : 

1.®  che  il  differenziale  (1)  non  6 men  generale  dell’altro 

£ 

x”*^^dx{ax^-\-bx^ , perche  essendo  ax^-\-bx''=ix'^{a-{-bx”^), 
si  ha 

a?’"  ‘ dx  ( ax'^  + bx''  )''  = x ^ dx  {a bx"~^ 'f  ; 

2.°  che  non  si  deroga  alla  sua  generalità  con  suppor- 
re n positivo , perchè  essendo 

a 4-  bx~’'  =: x~"  ( ax"  -j-  b) , ne  risulta 


P ^ ”P  , P 

x”"^'  dx(a  + bx-'’f  = x ^ dx{ax”  + by; 

3.®  e finalmente  che  neppure  se  ne  diminuisce  la  ge- 
neralità , col  supporre  dippiù  che  gli  esponenti  della  varia- 
bile fuori  e dentro  la  parentesi  sieno  interi,  perchè  laddo-  ■ 

• • • .,•?*/ 
ve  questi  esponenti  fossero  i numeri  frazionari  ~ ^ > col 

porre  x = z*“  si  avrebbe 

Hi?  ? 

x*dx{a  + bx^ = suz''^  + r/z  ( a -f  bz^‘  f • 

441.  Ciò  promesso,  por  iscoprire  in  quali  casi  il  dilferen- 
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zialc  (1)  , che  porta  un  binomio  di  grada  ^lalunque , de" 
vato  ad  un  esponente  frazionario , possa  divenir  razionale , si 
procura  trasformarlo  in  un  altro  che  presenti  un  binomio 
diverso  innalzato  a un  diverso  esponente  : ed  il  caso  in  cui 
(luesto  esponente  si  trova  essere  intero , sarà  uno  dei  casi 
domandati. 

Così  , ponendo  il  binomio  in  x 

a + bx''  = , (2) 

si  ha  con  un  altro  binomio  in  z , 


quindi  risulta 


dx{a+  bx"  )’ = 1/^' 

0 per  tal  modo  si  rende  palese,  che  il  differenziale  (1)  diviene 
razionale  mediante  la  sostituzione  (2) , quando  — è un  nume- 
ro intero  , cioè  a dire  quando  V esponente  della  vancibile 
fuori  la  parentesi , aumentato  di  una  unità  e divisibile 
per  V esponente  della  variabile  dentro  la  parcnt est . 

4|2.  Questo  primo  caso , datoci  dal  differeiiziale  (1),  dove  il 
termine  variabile  nella  parentesi  ha  per  coellicicntc  6 , ce  ne 
garcntisce  un  secondo,  porche  un  semplice  cambiamento  di 
forma  basta  a far  si,  che  il  termine  variabile  nella  parentesi 
abbia  in  vece  por  coclllciente  a.  Per  effettuare  questo  cam- 
biamento osserviamo  che 


a bx'':=x‘  (ax  " + b) , 


c che  per  ciò 


np 

f7J-l -—1 


X 


= i dx{ax  "-^by  . 


Dunque  applicando  a quest’  ultima  formola  il  risultamento 
ottenuto  per  la  prima , avremo  un  altro  caso  di  riduzione 
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alla  razionalilà  quando  -f  ^ sarà  divisibile  per  « , cioè 

” sarà  un  intero , il  che  per  rapporto  al  difTc- 
« f 

renziale  (1)  importa  dire  : qiiando  1‘  esonerile  della  va- 
Habile  fuori  la  parentesi , ùccrescinto  ai  una  unità  e poi 
diviso  per  quello  della  variabile  dentro  la  parentesi , dà 
un  ramerò  frazionario  che  insieme  colf  esponente  del  bi- 
nomio compongono  un  intero. 

Dalla  nuova  forma  che  abbiamo  data  al  differenziale  (1) 
per  iscoprire  quest’  altro  caso  , è anche  chiaro  esser 

ax~’* -|-  b=^ , 0 ch’è  lo  stesso , o+ W 
la  sostituzione  appropriata  al  medesimo  caso;  ed  il  risultato 
di  essa  in  z , che  è 


può  atersi  egualmente  con  tal  sostituzione , la  quale  dà 


o piu  brevemente  , con  mutare  nel  precedente  risultato  (3) , 
a in  b , b in  a , «in  — « , ed  m in  m -f-  ~ • 


443.  I detti  duo  casi  sono  finora  i soli,  nei  quali  i diffe- 
renziali binomi  si  sappiano  liberare  dalla  irrazionalità.  Ne 
sono  esempi  i differenziali 

T>dx  ( 1 )*  , ed  x^dx  ( «r  + > 

verificandosi  pel  primo 

— =2,  e pel  secondo  ~ +-=74-7=1  5 

perciò  le  rispettive  sostituzioni  1+  fo*  =s*,  ed  a-\-x^ 

coi  calcoli  diretti  che  ne  conseguono  ; o pure  il  confronto 

43 
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colle  formolo  (3)  e (3) , valgono  a cambiarli  rispetlivamenle 
nei  (lifTerenziali 


2 


z'dz  ( s*  — 1 ) 


a z^di 
2(z*— Ì/‘ 


Integrali  questi  ( poiché  non  bisogna  dimenticare  che  il  fine 
di  queste  trasformazioni  è l’integrazione),  convieu  poi  resti- 
tuire a z i corrispondenti  valori  in  x,  dedotti  dalle  rispet- 
tive sostituzioni,  ed  espressi  da 


3 

a=l/l-»-As»  , e z = l/a-t-x6:  x'  ; 

con  che  ricomparisce  negl’integrali  la  irrazionalità  origina- 
ria dei  differenziali  : come  era  da  aspettarsi. 

*444.  Accenneremo  due  altri  casi , dei  più  facili,  nei  quali 
si  conosce  il  mezzo  di  eliminare,  o almeno  di  diminuire  il 
numero  dei  radicali  esistenti  in  un  dato  differenziale. 

11  primo  ha  luogo  quando  il  differenziale  è della  forma 


P T t 

x'~'dxf[{a-i-6x”'f  , (*-f/3x")“,  ...  ]. 

Allora  , ponendo 

r I 

si  à tosto  (*-f  j3x")"=a'^“' (*-|-j3ar")“=z**‘"  ,... 

inoltre  si  ha 


donde 

c in  fine  si  ha 


x’^’dx  = *-^z*“-’dz, 


Dunque  il  risultalo  non  conterrà  che  quesl'ultimo  e solo  ra- 
dicale , polendo  così  aver  anche  luogo  alcuno  dei  due  casi 
dianzi  esposti  ; e sarà  del  tutto  razionale,  quando  la  funzio- 
ne data  non  contenga  il  radicale  che  affetta  il  binomio  a-h  àa". 
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*44o.  Si  verifica  il  secondo  caso  quando  la  forma  del  dif- 
ferenziale è più  generalnienle 

Allora  la  sostituzione 

r I 

,iù  f.;±^lY=s'“ -,  ... 

inoltre  dà  per  x”,  e quindi  pel  suo  differenziale  nx’'~'dx, 
e per  la  sua  potenza  x””‘,  valori  razionali  in  2.  Dip- 


più,  il  valore  di  ar”  in  f risultando  dalia  forma 


consimile  anche  risulta  Quello  della  frazione  , il  quale 

a'-+-i'x” 

per  ciò  si  può  indicare  Con  . Dunque  il  risultato 


non  si  troverà  affetto  che  dal  solo  radicale 


icale  (— 
\j' 


P 


nascente  da 


e sarà  compiutamente  razionale  al- 


lorché quest’ultimo  non  esiste  nel  dato  differenziale. 

446.  Quando  un  differenziale  binomio  non  si  può.  rende- 
re razionale  , si  procura  di  farne  dipendere  la  integrazione 
da  quella  di  un  altro  binomio  differenziale  della  stessa  na- 
tura , ma  il  più  semplice  che  sia  possibile , per  indi  effet- 
tuare r integrazione  di  quest’  altro  oinomio  coi  metodi  ap- 
prossimativi che  altrove  saranno  dichiarati.  La  riduzione  di 
un  integrale  all’  altro  si  opera  mediante  la  integrazione  per 
parli , e col  fine  di  rendere  più  piccoli  che  si  può  i valori 
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assoluti  (li  //I  c - ; (!  porcile  i risultati  sieno  un  poco  più 
semplici , il  primitivo  dincrenziale  binomio  si  usa  scrivere 

sotto  la  forma  dx  {a bx^Y  , supponendo  che  p vi 
esprima  un  numero  frazionario.  A questo  riguardo  sono  a 
distinguersi  quattro  casi. 

l.“  Quando  m è positivo  , per  fare  che  questo  esponente 
si  trovi  impicciolito  nel  nuovo  integrale , basta  risolvere  il 

differenziale  proposto  noi  fattori  x”'~"  ed  ar"  dx  {a-{-bx”Y. 
Allora  r integrazione  di  esso  per  parti  dà  sulle  prime 


a:’”— 

bn{p-^ì  ) 


dove  se  al  di  sotto  del  segno  f vedesi  impicciolito  rcspo« 
ncntc  di  x fuori  la  parentesi,  per  contrario  si  vede  ingran 
dito  r esponente  del  binomio.  Ma  osservando  che 

fx'"~''~~'  dx{a-\-bx”Y~^'=fx’"~"~'dx{a-\-bx''Y 


dx{a+6xy-\-bfx”‘-'dx  {a-\^bx”f , 

la  sostituzione  di  questo  valore  nella  forinola  precedente  ci 
darà  pel  ricliiesto  integrale 


fx”'-'  dx  {a  + bx’'  f = 


e infine  risolvendo  questa  equazione  rispetto  al  medesimo  in- 
tegrale , preso  come  ignota , sarà 


' ' b(m-hiip)  ' ' 

Questa  formula  diminuisce  , coni’  c diiaro  , l’ esponente 
della  variabile  fuori  la  parentesi  di  quanto  è l’ esponente 
della  variabile  in  parentesi  ; c però  coll’uso  reiterato  di  essa 
il  primo  esponente  si  troverà  infine  diminuito  del  più  gran 
multiplo  del  secondo  esponente,  che  vi  si  potrebbe  contenere. 
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2. "  Quando  p è positivo  , si  fa  impicciolire  [di  una  unità 
osservando  che 

fx”*~^dx  {a-\-òxy=fx”^‘<ix{a+ix”)’^'  {a+òx”) 

=afx’^^'dx{a-hòx”)P-^  +òfx”'-*"'-'dx{a+òx’‘)'^‘ . 

In  amendue  quest’ integrali  l’ esponente  del  binomio  è quale 
si  desidera,  se  non  che  nel  secondo  responente  di  x fuori 
la  parentesi  vedesi  per  contrario  aumentato  di  n ; ma  noi 
possiamo  ridurlo  a quel  di  prima  colla  formula  (A)  dianzi 
trovata,  la  quale  cambiandovi  m in  e jo  in p — 1,  ci  dà 

_x"(a-i~6x’’f—amfx™~'dj>{a~h6x’' 

^ ' ' b{m-\~np) 

Adunque  sostituendo  questo  valore  nell’  equazione  pre* 
cedente , avremo 

fx”'~^dx  . (B) 

formolo  che  vale  a diminuire  l’ esponente  p del  più  gran 
numero  intero  che  vi  si  potrebbe  contenere. 

3. ®  Quando  m è negativo,  l’equazione  (A)  fa  dipendere  l’in- 
tegrale primitivo  da  un  altro  più  composto  ; ma  risolvendola 

Eer  rapporto  a quest’  altro  integrale  , o nel  risultato  cara- 
iando  ancora  m in  — m-\-n , acciò  il  primo  membro  abbia 
nel  tempo  stesso  una  espressione  semplice , c consona  all’  ipo- 
tesi che  r esponente  della  variabile  mori  la  parentesi  è nega- 
tivo , si  otterrà  la  formola 

^ a+bx"  = \ 

ar'”‘{a+bx”  -1-  b{m—n—np')fx-^”'+’'~Ux{a-^bx”f\  , (C) 


che  vale  a rendere  più  piccolo  che  si  può  il  valore  assoluto 
dell’ esponente  negativo  della  variabile  fuori  la  parentesi. 

4.”  Per  simil  modo  e ragione , quando  p è negativo  si 


risolverà  l’ equazione  (B)  per  rapporto  all’  integrale  esistente 
nel  secondo  membro;  c nel  risultato  cambiando in — p-\-l, 
si  avrà 

dx(  a+bx”  1 

x”'(a-i-bx'')’^P-^'^(nH-n—np)fx”'-^ dx  ( /' 
on(/>  — 1)  J 
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forinola  acconcia  a diminuire  il  valore  assolalo  dell’  esponen- 
te negativo  del  binomio  , dei  maggior  numero  intero  che  il 
medesimo  potesse  contenere. 

447.  Queste  formole  possono  esser  utili  bensì  nei  casi  dove 
i diflerenziali  binomi  si  saprebbero  rendere  razionali.  Per 
darne  qui  un  esempio  , supponiamo  che  si  dovessero  tro- 
vare ( come  avviene  in  un  importante  problema  di  Mecca- 


nica ) molli  integrali  della  forma  C esprimendo  r 

l/^ — x' 


i successivi  numeri  interi  1,  2^  3,  ec.  Per  ciascuno  di  essi  po- 
trebbe farsi  capo  dal  n.“  425  , ma  vale  meglio  il  costrui- 
re una  formola  che  li  faccia  dipendere  ciascuno  da  un  altro 
più  semplice  , sino  ad  avere  in  ultima  analisi  pei  n.°  420^ 


/, 


dx 


\^ax — ^ 


are . cos 


a — 2x 


A tal  fine , ponendo  mente  che 


t/ ax — X* 


= x * dx  {a  — x)  *, 


avremo  dal  confronto  col  primo  membro  dell’equazione  (A) 
m = r \ , n = \ , p = — 1,  b = — 1;  e quindi  colla 

sostituzione  di  questi  valori  nei  secondo  membro , la  richie- 
sta formola  si  trova  essere 


fi 


x'"  dx 


X*"  *l/ax— X*  , a(2r— 1)  /'x' 


l/ox— X* 


2r 


f 


r — I 


dx 


t^ax- 


(E) 


CAPITOLO  VI. 

Integrazione  dei  differenziali  trascendenti. 

448.  É raro  che  i diflerenziali  trascendenti  si  possano  in- 
tegrare sotto  forma  finita.  Però  giova  notare 
1."  Che  supponendo 

fdtJit)  = F{t), 
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sarà  pure 

f%f{  lx)  = F{lx),  fdxe^i  e^)  = F{e‘), 
f dx  con  X .f  (scn  a’)=/’(sen  x),f dx  sen  x .f  (cosx)= — F{cosx), 
P ^ — y(arc.senT)=:/’(arc.senar)  , 

J V\—x^ 

^^^^j/(arc.taar)=/’(arc.taDx) , 

— y(arcsec3r)=/’(  arcsec  x') , 

. /i'arc.s.Y.xì=/"(arc.8.T.g) , 

1/  — a? 


ec,  6c. 

perchè  quest’ inlegrali  si  convertono  in  quel  primo  espresso 
in  /,  mediante  le  sostituzioni 

t=lx,  =e® , =senjr , =cosar,  ==  arc.senT,=arc.tanar,  ec. 

2."  Che  quando  la  funzione  f è algebrica , si  ha  il  van" 
taggio  di  potere  almeno  trasformare  in  algebrici  i notati 
differenziali  tmscendenli.  Di  questo  vantaggio  godono  ancora 
in  tal  caso  i differenziali 


dxf  { e”'*  ) , dxf{  sen  mx  , cos  mx  ) , 

come  appare  ponendo  per  la  prima  c™'  = / , e per  la  se- 
conda sen  mx  = t , o pure  cos  mx  = t\  e ne  gode  bensì  il 
differenziale  di  forma  più  generale 

dxf  ( sen  mx , cos  mx,  sen  tmx , cos  imx , scn.t'mx,  cos.t'mx,  ec.  ) 
quando  i,  i’,  ec.  son  numeri  interi,  potendosi  ( n.”  130) 
esprimere  semina:,  cos  imx,  . . . con  un  numero  finito  di 
termini  affetti  da  potenze  intere  e positive  di  sen  ma:  e cos  ma’. 

449.  Ma  è qui  dove , passando  a funzioni  di  forma  men 
generale  , mostreremo  con  esempi  svariali  ed  importanti  l' ef- 
ficacia della  integrazione  per  parti,  annunziata  già  nel  n.°  400. 

Sia  per  primo  il  differenziale  Pz*  dx , dove  P e z espri- 
mano due  funzioni  di  a: , la  prima  algebrica  e di  algebrica 
funzione  primitiva , la  seconda  poi  trascendente  ma  fa  cui 
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funzione  derivata  «'  sia  pure  algebrica.  Supponendo  fPdx^Q, 
r integrazione  per  parli  ci  darà 

f Pz”  dx  =fz'.Pdx  = Qz  —nf  Qz'~‘^  z'dx  : (1) 

risultalo  dove  il  nuovo  integrale  b più  semplice  del  primiti- 
vo , quando  n è maggiore  dell’  unita. 

Quando  n ò negativo,  o clie  torna  lo  stesso  quando  con  n 

positivo  si  considera  la  frazione  , scriveremo  questa  sotto 


, , Pz'  dx  P dz 

la  forma , 


e cosi  r integrazione  per  parti  ci 


darà 


i (2) 

J a"  t/  s<  a»  (»— l)a"~'*'  «— *"— » * ' 


risultato  che  presenta  bensì  un  integrale  piò  semplice  del 
primitivo  quando  n eccede  l’unità,  ma  die  prendendo  una 
lorma. indeterminata  quando  n=l,  non  sarebbe  applicabile 
a questo  caso  particolare. 

4l>0.  Per  venire  al  concreto,  supponiamo  che  si  tratti 

dell’  integrale  f ( Ix  ì"  dx. 

11  confronto  di  esso  colla  formolo  (I),  o più  scmplieemenle 
ancora  l’ immediata  integrazione  per  parti  ci  darà 


7-”*  n 


c questo  risultalo  mercè  il  cambiamento  successivo  di  n in 
n — I,  n — 2,  « — 3,  ec.  conduce  facilmente,  quando  n è 
intero  e positivo  , all’  espressione 


»("— 1) 


w(>i—l).. 3.2.1 


In  pari  modo,  sia  mediante  la  formola  (2),  sia  coll’im- 
mediata integrazione  per  parli , sia  ancora  desumendo  dalla 
forinola  (3)  F integrale  scritto  nel  secondo  membro,  e nel  ri- 
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sultalo  cambiando  f/i  in  /n  + 1 , od  n iiì  — « ^ ! *'•  '>•- 

lione 


/'£!±=/i”+'.  (&)-"-=-  -+2±1 

j (/x)»  ^ (/x)"-'  ' 

e 'replicando  questa  riduzione  col  semplice  cambinnienlo  di  v 
in  n — 1,  in  n — 2,  ec.  si  ritrova,  (piando  n è iiilero 

•'  ~(Ì^  (/xfL'»— ' 5 


(wl-l-l)'(/x)5 


2)  ■ („_I)(„_2)(«-S) 

(m-+-l)''-''(/x)”— 1 px”'d.T 

'(n— l)(n— 2). . .3.2. 1 J 1)(h— 2).  ..3.2.1,/  Ix  ' 


(6i 


Del  resto  non  c quest’ultimo  integrale  il  più  •semplice 
cui  possa  ridursi  il  primitivo  , poiché  supponendo 

Bi-Hi  • px'"dx  pdy 

X =y.Mon.cnt.y-^ 

4SI.  Supponendo  lx  = t,  trovasi  facilmente 

rx”^-\ixf<{x=  ; 

*/  U %/  t/  f' 

quindi  avremo  questi  due  nuovi  integrali  cambiando  senz’altro 

calcolo  Ix  in  / , ed  ar  in  c*  nei  secondi  membri  delle  for- 
mole  (4)  e (6).  I due  risultati,  scrivendovi  nuovamente  x in 
vece  di  t , e nel  secondo  m — 1 in  vece  di  m , sono 


fe”'^  x^dx: 


n , n(« — 1) 

, «(«_1)...3.2.I1 

« l* 

tnx  ' w*x* 

>1  1 
tn  X -J 

pe^dx f j 

J x"  ~ («-l)x"— I 


H — h- 

2 ^ (n— 2)(n— 3)  ^ 


(8) 


^ n— 2 n— * n f*“i  ^ frt.r  I 

j wi*  X J , tn  pe  (ix 

(;i— 2)(n— 3) . . . 3 . 2 . 1 J ■*"(„_2)(n— 3)  ...3.2.1,/  ~ 

*4i>2.  Per  combinare  adesso  nel  difTerenzialc  una  potenza 

46 
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di  X con  un  seno  o con  un  coseno , osserviamo  prelimi- 
narmente che 

. 1 , COSfflX 

J dx  sen  mx  = —J  ff*dx  senmx= — , 

J dx  cos  mx  = — j mdx  cos  mx  . 

m*  m 

Dopo  ciò  r integrazione  per  parti  dà  subito 

/»  B j ijCoswjj?  n * B_*i  , 

f X Mx^Qtiìnx^ — X — t X dx  cos  mx  , 

/»  n f B /*  fi— I t 

J X .dx  cos  mx  =x  » f x dx  sen  mx  : 

formolo  il  cui  uso  combinalo  e ripetuto,  basta  a compiere  l’ in- 
tegrazione quando  n è intero  e positivo. 

Quando  poi  n è intero  ma  negativo,  con  desumere  (mercè 
il  solito  ripiego  ) dalle  stesse  lormole  gl'  integrali  esistenti 
nei  seeondi  membri , e mutar  poseia  n in  — » -f- 1 j o pure 
con  una  nuova  integrazione  per  parti  si  ottiene 

/dxKw^mx  „ n i sennur  . ni  /•dxcosmx 

’=sfscnmx.x  dx= / , (9) 

X-  («— 

(10) 

ed  è chiaro  che  per  l’ uso  reiterato  e combinato  di  quest’ al- 
tre formole,  dipenderanno  ultimamente  gFintegrali  primitivi 

/dxscnmx  ^dxeoimx  ^ j.  pdxtexìmx  ^dxcosmx 

V V X V ~x  ■ 

*433.  L’integrazione  per  parti  dà  pure 

BIX 

/*  # VBX  ^ y»  BIX  f ® scn  tiX  w tnx 

fdxe  seanx=/scnnx.e  dx= ;;; ^dxe  cosnx, 


m 


f dx  e'^^cos  nx=f coinx.e”^dx= 


e”’*cos  nx  . fi 


f —fdx  e”“sen  nx-, 
mr  ’ 

quindi , siccome  ambedue  queste  equazioni  presentano  due  soli 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  INTEGRALE. 


863 

ed  islessi  integrali , questi  si  desumeranno  da  esse  colla  eli- 
minazione , e si  avrà 


J'dxe’^sennx- 


msennor  — ncoanx 


fdxe^coitix-- 


mcotnx- 


m'-i-n* 


-ngennx  nus 
-e 


(12) 


Con  questa  conoscenza  si  può , al  bisogno  , procedere 
alla  integrazione  dei  differenziali  vieppiù  composti 


dx x^d^%eo.nx , dx x^e^cos  nx  , 
applicando  loro  l’integrazione  per  parti  dopo  averli  scritti 
sotto  le  forme 


xKdx  c”**  Senna; , a^.dx  e”^ cos  nx. 

In  tal  modo  si  va  incontro  a nuovi  integrali  della  forma 

Mfdx  «”*®sen  nx , Nf  dx  e”“  cos  nx , 

dove  M ed  N esprimono  quantità  costanti  ; e quindi  si  ren- 
de chiaro  che  quando  / c intero  e positivo  , devesi  ultima- 
mente pervenire  ai  qui  trovati  integrali  (11)  c (12). 

Quando  poi  l è intero  ma  negativo , operando  sempre 
collo  stesso  metodo  sui  differenziali 


fHX  t fìhX  — i/  f 

e %QnnXaX  dx  ^ e cosnx.x  dx , 

si  andrà  facilmente  persuaso  che  ciascuno  di  essi  dipende 
in  ultima  analisi  dai  due  integrali 


/ 


</xe“‘‘^sen  nx 


f 


efxe"‘^cos  nx 


434.  I differenziali  trascendenti  che  più  volentieri  si  pre- 
sentano nelle  applicazioni , e.sscndo  affetti  da  lince  trigonome- 
triche, c queste  potendosi  esprimer  tutte  in  funzioni  del  seno 
e del  coseno  , il  resto  di  questo  artìcolo  riguarderà  l’ inte- 
grazione dei  più  ovvi  differenziali  affetti  da  seni  c coseni. 

I più  semplici,  dopo  i due  dxsenmx,  dxcosmx,  dì 
sopra  (n.  432)  integrati , potrebbero  essere 

fltesenz/iar.sen  «a;,  dxcosmx.cosnx,  dxsenn/x.cosnx  , 
ove  al  fìanco  di  dx  veggonsi  i prodotti  di  due  linee  trigono- 
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melriclie,  Ira  seni  e coseni  ; ma  siccome  la  Irigouomelria  in- 
segna u trasformare  simili  prodotti  nella  somma  o nella  dif- 
ferenza di  due  altre  consimili  linee  , è chiaro  che  dopo  ciò 
r integrazione  si  riduce  al  caso  di  un  sol  seno  o coseno. 

in  simil  modo  , si  procederebbe  alla  integrazione  di  un 
differenziale  ove  si  trovassero  insieme  moltiplicati  tre  seni  o 
coseni , trasformandolo  in  due  differenziali  affelli  ciascuno 
dal  prodotto  di  due  altri  seni  o coseni  ; e cosi  di  seguito. 

455.  L’integrazione  non  sarebbe  guari  più  difficile,  quando 
dx  fosse  moltiplicato  per  una  potenza  intera  e positiva  di 
sen  a:  0 di  cos  x ; perchè  abbiamo  date  nell’  articolo  V del 
capitolo  XII  del  Calcolo  differenziale,  le  formolo  alte  a con- 
vertire simili  potenze  in  seni  e coseni  di  archi  multipli.  Ma 
indipendentemente  da  tali  formule  , noi  andremo  ad  integra- 
re il  differenziale  più  generale 

r/arsen'"arcos"a: , 

dove  ;/i  ed  n possono  essere  negativi  non  meno  che  positivi. 

Nel  caso  particolare  che  uno  degli  esponenti  m , n fosse 
l'unità,  l’integrazione  si  compie  subito,  qualunque  allor  fosse 
l’altro  esponente;  perchè  secondo  l’osservazione  fatta  nel 
II.”  410,  abbiamo 

, ri  COS  X f.  ! ,/l  SeD  X 

f ax  sen  2-. cos  x= — , / f4rcosa;.sen  x= — . 

Negli  altri  casi  col  supporre  cosa’=/,  o pure  sen  a:=/, 
il  differenziale  proposto  si  cambia  in  una  funzione  di  /,  che 
è razionale  quando  ni  o pure  n è dispari , e che  di  più  è 
intera  ( o almeno  equivale  a un  certo  numero  di  monomi  ) 
quiindo  m o pure  n è anche  positivo.  Quando  poi  m ed  n 
sono  tutti  due  pari  , tal  funzione  risulta  affetta  da  un  radicale 
quadrato  di  un  binomio  al  secondo  grado , c si  potrebbe 
rendere  razionale  colle  sostituzioni  indicate  in  uno  qualun- 
que dei  n.*  425  e 442  ; ma  siccome  per  quest’ altri  casi  (ec- 
cetto forse  il  primo  ) farebbe  mestieri , usando  i mezzi  espo- 
sti nei  citati  numeri  , di  nuovi  c non  brevi  calcoli  per  com- 
piere r integrazione , torna  preferibile  l’operare  direttamente 
sul  differenziale  primitivo  , cercando  impicciolire  j valori  as- 
soluti di  m ed  n colla  integrazione  per  parti. 
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1.®  Quando  m è positivo  , avendo  riguardo  al  primo 
degl’  iulegrali  scritti  pocanzi , si  ottiene 


fdx  sen^a:  cos"a:=y’son”*  ’a^.6tesenzcos"a:= 


-arcos"+‘ar 


m — 1 


«-H1 


f-  fdx  sen”  “arcos"'*'“a:, 


dove  r esponente  di  sen  x nel  nupvo  integrale  vedesi  già  di- 
minuito ai  due  unità.  Siccome  però  quello  di  cosar  c per 
contrario  cresciuto  di  altrettanto,  osserveremo  che  questo  in- 
tegrale non  diiferisce  da 


/</rsen”*~*arcos"arcos®ar  = f </rsen”~'“arcos"a:(  1 — sen’ar  ) 


= yj/xscn”*““a:  costar — f oir  scn^a:  cos"a’. 


Quindi  sostituendo  questo  valore  nell’  equazione  procedente  , 
e risolvendo  quella  che  ne  risulta  per  rapporto  all’ integrale 
proposto  e ricomparso  nel  secondo  membro , si  avrà 


/*  / m ri 

ya>son  xeos  x— 


»en”*  ‘ arcos”"*"  ' x 


m—l 


1 ^y’</arsen'”~“a:cos'*a:.  (A) 


2.“  Con  un  calcolo  aifatto  simile  , o più  semplicemente 


con  supporre  ^ = — 2 aOin  di  voltare  il  seno  iu  coseno 


e viceversa , e con  rimettere  nel  risultato  , x in  luogo  di  2, 
e scambiar  tra  loro  i simboli  m ed  n , si  perviene  alla  for- 
mola  ‘ 


fdxfcvTxcoy^'  i 


n— I 


(Arsen’''a'cos  x,  (11) 


che  serve  pel  caso  in  cui  n è positivo. 

3."  Inequazione  (A)  non  risponde  al  suo  fine  (|unndo  m 
è negativo , perchè  il  valore  assoluto  di  questo  esponente  ve- 
dosi  allora  cresciuto  anzi  che  diminuito  nel  nuovo  integrale. 
Ma,  cuH’arlilizio  più  volte  usalo,  risolvendo  l’ equazione  per 
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rapporto  a questo  integrale , e nel  risultato  cambiando  m 
in  — m + 2 , si  ottiene  la  formola 


/ 


dx- 


m — n — % p dxeo^x 


—n — 2,  p 

1 J 


(C) 


in  a?  {m — l)sen^  x 

appropriata  al  caso  in  quistione. 

4."  In  fìne,  operando  similmente  sulla  formola  (B),  o pra- 
ticando in  essa  la  pocanzi  detta  sostituzione,  se  ne 

desume  l'altra 


/ 


dx =- 


8en”'^‘aj 


n — ra — 2 p 

n—l  J 


cos"a:  (n — l)cos"  ‘x 


<£r8en"x 


(D) 


che  pur  diminuisce  l’esponente  del  coseno. 

4S6.  Tra  le  formolo  particolari  comprese  nelle  quattro  già 
trovate , si  possono  distinguere  le  seguenti  : 


f dx  sen’"ar=- 
f dx  cos"a:= 


Ben”’  ‘x.cosx  . m — 1 


f rfisen”  “ar, 


cos"  'x.senx  , n — 1 „ , n « 


fdx  cos’'-'‘x  , 


pdx 

cosx  m — 2 p dx 

’'^sen®x 

(m— l)sen““‘x  sen^—'x  ’ 

pdx 

senx  n — 2 p dx 

•'  cos"x 

(fi — l)cos"  ’x  ” cos"  *X 

r dx~=fdx\ssrx=''^^^—fdx  tan^-^ar , 

COS*"x  ‘ 

r (/ar^^^=  f fltecot"ar=— — / <ji!rcot”~*a:. 
8cn"x  «—1 

Le  prime  quattro  non  lian  bisogno  di  esser  dichiarate.  La 
quinta  si  può  trovare  cambiando  prima  n in  ot  nella  for- 
mola (D),  e poscia  simplificando  il  nuovo  integrale,  che  per 
Ini  modo  si  presenta , colla  formola  (A)  in  cui  si  cambierà  n 
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mi 


in  — ffi  -|-  2,  Parimente  si  può  desumere  la  sesia  dalle  due 


(C)  e (B),  0 meglio  dalla  quinta  colla  sostituzione  — 2. 

4S7.  Intanto , siccome  le  formole  (A)  , (B) , (C) , (D)  ogni 
volta  che  sono  adoperate  diminuiscono  l’ esponente  del  seno  o 
del  coseno  di  due  unità , è chiaro  che  per  mezzo  loro  si  arri- 
verà ultimamente  ad  altre  formole,  dove  ciascuno  di  tali  espo- 
nenti sarà  -j-  I , zero  , o pure  — 1 , secondo  che  in  origine 
era  dispari  e positivo  , pari , o dispari  e negativo.  Quindi 
formando  tutte  le  combinazioni , avremo  i nove  integrali 

fdx  scn  ar.cos'a*,  J' dx  seox.cos°Xj  fdx  scnx.cos  'x, 

fdx  sen^x.cos'x,  f </xsen°ar. costar,  f dxicn‘x.co%~^^x , 

fdx  sen  ‘x.cos'a:,  y rfarsen  ' x. cos'ex ,f  dxsen  'x.cos  'x, 

tre  dei  quali,  vai  dire  il  secondo  il -quarto  ed  il  quinto  son 
cogniti , e i sei  rimanenti  si  trovano  come  appresso  : 

y fte  sen  a: . cos  ar=  f </arcosar.senar  = 5sen*a:,  pel  n."  410  , 

Ji 


/dxsenx  , pa 

= — /cosa:,  / - 

COSX  J 


-Iseax 


dx 


senx.cosx 


-=/tana:,n."60. 


*4S8.  Per  conclusione  di  quanto  è detto  dal  n.“  4SS,  il  dif- 
ferenziale dx  sen”  x . cos"  x si  pnò  integrare  sotto  forma 
finita  quando  ni  ed  n son  numeri  interi.  Dunque  può  dir- 
si lo  stesso  del  differenziale  piò  composto  x^dx  sen”a:.  cos"a', 
quando  / sia  intero  e positivo  ; perchè  risolvendolo  nei  fat- 
tori a:^,  rfr  sen”a:.co8" a:,  ed  applicandovi  l’integrazione  per 
parti,  l’esponente  l risulterà  impicciolito  di  una  unità,  e 
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con  ciò  dovrà  fìnalmento  sparire.  Quando  poi  / fosse  nega- 
tivo, ossia  — /,  risolvendo  il  differenziale  in  discorso  nei  fat- 
tori sen'”arcos"ar  ed  , l’integrazione  per  parti  ne 

farebbe  dipendere  in  ultima  analisi  1 integrale  da  altri  della 

forma  f x~'  </rsen‘*ir. costar , e con  numeri  interi  per  (a  e v. 

*4S9.  I differenziali  (arc.sena^)™,  x^dx  ( arc.cosar)" 
con  supporre  a?=sen/,  o pure  a:=cos/  , ch’ò  quanto  dire 
arc.sen  x=(,  o pure  arc.cosa:=/,  divengono  rispettivamen- 
tesen^A  cos /, — di  sen  t.cosf  t,  riducendosi  così  al  caso 

f (recedente.  Dunque  i loro  integrali  si  potranno  avere  sotto 
òrma  finita , o pure  dipenderanno  da  altri  della  forma 


fi~'  dlscn^ l.cos'l , e dove  /a  e v dinotano  numeri  interi  , 
secondo  che  tn  ed  n saranno  positivi  o pure  negativi,  sup- 
posti sempre  interi  al  pari  di  /:  e questa  maniera  di  tro- 
vare 0 ridurre  alla  maggiore  semplicità  gl’ integrali  in  pa- 
rola , sembra  più  spedita  di  quella  che  risulterebbe  dall’  im- 
piego delle  forinole  (1)  , (2)  del  n.”  449. 

*460.  Quantunque  si  reputi  di  aver  fatto  mollo  quando 
I’  integrazione  di  un  differenziale  trascendente  riducesi  a 
quella  di  un  differenziale  algebrico  ( ciò  che  ha  luogo  tra 
gli  altri  nei  casi  notati  nel  n."  448),  pure  alcune  volte  si 
pratica  l’ inverso  , e per  certi  trascendenti  a differenziali  al- 
gebrici si  ottengono  espressioni  di  una  forma  più  .semplice , 
o di  una  più  facile  discussione.  Questo  è ciò  che  si  pratica 
segnatamente  per  gl’  integrali  che  si  notarono  nel  n.*^  439  , 

/•</s  /*=*(/s  p dz 

~R'  J ~T  ' ,/(  =•-+-« )/f  ’ 


dove  p‘z' ) ( 1 -t~ ) , i segni  che  precedono 

/(V  c q'z'  possono  supporsi  gli  stessi , e per  fissare  le  idee 
può  supporsi  />*  >•  y*. 

Nella  ipotesi  dei  segni  -f-  , si  porrà 

pz  = lan^  . e ^ =1  — ^ = e*  , 

JO  /J 

«linotando  così  la  c*  una  frazione  positiva.  Ne  risulterà 

, sen*(p  d<f  « C*  Sfili*  <f> 

Z : — -j — , az  = — , If  = ; 

^ cos  <p  pcos  a cos  « 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  I-YTEGRALE. 


369 


onde  torna  facilissimo  il  vedere  che  i detti  tre  integrali  sa- 
ranno tutti  compresi  nella  formola  generale 

d<f 

C-hDseo.*<f’  l/i__c«*en*9  • 

*461.  Nella  ipotesi  dei  segni  — innanzi  ai  termini 
e y's* , è forza  supporre  che  i binomi  1 — , 1 — g'z' 

sieno  amendue  positivi  o amcndue  negativi , acciò  il  radi- 
cale fì  sia  reale. 

Nel  primo  caso  dunque  essendo  p’z*  1 , si  porrà 
pz  = sea(^,  c p = c', 

ritenendo  cosi  c*  il  siguiScato  di  una  (razione  positiva , e sarà 

sen*<p  , dipcossi  „ ,yz ; j- 

2*  = — —,dz  = , n~cos<tfvl — c sen  a : 

P P 

nel  secondo  caso  poi  , essendo  1 , si  porrà 

* j-  9’  . 

qz  — , e di  nuovo  — = e*  , 

^ 8€n<p  o“  ’ 


donde  z*="  * , cfe=' — — t?*sen*a, 

y*sen  <?  yseii  ? ^len  v 


e in  amendue  i casi  i tre  integrali  di  cui  è parola  pur  si 
trovano  compresi  nella  formola  generale  (1). 

*462.  Ora  ponendo  per  brevità  f^l  — c*sen*  i?  = P , si 
può  fare 


^-4-2?  seti*  <p  </<p A‘d«f  nip  t 

C-+-Z>sen*<(.  ■ P P (l-J-a'sen*v)P’ 

e i nuovi  coefficienti  A\  B',  C‘,  a'  si  desumono  agevolmente 
in  funzione  ài  A , B , C , D , c mediante  la  riduzione  al 
medesimo  denominatore , e il  susseguente  paragone  dei  ter- 
mini affetti  nei  due  membri  da  potenze  simili  di  sen  9 . 

Così  dunque  resta  provato,  che  il  calcolo  dei  tre  integrali 
di  cui  si  tratta , e in  conseguenza  ( pel  capitolo  IV  )di  tutti 
quelli  compresi  nella  formola 

f (ìxf{  X , l/»  -}-  /3a:  yx*  -f-  S.t*  -j-  ix’^  / , 

47 
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i*  ridotto  ai  calcolo  dei  Ire  integrali 
,//l_c’scn‘^  ’ M 1— SCII’ 9 <p) l/l_c*senS  ’ 

elio  ragionevolmeulc  si  riguardano  come  più  semplici,  e do- 
ve c esprime  una  frazione  reale  e positiva , mentre  a può 
essere  reale  o immaginaria. 


CAPITOLO  VII. 


Integrazione  per  serie. 


463.  Per  ridurre  in  serie  l’integrale  fdTf{x)  basta  sosti- 
tuire alla  funzione  y(ar) , o a qualdie  suo  fattore,  la  serie  in 
che  si  può  svolgere  1’ una  o l’altro  , e poscia  integrare  i 
singoli  termini  o parti  del  risultato.  Se  la  serie  costituita  da 
quest’  integrali  parziali  è convergente , si  avrà  in  essa  il 
mezzo  di  valutare  per  approssimazione  l’ integrale  proposto, 
quando  non  si  può  esprimerlo  sotto  forma  Unita.  Adunque 
essendo  in  generale , per  la  serie  di  Stirling  , 

.m  =/(0)  +f  (0). X , (1) 


sarà  pure  , generalmente  parlando  , 


2 3 


2.3  4 


ec. 


(2) 


Questa  serie  potrà  essere  impiegata  in  luogo  dell’  integrale 
J‘dxf[x),  se  sarà  convergente  pel  valore  che  intendesi  da- 
re ad  or  noi  dimostreremo  che  questa  condizione  si  ve- 
rifica quando  la  serie  (1)  è conver^nte  per  lo  stesso  va- 
lore di  X. 

fja  cosa  è presso  che  evidente  quando  i segni  dei  termini 
della  serie  (1)  son  simili  fra  loro  , almeno  dal  termine  di 
un  certo  rango  in  avanti , perchò  lo  stesso  avrà  luogo  nella 
serie  (2)  a contare  dal  termine  del  medesimo  rango;  ed  al- 
lora i termini  successivi  della  prima  serie  si  troveranno  pre- 
sto o tardi  ( secondo  il  valore  assegnato  ad  x ) rispettiva- 
mente maggiori  dei  corrispondenti  termini  dell’  altra  serie  , 
verificandosi  così  il  caso  di  convergenza  indicato  nel  n.”  196. 
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Ma  qualunque  siano  i segni  dei  termini  della  serie  (I) , 
fatta  la  ipotesi  che  essa  sia  convergente , il  valore  assoluto 

del  rapporto  del  suo  termine  (n-j-l)'"~  al  termine  n"""’ , 


cioè  a dire  -4 , avrà  per  limite  , rispetto  ad  x cre- 

/("— )(0)  « 

scento  , un  numero  non  maggioro  dell’  unità.  Dunque  sic- 
come per  la  serie  (2)  un  consimile  rapporto  viene  espresso 


/W(0) 


-j- , il  limite  di  questo  sarà  certamente  minore 


da  , , 

dell’  unità  , e quindi  la  serie  (2)  sarà  convergente  ( «.  197  ). 

Al  contrario  può  darsi  che  la  serie  (2)  sia  convergente 
senza  esser  tale  la  serie  (1) , come  vedremo  accadere  in  al- 
cuni degli  esempi  che  da  qui  a poco  saranno  addotti. 

464.  rotondo  esser  utile , se  non  pure  necessario  , il  co- 
noscere il  limite  dell’  errore  che  si  commette  arrestando  la 


serie  (2)  ad  un  termine  qualunque  , osserviamo  che  essa  non 
è in  sostanza  che  lo  sviluppo  di  f dxf{x)  eseguito  col  teo- 
rema di  Stirling , intendendo  omesso  il  primo  termine  di 
tale  sviluppo  , che  sarebbe  il  valor  costante  preso  da  f dxf(x) 
quando  x = 0.  Infatti  supponendo  i/  = J‘dxf{x) , si  ottiene 

y"=f{oc),  y"'=f"{x),  . . . 
onde  lo  sviluppo  di  y'  colla  forinola  di  Stirling  , cioè 

y {0)  4-  y'  {0).x  + !/'  (0).  y -f  y'"  ec. 


non  differisce,  omesso  il  primo  termine,  dalla  serie  (2).  Ora 
essendo  c'osi , ognun  vede  che  per  conoscere  il  limite  del- 
r errore  che  si  commette  arrestando  questa  serie  al  termine 

y’t'i— 0(0)^ — basta  (ti.  189  ) moltiplicare  

' '2.3.. .n  ’ ' / r 2 3... (;i-+-I) 

per  la  derivata  dell’ordine  (n-(- 1 della  funzione  J" dxf{x), 

attribuendo  a a:  in  questa  derivata  un  valore  6.v  compreso  tra  0 

ed  X.  Ma  per  essere  y—fdxf{x),  si  ha =y^"\.T)  ; 

dunque  se  si  dinoti  con  31  il  maggior  dei  valori  che  am- 
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mcUe  (x)  da  a:=0  sino  al  valore  assegnato  di  ar,  l’ errore 
commesso  arrestando  la  serie  (2)  al  termine  affetto  da  ar”  , 


sarà  minore  di 


1.2. 3. ..(«  + !)■ 


465.  In  ordine  alla  convergenza , che  dee  sempre  aver 
luogo  quando  ad  un  integrale  si  sostituisce  una  serie  non 
fornita  del  suo  resfo  , osserveremo  che  quando  il  valore  da 
darsi  alla  variabile  è minore  dell’  unità  , convien  cercare  , 
geucralmente  parlando , una  serie  ascendente  ; perchè  in 
questa  si  verifica  più  volentieri  che  i termini  presto  o tardi 
si  facciano  decrescenti  : ciò  che  costituisce  la  prima  condizio- 
ne indispensabile  per  la  convergenza.  Al  contrario  , quando 
il  valore  che  devesi  attribuire  alla  variabile  è maggiore  del- 
r unità,  fa  d’uopo  in  generale  che  la  serie  sia  discendente, 
perchè  nelle  serie  di  questa  specie  avviene  ancora  più  spesso 
che  i termini  a lungo  andare  vadano  diminuendo.  La  for- 
mola  di  Stirling  dà,  com’è  noto,  lo  sviluppo  della  funzio- 
ne in  serie  ascendente;  ma  so  la  funzione  ammette 

bensì  uno  sviluppo  in  serie  discendente,  lo  si  potrà,  inge- 
nerale , aver  pure  da  quella  formala,  sostituendo  ^ ad  a:  nella 

detta  funzione , c sviluppando  la  risultante  funzione  di  z , o 
qualche  suo  fattore  in  serie  ascendente  rispetto  a z , dopo  aver 
praticata,  se  bisogna,  qualche  trasformazione  propria  ad  im- 
pedire che  i coefficienti  successivi  della  funzione,  o di  quel 
fattore  divengano  infiniti  quando  si  pone  z=0.  È chiaro  che 


dopo  ciò  sostituendo  - a 2 , siccome  conseguenza  della  prima 
sostituzione,  si  avrà  una  serie  discendente  rispetto  ad  x. 


466.  Sia  in  primo  luogo  il  differenziale  (a-i~6x”)^ , 

che  non  si  sa  integrare  nè  algebricamente  nè  per  le  trascen- 
denti ordinarie , se  non  nei  casi  dove  — , pure  — 4-C  soii 

« ‘ n y 

numeri  interi.  Per  questo  esempio  non  è necessaria  la  l'or- 
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mola  di  Stirlin^ , essendo  all’ uopo  sulEcienle  il  binomio  di 
Newton  ; quindi  siccome 


t t/  A 

{a  + bxy  =o»(l  + -a:"y. 


lo  sviluppo  di  quest’  ultimo  binomio , e l’ integrazione  dei 
sijccessivi  monomi  che  si  presentano  dopo  la  sostituzione  di 
tale  sviluppo  nel  differenziale  proposto,  darà  facilissimamente 


(1) 


1 . 2 . y*  «•  wi  -4-2n 


1 . 2 « 8 • 


f ec.  J 


serie  convergente  (198)  per  tutti  i valori  di  x minori , astra- 


zion  fatta  dal  segno , di 

Per  avere  una  serie  discendente  rispetto  ad  x , osserve- 
remo che 


S-  '‘P  ^ 

x”'-'dx{a-\-bx”f  =x”*^  7“"  dx{ò  + ax-"  f , 
e però  sviluppando  in  serie 

( b + car“"  y , 0 piuttosto  ^ 1 + 1 x“"V  , 

indi  moltiplicando  il  risultalo  per  x y dx  , c integran- 
do, avremo 

fx—dT(a+ixy  = l?[  ^ + 


I mq-k-np  qbnuj-\-n{p — g) 

n(p  — af) 


p(p — g)  «*  7x 


«I-+- 


9 


!.2y*  4*  vìg-+'H(p — ig) 


+ OC. 


] 


(2) 
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serie  convergente  pei  valori  di  x maggiori  { prescindendo 


dal  segno 


Quando  a e b son  tutti  due  positivi , o quando  q è dispari , 
r una  o r altra  di  queste  serie  { secondo  il  valore  che  per 
la  natura  della  quistionc  dee  avere  x ) potrà  dare  il  valor 
prossimo  dell’  integrale  ; ma  quando  q è pari , si  deve  por 

P 

mente  che  la  prima  serie , a causa  del  fattore  a’  diviene 
immaginaria  se  o è negativo;  e lo  diviene  la  seconda  se  b 

P 

è negativo , a cagion  del  fattore  b^.  Ciò  pertanto  necessi- 
terehoe  la  ricerca  di  altre  serie , se  il  differenziale  non  dive- 
nisse immaginario  ancor  esso  pei  valori  di  x che  rendono  con- 


b ^ 

vergenti  gli  sviluppi  di  ^ 1 -j-  - .-y,  0 di  (i+e.-y. 

c pei  quali  è cerio  che  sussistono  l’ equazioni  (I)  o (2). 
dx 

Sia  per  esempio  ■ . Avremo  dal  binomio  di  Newton 


1 .3.S 
'2.S.6 


x'®-fec., 


e però  moltiplicando  per  dx  e integrando , verrà 


fi 


dx 


1 arS 


I.Sa-9  . 1.3.S  a-»* 


l/l— a4 


I • a:-  , I • J a-'j 

^ ' 2 2.4  9 ‘^2.4.6  13 


-}-  ec. 


serie  tanto  più  convergente , quanto  minore  sarà  x in  con- 
fronto deir  unità;  e convergente  ancora  quando  3:=  1,  ben- 
ché allora  noi  fosse  la  precedente,  (a) 


1 

(a)  La  divergonra  della  serie  1 -f- - -|-ec.,  che  non 

2 2.4  2.4.6 

è altrimente  chiara  pei  n.'  195  , 196  e 197  , mi  sembra  potersi  desu- 
mere dal  considerare  che  il  limite  del  rapporto  del  termine  generale  a 
quello  che  lo  precede  sia  I’  unità  , c che  però  i termini  lontanissimi  dal 
primo  possano  riguardarsi  come  uguali  tra  loro  ; ma  i segni  dei  me- 
desimi sono  inoltre  gli  stessi  : dunque  la  somma  di  un  numero  infinito 
di  essi  non  può  essere  che  inGoita. 
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467.  Talvolta , come  fu  indicalo  nel  n."  463 , si  pratica 
l’integrazione  per  serie,  risolvendo  la  funzione /"(x)  che  mol- 
tiplica (/x  , in  due  altre  come  9 (x)  e >{■  (x) , c sviluppando 
in  serie  una  sola  di  queste,  per  esempio  I termini  nei 
quali  si  divide  per  tal  modo  il  differenziale  (x)  essendo 

della  forma  ax“</x.9  (x),  si  richiede  che  la  loro  integrazio- 
ne sappia  effettuarsi  colle  regole  conosciute. 

Sia  per  esempio  il  differenziale  1 y , . . , , 

K (ox  — ir  )(1 — m) 

che  s’incontra  in  una  quislione  di  31eccanica.  sviluppando 

col  binomio  di  Newton  il  fattore  (1 — <xx)  * , il  differen- 
ziale proposto  si  cambia  nell’altro 


dx 

i^ax — X* 


1.3 

in 


» X 


1.3.5 

2.4.6 


a*x* 


(/j! 

ciascun  termino  del  quale  avendo  la  forma  — — » potrà  in- 

V^'ax — X* 

Icgrarsi  col  modo  dichiaralo  nel  n.“  447. 

*468.  Siano  ora  i differenziali  ^ 1 — ^ i cui  inie- 

Ix  X 


grali,  non  esprimibili  sotto  forma  finita,  dipendono  uno  dal- 
l’ altro  ( n.*  4S0  c 4151  ) , e però  non  costituiscono  che  una  sola 
trascendente  di  genere  pur  diverso  dalle  ordinano  , come 
quelle  dei  n,‘  precedenti.  Osservando  che 


tn'x*  , I 

2 ■ "^  2.3  ' 


cc.. 


si  ha  bentosto  con  serie  sempre  convergente 


/ 


S 


jis  t • 

<lx  . . , m*  X'  , X-  , 

fe+mj.+--  + _-  + oo.  , 


la  quale  però  esige  che  x sia  positivo , a fino  di  non  cade- 
re nell’  immaginario. 

*469.  L’integrazione  per  parti,  ripetuta  uniformemente 
somministra  ancor  essa  delle  serie,  ora  ascendenti  ora  discen- 
denti. 

Cosi  por  l’ integrale  ,/* e~^  dx  , che  si  presenta  spesso 
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noi  Calcolo  delle  probabilità,  e per  cui  lo  sviluppo  di  è 


1 ^ 1.2 


l.a.S 


+ ec. 


lomilo  dalla  serie  di  Slirling  , dà  la  serie  ascendente  e sem- 
pre convergente 

r»  . ar*  , 1 ar^  1 x7  , 

fe  dx  = x——  + -Y  — j:i-+^-^ 
r integrazione  per  parti  dà 

fe  ~^*dx  =f  e~~^' . dx  = è~^*  x + s/e”''  3?dx , 

fe~~^*x'dx~f  é~^  ,x*dx  = e * * x^dx,  ec. 

ciò  che  conduco  a quest’  altra  serie  convergente 

/.-'Vx  = .-x[.+^;  + <ÌS+^  + ec.]. 

Infine,  l’integrazione  per  parti  dà  ancora 

..  _r-  . /•  t —X»  , 1 _I«  t />e—‘'dx 

,/,'*=_/  J.é  x<te=--e  ~J—^- 


è»-'-  - l/Sr 

«londe  la  serie  discendente 


/»  I —a 


dx 


-,  eo. 


1.3 

(2x*r 


(2x*)> 


ec. 


] 


È osservabile  che  i termini  di  quest’ ultima  serie  comin- 
ciano presto  o tardi  ad  essere  crescenti,  e che  per  ciò  la 
serie  protratta  all’ infinito  è sempre  divergente;  ma  siccome 
la  diminuzione  dei  termini  sussiste  tanto  più  a lungo  quanto 
maggiore  ex,  ne  avviene  che  se  la  natura  del  problema  per 
cui  occorre  l’ integrale  cercato  , consente  che  x sia  gr^de 
ad  arbitrio,  esso  integrale  potrà  valutarsi  con  approssima- 
zione assegnata  mediante  la  sola  parte  convergente  della  se- 
rie , c vo^iam  dire  coi  soli  termini  decrescenti  ; stante  che 
si  possono  sempre  assegnare  dei  limiti  ai  valori  degl’integrali 
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e io  conseguenza  all’errore  che  si  commeltc  arrestando  la 
serie  ad  un  termine  di  qualunque  rango,  dopo  il  quale  con- 
verrebbe aggiungere  uno  di  quegl’  integrali  , siccome  resto 
della  serie.  E questo  è un  vantaggio  tutto  proprio  delle  se- 
rie che  si  ottengono  colla  integrazione  per  parti,  (a) 

*470.  Sicno  ora  gl’integrali  più  composti 


</x  seti  1712 

X 


dxcoimx 

X 


dx  e™*  8en«2 

X 


che  in  line  dei  n.‘  41i2  c 41>3  si  notarono  come  semplicissi- 
mi nel  loro  genere. 

I due  primi  si  esprimeranno  per  serie  sostituendo  a scn/«ar 
e coswLT  i loro  sviluppi  forniti  dalla  serie  di  Stiiling  ; ma 
per  esprimere  il  terzo  con  una  serie  sola  e meramente  al- 
gebrica, e il  quarto  coll’insieme  di  un  logaritmo  e di  una 

serie  simigliante , convien  sviluppare  le  funzioni  e”*'^son  nx 

cd  c“^cos«a:  col  teorema  di  Stirling.  Questi  due  sviluppi  si 
trovano  essere  : 


«2  -h  ( 2ot«  ) — -t-  ( S»l®«— ) — - 


■ ( — kmtì?  ) - 


2 . 3 . -i 


ec. 


1-HOT2-1- (771* 71®)- 


*3 

-(ffl* 377171*)^^  -H  (otA— 6771*71® -f-  7iA)- 

À < d 


cc. 


e i cocfiicienli  chiusi  tra  le  parentesi , nel  primo  sviluppo  so- 
no i termini  di  rango  pan  , c nel  secondo  sono  i termini 
di  rango  dispari  delle  potenze  2.',  3.*,  4.*,  ec.  del  bino- 
mio m n , presi  gli  uni  e gli  altri  con  segni  alternativi.' 


(a)  Alcuni  cliiamano  semi-eonvergetite  una  serie  i cui  termini  da 
prima  diminuiscono  , o dipoi  crescono  senza  più  cessare.  Or  so  dicasi 
9^(2)  il  resto  di  essa,  ciocia  somma  degl’ infiniti  suoi  termini  a con- 
tare daU’n"'"*  , sarà  permesso  di  limitarsi  ai  termini  decrescenti,  quante 
volle  si  potrà  dimostrare  che  9„(2)  c disprezzabile  per  valori  convcnc- 

volracnto  grandi  di  71 , c che  Terrore  commesso  dispreizando  un  I.1I 
resto,  non  apporti  nei  risultati  dei  calcoli  siisscguculi  , se  non  errori' 
parimente  disprezzabili  per  la  loro  piecolczza- 
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*471.  Meriterebbero  specialissima  allcnzionc  le  serie  dalle 
quali  dipendono  i tre  integrali 

n. il 

fd^ìf  1 C sen  l-j-asen*9)l/l — c*sen*<f 

segnalati  nel  n."  462 , e quelle  che  esprimono  i primi  due 

X 

si  otterrebbero  facilmente,  sviluppando  (1 — c*sen*(j)*  e 

J 

( 1 — c*  sen*^  ) • col  binomio  di  Newton,  e poscia  integran- 
do colla  prima  delle  formole  recate  nel  n.°  436  ; ma  a questo 
riguardo  torna  superfluo  ogni  calcolo , essendoché  i detti  due 
integrali  sono  stati  già  calcolati  e raccolti  in  tavole  dal  dotto 
e laMrioso  Legendre.  Il  terzo,  che  esigerebbe  calcoli  assai  più 
lunghi , dipende  dagli  altri  due  per  via  di  relazioni  asse- 
gnate dallo  stesso  illustre  geometra , e parimente  i due  pri- 
mi dipendono  uno  dall’  altro  ; perciò , dinotando  il  primo 
( come  in  seguito  vedremo  ) archi  ellittici , tutti  tre  con  no- 
me comune  si  chiamano  funzioni  o trascendenti  ellittiche , 
e si  distinguono  tra  esse  con  dirle  rispettivamente  di  prima, 
di  seconda , e di  terza  specie.  Per  indicarle  si  serve  Le- 
gendre dei  simboli  E{c,i^) , /'(  c,  9 ),  Il  (a,  e,  9),  o sem- 
plicemente di  E,  F,H,  quando  l’ angolo  è qualunque  ; 
miando  poi  è retto,  adopera  ^(c),  F{c),  II(o,c),  o solo 
E‘,F\n';  e in  questo  caso  le  funzioni  diconsi  complete. 

*472.  Rammentando  che  il  numero  c esprime  una  frazio- 
ne, si  può  supporre  c=sén0,  a fine  di  stabilire  una  legge 
nel  procedimento  dei  suoi  valori  : cosi  ciascuno  dei  due  pri- 
mi integrali  dipende  da  due  angoli  906,  che  Legendre 
chiama  rispettivamente  ampiezza  e modulo  dell’  uno  e dcl- 
r altro  integrale  , e le  tavole  che  ne  contengono  i valori  cor- 
rispondenti a tutti  quelli  di  9 e di  6 , di  grado  in  grado  da 
zero  a novanta , sono  di  necessità  a doppia  entrata , come 
quella  di  Pittagora.  I valori  del  terzo  integrale  non  essendo 
riducibili  in  tavole , perchè  dipendono  da  tre  quantità  a , 
6 , e 9 , si  desumono  da  quelli  degli  altri  due , mediante  le 
relazioni  che  esistono  , siccome  a^iam  detto , fra  i tre  in- 
tegrali. 

*473.  Noi  trascriviamo  qui  appresso  una  piccola  parte  della 
tavola  dei  valori  di  E per  mostrarne  la  disposizione  c l’uso, 
che  sono  olfatto  simili  per  la  (avola  dei  valori  di  F. 
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<p 

E (0“). 

E (1“). 

E (2"). 

E (3°). 

0® 

1 

2 

3 

4 
3 

0. 00000  00000 
0.01743  32923 
0.  03490  63850 
0.03233  98776 
0.06981  31701 
0.08726  64626 

0.  00000  00000 
0.01745  32922 
0.  03490  65829 
0.  03233  98703 
0.06981  31528 
0.  08726  64290 

0.00000  00000 
0.01745  32914 
0. 03490  65764 
0.05233  98484 
0.06981  31010 
0.08726  63278 

0.  00000  00000 
0.  01745  32901 
0.  03490  65636 
0.05233  98121 
0.  06981  30149 
0.  08726  61597 

6 

7 

8 

9 

10 

0. 10471  97331 
0. 12217  30476 
0.  13962  63402 
0.  13707  96327 
0. 17433  29232 

0. 10471  96970 
0. 12217  29354 
0.  13962  62026 
0. 13707  94369 
0.  17433  26369 

0. 10471  93224 
0. 12217  26784 
0.  13962  57896 
0. 15707  88497 
0.  17433  18323 

0.  10471  92320 
0.  12217  2217C 
0.  13962  51023 
0.  13707  78720 
0.  17433  05129 

11 

12 
13 
U 
IS 

0.  19198  62177 
0.  20943  93102 
0.  22689  28028 
0.  24434  60933 
0.  26179  93878 

0. 19198  58611 
0.  20943  90479 
0.  22689  22138 
0.  24434  33633 
0.26179  84893 

0.  19198  47917 
0.20943  76615 
0. 22689  04358 
0.  24434  31688 
0.  26179  37948 

0.  19198  30110 
0.  20943  33328 
0.  22688  73230 
0.  24433  93143 
0.  26179  13078 

IgIo.  27925  268O3V  27925  15919 
1710.  29670  59728  0.  29G70  4C700 
18  0.31413  92G54  0.31415  77221 
lOlO.  33161  25579  0.33161  074G9 
20j0. 3490G  58304  0.  34906  37432 

0.27924  83281 
0. 29670  07031 
0.31415  30943 
0. 33160  53 164 
0.31903  74244 

0.  27924  28927 
0.  29669  42563 
0.  31414  53870 
0.  33139  62723 
0.  34904  69007 

La  prima  colonna  a sinistra  lia  per  argomento  1’ ampiezza 
0 , c contiene  tutti  gli  angoli  di  grado  in  grado  da  0'’  a 90".  A 
destra  di  essa  veggonsi  disposte  le  colonne  dei  valori  di  E, 
ed  hanno  successivamente  per  argomento:  A7(0),  E (V)  , 
A" (2°),  ...  A” (90"),  le  quali  indicazioni  significano  che  in 
E il  modulo  6 , di  cui  c è il  seno  . si  suppone  successiva- 
mente di  gradi  0 , 1 , 2 , 3 , ...  90.  Per  tal  modo  , volen- 
do per  esempio  il  valore  di  E corrisponde  a gradi  9 di  am- 
piezza , e gradi  2 di  modulo  , si  cerceranno  gli  uni  nella 
prima  colonna  a sinistra  , e gli  altri  nel  primo  rigo  supc- 
riore ; e seguendo  coll*  occhio  il  rigo  orizzontale  e la  colon- 
na verticale  , che  passano  pei  rispettivi  luoghi  dei  numeri 
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9 c 2 , si  troverà  scritto  nel  luogo  dove  l’uno  incontra  l’al- 
tra il  numero  cercalo  0,13707  88497. 

*474.  Mostriamo  adesso  l’ uso  di  questa  (avola  cercando  il 
valore  di  E relativo  aH’ampiezza  9=17".29',  e 0=3°.4I'.  Preso 
per  termine  di  paragone  il  numero  A = 0.29669  42363  , 
corrispondente  ai  valori  9 = 17®,  e 0 = 3“,  e clie  devesi  tro- 
vare come  pocanzi  abbiara  detto,  si  discorrerà  come  appresso  : 
se  per  la  (lilTcrcnza  di  un  grado , ossia  di  60'  nell’ ampiezza  9, 
la  variazione  di  jE’vicn  espressa  dal  numero  0.01744  32926, 
che  nasco  sottraendo  A dal  numero  scrittogli  sotto  nella  stessa 
colonna,  per  la  differenza  di  29'  verrà  in  proporzione  il  numero 


. . . ....  0.00843373809. 

Parimente,  se  per  la  differenza  di  60'  nel- 
l’ angolo  del  modulo  6,  la  variazione  che  sof- 
fre E è uguale  al  numero  — 0.00000  90986 
che  nasce  sottraendo  A dal  numero  scritto- 
gli a destra  nel  medesimo  rigo  , per  41'  sa- 
rà in  proporzione  ....  — 0.00000621737. 

Queste  due  correzioni  riunite  no  fanno 

una  eguale  a . . . . 

che  unita  ad  . 


0.00842934072 

0.29669423630 


ci  dà  pel  richiesto  valore  di  . . 0.30312379722. 

La  ragione  di  questa  pratica  si  desume  da  che  essendo 
E una  funzione  di  9 e 0 , e sapendosene  il  valore  quando 
per  esempio  9 = 0 0 ò = b , quello  che  avrà  quando  a c b 
si  aumentano  rispettivamente  di  due  piccolissime  quantità  h 
c k , torna  indicato  ( n.  210  ) da  una  serie  i cui  primi  termini 

n 1 / I I 

sono  " "r  " j ra*"*  stesso  avviene  che , 

in  generale,  il  risultato  non  c molto  esatto:  infatti,  nò  que- 
sti tre  soli  termini  costituiscono  il  novello  valore  di  j?,  ne 
in  calcolare  il  secondo  c il  terzo  di  essi,  può  dirsi  che  un 
grado  di  aumento  nella  sola  ampiezza , o nel  solo  modulo 

dE 

stia  al  cangiamento  che  s’induce  nel  valore  di  .É'come  1 a , 

a<p 

dE 

o come  1 a ~ • Per  avere  il  valor  cercato  con  più  esat- 
tezza, bisognerebbe  tener  conto  anche  delle  differenze  secon- 
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de  dei  valori  di  E contenuti  nella  tavola , poiché  in  tal 
modo  ai  detti  tre  termini  si  aggiungerebbero  gli  altri 

d'Eh'  , d*E  . d'Ek*  , • j-  I -,  1 

— 4-  -7— + -rr  ir:  e la  maniera  di  condurre  il  cal- 
rf<p*  2 flipaO  do*  2 

colo  può  vedersi  in  Lcgendre , nel  tomo  III,  n.  211  , del- 
r opera  intitolata  : esercizi  di  calcolo  integrale  , di  cui  fanno 
parte  le  tavole  in  discorso.  Si  deve  inoftre  por  mente  clic 
1 valori  di  E relativi  ad  un  medesimo  valore  di  0 , proce- 
dono a seconda  di  quelli  di  9 ; laddove  i valori  di  E rela- 
tivi ad  uno  stesso  valore  di  9 , procedono  a ritroso  con  quelli 
di  9 : ciò  ò un  fatto  clic  appare  dalla  tavola , ma  più  in- 
nanzi ( n.  481  ) se  no  vedrà  la  ragione  intrinseca. 

*471>,  I valori  Ai  E c ài  F clic  mcn  di  raro  s’ incontrano 
nelle  applicazioni , essendo  quelli  che  sotto  un  modulo  qiia- 
lunque  hanno  per  ampiezza  90°,  eioè  i valori  di  E'  ed 
abbiamo  stimato  utile  di  raccogliere  in  due  tavole  quelli  che  * 
corrispondono  ai  valori  del  modulo  6 , di  grado  in  grado 
da  0 a 90  , ed  aggiungere  siffatte  tavolo  a questi  clementi 
di  Calcolo  integrale.  La  interpolazione  di  esse,  nei  casi  clic 
il  modulo  abbia  ad  un  tempo  gradi  c minuti,  non  ha  biso- 

§no  di  chiarimento  , essendo  analoga  a quella  delle  tavolo 
ci  logaritmi  e dei  seni. 

476.  Merita  osservazione  che  sovente  il  mezzo  più  accon- 
cio a risolvere  in  serie  una  funzione,  c quello  d’ integrarne 
per  serie  il  differenziale.  Così  per  ridurre  in  serie  la  fun- 
zione are. SCI!  a:  mediante  la  formola  di  Slirling  , fa  mestieri 
di  calcoli  alquanto  prolissi  ; ma  si  raggiungo  speditamente 
lo  scopo  prendendo  il  differenziale  della  funzione , ed  inte- 
grandolo per  serie.  Difalti  essendo 

d.arc.scnx=-^p=^dx{l  + -x  -f _x4+_a;6+cc.^. 


integrando  si  avrà  bentosto 

/ , , I , 1.8**  , 1.8. 5x7  , 

arc.sen  ar  = C -f  a: -f -y -f  — -f  — - -f  cc. 


Tenendo  questo  modo  per  risolvere  in  serio  una  funzio- 
ne , si  deve  aggiungere  alla  serie  una  quantità  costante  , 
potendo  ben  essere  costante  la  differenza  di  due  funzioni 
aventi  eguali  differenziali.  Tale  costante  però  non  c arbitra- 
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ria  , come  quando  è dato  il  solo  diflcrcnzialc  della  funzio- 
ne ; percliè  in  questo  caso  si  vuole  che  la  data  funzione  da 
una  parte , c la  serie  con  una  costante  da  un’  altra , sieno 
inemnri  di  una  equazione  che  deve  sussistere  per  tulli  i va- 
lori di  X che  rendono  convergente  la  serie.  E difatli  questa 
equazione  determina  essa  stessa  la  costante  , mercè  la  sosli- 
luzionc  clfetliva  di  alcuno  tra  i detti  valori  ; ed  è superfluo 
aggiungere  che  a tal  fine,  debba  preferirsi  quello  che  meglio 
degli  altri  rendo  noto  il  valore  assunto  dalla  serie  , e che 
ordinariamente  è zero  o l’ infinito  secondo  che  la  serie  è 
ascendente  o discendente.  Cosi  , nel  nostro  esempio  , essen- 
do convergente  la  serie  per  tutti  i valori  di  x minori  dcl- 
1’  unitii , ed  essendo  nulli  i valori  di  arc.scn  x e della  serie 
quando  x = 0,  risulta  C=0 , e quindi  si  à semplicemente 

arc.senir  = a:+--  + — Y + — y + ec.  (S) 

Ma  se  per  isviluppare,  a cagion  di  esempio,  arc.lanx 
in  serie  discendente  , si  osserva  che 


r/.arc  tan  x = — 
x^ 


e che  perciò 


arc.lanar=C  — - + ~ — ^ -f  :r ®c. , 

X Sar*  7x1  ’ 


por  determinare  la  costante  bisognerà  osservare  che  la  serie 
è tanto  più  convergente,  quanto  maggiore  è a?  in  confronto 
dell’unità  ; il  perchè,  converrà  supporre  a?=oo  , divenendo 


così  nulla  la  serie , c f arco  eguale  a - 


dal  che  risili  ta 


C = -,  e si  ha  in  conseguenza 

.•,r<.,lanx  = 5-j  + ^-g^  + — -»c.  (1) 

K anche  osservabile  che  la  serie  (S)  e quest’  ultima  (T) , 
lo  quali  esprimono  le  funzioni  are  sena:  ed  are  tan  t , son 
convergenti  per  x = l,  quantunque  per  tal  valore  di  a- noi 
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siano  ^li  sviluppi  delle  derivato  di  esse  funzioni  , verifican- 
dosi di  nuovo  ciò  che  si  avanzò  in  line  del  n.”  463. 

477.  Per  mezzo  della  integrazione,  non  solo  data  una  fun- 
zione si  può  alcune  volto  ritrovare  con  ifiolta  facillù  la  se- 
rie ad  essa  equivalente  ; ma  per  converso  , data  una  serio 
si  può  talvolta  ritrovar  la  funzione  che  le  corrisponde  , ciò 
che  equivale  a sommare  la  serie , quando  si  supponga  con- 
vergente. 

* 12  3 

Sia  per  esempio  la  serie  «="  “f*  ^ 

che  è convergente  pei  valori  di  x maggiori  di  1.  Sarà 

»dx  dx  %dx  Zdx 

= T T IT— -ec. 

X j?*  a:*  a* 

e integrando 

/^sdx  1,1,1,  1 

"V  ~ p + ^*"=^=1  • 

Or  diiferenziando  questa  equazione  col  secondo  membro  po- 
sto sotto  forma  finita , e riducendo  se  ne  desume 


12  3 

8 , ossia  - + -r  -f-  -T  + CC 

X x' 


(7=iT-’  P"  *>'■ 

Cosi  pure  , supposto  s — x + 2x'  -f  3x*  -i- 1-  nx" , 


sdx 

avremo  — = dx-\-  2xdx  -f  3x*  dx  -f 

X 


-f-  nx 


n— I 


c integrando, 


dx  , 


X 1 ■■  X 

Differenziando  ora  questa  equazione  col  secondo  membro 
espresso  in  forma  frazionaria  , dal  risultato  si  desume 

0 vero  ;r+ar-+  . 
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i^Hte^tafi  debutiti  da^r  indejlntti , e foto  appfìcakioHÌ 

geotwetticfie. 


CAPITOLO  Vili. 

Nozioni  sugC  integrali  definiti , e formole  approssimative 
dei  lor  valori. 

478.  Supponendo  essere 

y=.F{x)^C  (1) 

r integrale  eompleto  del  differenziale  dij  — dxj{x) , sappiamo 
che  C dinota  una  quantità  costante,  ossia  indipendente  da  x, 
ma  dal  tutto  arbitraria  finche  l’integrale  non  dove  adempie- 
re se  non  .alla  condiziono,  che  differenziato  restituisca  dxf  (x). 
Essa  però  non  sarebbe  più  tale , se  por  la  natura  del  proble- 
ma che  impegnò  alla  integrazione  , o per  semplice  conven- 
zione, l’integrale  u dovesse  prendere  nn  valore  dato  b,  quan- 
do un  altro  valor  dato  a si  attribuisce  alia  variabile  x\  perchè 
allora  dovrebb’ essere 

ò = F {a).-^  C,  d’onde  nasce  C=b  — F{a). 

In  tal  caso  l’ equazione  (1)  diviene 

_ y-b  = >{x)-F{a),  . (21  _ 

c in  linguaggio  geometrico , questa  maniera  di  detcrrain.ar 
la  costante  mercè  la  nuova  condizione  imposta  alla  funzio- 
ne y,  equivale  a far  passare  pel  punto  {a  , b)  la  curva  di 
cui  sono  coordinate  la  variabile  e l’integrale  completo. 

479.  Ordinariamente  si  suppone  che  V integrale  svanisca 

Juando  x ha  un  certo  valore  che  si  dinota  con  x„ , cioè  a 
ire  si  suppone  y = 0 quando  x — x^'.  allora  indipenden- 

temente  da  y l' integrale  si  esprime  con  f dxf{x) , c l’c- 

quazionc  (2)  diviene 

J'^dxj{x)  = Z’  (x)  — Z’  ( ) . 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  INTFGRALE. 


381S 

Dopo  ciò,  se  si  voglia,  o se  la  natura  del  problema  esi- 
ga che  la  variabile  x abbia  un  qualunque  valor  particolare, 
cui  denoteremo  con  Xta,  basterà  sostituire  aro,  ad  ar  nell’equa- 
zione precedente,  c indicando  il  risultato  con ydxf{x) , 

avremo 

dxf{x)  = F{x„)—F{x„). 

480.  Il  valore  x,  per  cui  l’ integrale  svanisce , n’  è come 
r origine , e suol  dirsi  che  /’  integrale  incomincia  quando 
x=Xa.  Il  valore  a cui  poscia  si  arresta  essendo  Xs>,  si  dice  in 
conseguenza  che  l'integrale Jiniece  quando  x=x«a.  Con  nome 
comune  i valori  x„  ed  x«>  diconsi  limiti  dell’ integrale,  uno 
inferiore  l’altro  superiore-,  comunque  non  siano  realmente 
che  i limiti  della  variabile  di  cui  l’integrale  è funzione.  Un  in- 
tegrale che  si  enunzia  senza  fissare  la  sua  origine,  o piuttosto 
senz’  altra  condizione  tranne  quella  di  avere  un  dato  diffe- 
renziale , suol  dirsi  integrale  indefinito  ; e per  contrario  si 
chiama  integrale  definito  quello  di  cui  son  dati  i limili  nel 
senso  anzidetto  (a).  Se  questi  limiti  sono  Xa  ed  x<s,  si  dice 
che  /’  integrale  deòb’  esser  preso  da  x=Xa  sino  ad  ar ; 
e giova  por  mente  che  ciò  si  può  effettuare  ( indipenden- 
temente dalla  determinazione  della  costante  arbitraria  ) cal- 
colando i valori  che  prende  la  parte  variabile  delf  inte- 
grale quando  x=x„  e quando  x=x«,,  e poi  sottraendo 
il  primo  valore  dal  secondo. 

481.  Tulli  questa  modi  di  dire,  egualmente  che  le  Voci 
somma , sommatoria  , integrale  , con  che  si  esprime  la  ca- 
ratteristica f posta  innanzi  al  differenziale  , tengono  ad  una 
proprietà  importantissima , cui  si  fece  allusione  nella  nota 
al  n.“  402,  e che  si  può  enu oziare  dicendo:  che  F integrate 


(a)  Si  vedrà  in  seguito  che  una  moltitudine  d'integrali  deGnitì  , presi 
tra  limili  speciali,  come  0,±l,±«-,±oo,  e spesso  trovali  indi- 
pendeulementc  dagl’  integrali  iudeGniti , costituiscono  un  nuovo  genere 
di  funzioni  , la  cui  teorica  forma  in  oggi  una  branca  estesissima  del- 
r analisi . 

49 
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degnilo  di  un  differenziai  e gua/umjfue  si  mtò  riguardare , 
generalmenle  fHirlnndo , come  la  somma  degl  infinili  valori 
che  prende  il  differenziale  da  un  limile  all’  altro  delf  in- 
tegrale ; o por  parlare  con  più  precisione  : che  supposto 
d f{x)x=dx  f{x),  r integrale  definito  — F{x„)  si  può 

considerare  generalmente  come  il  limilo  verso  il  quale  con- 
verge la  somma  dei  valori 

H3rf{x„  ),  ^xf{x„  -\-^x),  Axf{x„  ~{-2Ax),...Axf{x^,), 
secondo  clic  Ax  diviene  un’  aliquota  più  piccola  di  Xx — x„  . 

Difatti , supponendo  che  x e f{x)  esprimano  le  coordi- 
nate OP  e PM  di  una  cuna  KL{fig,  68),  l'integrale  com- 
pleto F{x)-\-C  rappresenterà  ( h.  222)  l’area  dliìIP,  com- 
presa tra  un’ordinata  Ali  arbitraria  del  pari  che  C,  e l’or- 
dinala PM=^x\  e quindi  supposto  OPo=Xo,  OP»~Xm  , 
sarà  l’arca 

P„  M„  5Jx  Px  = F[xk)  —~F[Xo). 

Or  se  presa  PQ=aAx , si  riguardasse  Arf{x)  come  la  mi- 
sura dell’  arca  PJLVQ , ognun  vede  che  si  commetterebbe 
un  errore  rappresentato  dal  triangolo  mistilinco  MNR , c 
quindi  minore  del  rettangolo  RS.  Ma  è visibile  che  l’ area 
PoMoMxP»  si  compone  di  tutte  quelle  consimili  a e 
racchiuse  tra  P„  M„  e Pk  Mn  : dunque  considerando  1’  area 
PoMoMnPx,  o l’espressione  di  essa  F [xw)  — /’(To)  come  la 
sofTHna  dei  valori  che  prende  Axf(x)  da  xt=Xo  sino  ad  x=Xx , 
l’errore  sarà  più  piccolo  del  rettangolo  UF,  che  rappresenta 
la  somma  di  tutti  i rettangoli  consimili  ad  RS , c contenuti 
fra  PoMo  e Or  questo  rettangolo  ha  per  misura 

VMx  X B quindi  risulta  infinitamente  piccolo  quando  Ax 
si  riduce  a dx , comunque  allora  il  numero  degli  errori  di- 
venga infinito. 

Gol  metodo  infinitesimale  propriamente  detto , la  stessa 
proposizione  è come  evidente  nel  senso  del  suo  primo  enun- 
ciato. Difatti  , supponendo  che  1’  ordinata  PAJ  esprima  1’  in- 
tegrale F (x)  in  vece  della  sua  derivata  jf  (t)  , se  fingiamo 
che  PQ  dinoti  il  differenziale  dx  dell’ascissa  , sarà  dxj(x) 
1'  espressione  del  differenziale  NR  dell’  ordinata.  Or  lien  si 
vede  che  tutte  le  rette  simili  alla  NR,  e comprese  tra  le  or- 
dinate Po  Ma  e PxMx  costituiscono  la  differenza  UMk  di  queste 
ordinate,  espressa  da  F(xx)  — F{x„). 
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482.  Nondimeno  importa  osservare,  che  queste  dimostrazioni 
suppongono  che  l’ integrale  inderinito  fix)  sia  una  funzione 
continua  di  x fra  i limiti  dell’  intcgnuiouc  ; poiché  quando 
per  un  valore  di  x compreso  tra  questi  limili  la  funzione 
F{x),  c quindi  (n.  87)  la  sua  derivala  divengono  in- 
finite, la  proiMisizione  di  cui  si  traila  può  esser  vera , c può 
esser  falsa.  È falsa  , per  esempio,  nell’  integrale  da  valutarsi 
fra  limili  di  segni  diversi , e rappresentalo  dall’  ordini^ta  di 
una  curva  come  la  klKL  {jig.  67  ),  in  cui  per  l’ascissa  a:=0 
r ordinata  ha  due  valori  infiniti  e di  sogno  contrario , non 
essendo  concepibile  che  un’  ordinala  positiva  possa  desumersi 
da  un’altra  negativa,  con  aggiungere  a questa  le  successive  dif- 
ferenze , tulle  ancora  negalivo  , dello  ordinate  intermedie  ; 
sembra  poi  vera  quando  la  della  curva  è come  la  klKL  {.fig-  68), 
in  cui  all’ascissa  x=0  corrisponde  un'ordinata  infinita,  si 
bene  , ma  unica  e positiva  come  le  altre  : difalti , nulla  im- 
jiedisce  in  tal  caso  di  concepire,  che  la  differenza  tra  duo 
ordinate  corrispondenti  ad  ascisse  di  segni  contrari  , risulti 
dall’  insieme  dello  ditferenze  tra  le  successive  ordinale  iulcr- 
medic;  poiché  ciò  torna  lo  stesso  che  unire  a quella  pernia 
differenza  infinite  altre  , che  a due  a due  sono  eguali  o di 
segni  contrari. 

11  primo  dei  due  esposti  casi  ha  luogo  negl’  integrali 
definiti 


dx  _ I 1 P*  dx  — a 

0 (x — «)*  « — a n ’ 0 X — a —a  ’ 

che  si  desumono  dagl’integrali  indefiniti 

!-  , = 

,/(x — a)*  X — a X — a ' ' 


mediante  la  regola  dianzi  ( n.  480  ) espressa.  Infalli  suppo- 
nendo a^O,  e <^oi,  il  primo  di  quegl’ integrali  ha  un  valor 
negativo , frattanto  che  la  (pianlilÀ  sottoposta  al  segno  f ri- 
mane costantemente  positiva  ; il  secondo  poi  assume  un  va- 
lore immaginario,  meutre  la  quantità  soggetta  al  segno  fh 
sempre  reale. 

483.  Sono  conseguenze  notevoli  dei  due  n.*  precedenti  : 
1.®  che  solo  quando  la  funzione  é continua  fra  i 
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limili  assegnati  all’  inlegrale/tteT^ {x) , questo  integrale  , ri- 
guardaio  come  somma  degl  infiniti  valori  assunti  da  dx  f (x) 
tra  quei  limiti,  possa  con  sicurezza  spezzarsi  in  due  o più 
altri , scrivendo  per  esempio 

Jly  dafix)  = (lxf{x)  + drf{x) , 

Jlydxf{x)= Jly-rf{r)+^^J'dxf{x)-\-  J'^''”dxf{x) , ec. 


2.”  Glie  scambiando  fra  loro  i limiti , non  si  cangia  il 
valore  ma  soltanto  il  segno  del  risultalo,  avendosi 

fydxf{T)  = F{T„)-F{x,). 

#/ 


3.”  Glie  supponendo  periodica  la  funzione /(x),  e sup- 
ponendo che  il  periodo  si  estenda  da  x=a  fino  ad  x=o, 
anche  l’integrale  fdxf{x)  sarà  funzione  periodica  , e della 

medesima  estensione;  talché  l’integrale  definito  rdifix) 


dove  c fosse  comunque  maggiore  di  b,  dipenderà  dall’ integrale 
dxf{x)  valutato  fra  i limiti  del  periodo , e da  un  inte- 


grale J*^dxj{x)  dove  7 è minore  di  b.  Sono  in  questo  caso 
i tre  integrali 


■ fidti  V \ — c*sen*9 


</<P 

oscn*(p)l/ 1 — c*scn*<(> 


segnalali  al  n.°  471  sotto  il  nome  di  funzioni  ellittiche,  c 
indicali  rispettivamente  con  E , F . II.  Il  loro  periodo  si 
estende  , come  quello  di  sen*<?  da  0”  a 180”,  ma  siccome  i 
valori  di  sen^  da  0"  a 90"  ritornano  con  ordine  inverso  da 
9 0"  a 180",  per  essere  sen  ( 90"  — }-  ) = scn  ( 90"  + '].),  cosi 
ciascuno  degl  integrali  E , F,  FI  avrà  lo  stesso  valore  tra  i 
limili  0"  e 90",  che  tra  i limili  90"  e 180"  ; onde  i valori 
di  essi  da  eguale  a zero  sino  ad  un  altro  valore  di  co- 
munque più  grande  di  90",  dipenderanno  dai  valori  dei  soli 
integrali  che  si  estendono  da  9 = 0’  sino  a 9 = 90",  e che 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  IKTCGUALE. 


389 


in  riguardo  ad  E ed  F sono  cogniti  e registrali  in  tavole. 
Che  ponendo  x = by , risulta 

dxf(x)  = bj*  * (hjf{bxj)  = bJ'^  * dxf{bx) , 

il  che  fa  dipendere  un  integrale  definito  in  cui  uno  dei  li- 
mili è qualunque , da  un  altro  dove  un  tal  limile  è l’ unità; 
riduzione  che  può  tornare  utilissima,  supponendo  calcolala 
una  tavola  contenente  i valori  d’integrali  Uefiniti  fra  0 ed  1 
per  varie  determinazioni  della  funzione (a;). 

J5."  Finalmente,  che  ponendo 


e quindi  si  ha  il  vantaggio  di  poter  effettuare  la  valutazio- 
ne dell’ integrale  fra  limili  amendiic  finiti. 

,484.  Dopo  le  coso  precedenti , quando  l’ integrale  fdxf{x) 
non  si  può  avere  sotto  forma  finita  , o sotto  Torma  di  una 


serie  abbastanza  convergente  pei  limili  assegnati , può  trarsi 
partito  dal  teorema  dianzi  provato  in.  481)  dividendo  l’in- 
tervallo Xi-,  — Xo  in  un  numero  n di  parli  eguali  Ax  sulli- 
cienleraente  piccole  , e calcolando  i valori  di 
/(x„),/(x„-f  Ax),/(x„-f-2Ax),.../[x„-f (n— l)Ax]  ; 
poiebò  moltiplicando  in  seguilo  la  somma  di  questi  valori 
per  ùkX , si  avrà  prossimamente  il  valore  dell’integrale. 

Operando  cosi,  e riguardando  Tintegrale  definito  f°^dx f(x) 

come  rappresentalo  dall’arca  /*„ /Vo  yW« 66)  della  curva 
avente  per  equazione  y=y(x),  quest’area  si  viene  a considerare 
come  la  somma  dei  rettangoli  M„Pi  ,Mi  Pa  ,..Mn—iP»  iscritti 
alla  curva;  e dinotando  per  brevità  con  , j/j  , ya  ijn  , 

le  ordinale  3Io  Po , -ffi  A , /*a  JUn—iPn—i,  Ma  Pa,  si 

ha  prossimamente 


J"ydx=^(i/o  + '/(  +yi  + • 


Xa—Xo 


-+-yB_i),  dove  Ax= 

fi 
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Similmenlc,  facendo  uso  dei  valori  di  ^f{x)  da  X’^Xo  -f-Ax 
sino  ad  x=Xa-\-n^=Xn,,  si  considererebbe  l’ integrale  o 
l’arca  corrispondente  come  uguale  alla  somma  dei  rettangoli 
PaMx  , .Pn—iMv>  circoscritti  alla  curva,  c sard)bc 

approssimativamente 

J'J‘j‘ydx=ùix[yi  +y%-\-yi+  •••  +yn). 

48S.  E visibile  che  uno  di  questi  valori  dell’  integrale  de- 
finito è in  difetto,  e l’altro  in  eccesso  riguardo  al  valor  ge- 
nuino dell’ integrale,  almeno  quando  le  ordinate  ,y , ,y, y» 
son  tutte  crescenti , o tutte  decrescenti  ; per  modo  che  quan- 
do ignorasi , come  ordinariamente  avviene  , la  specie  del- 
r errore , è prudenza  servirsi  del  medio  tra  essi , il  quale 
vien  rappresentato  da 

fjydx^àx  (^y^+y^+y^  + ...y^^+iy^.  ( 1 ) 

Questa  formola  non  racchiudendo  die  i valori  della  funzio- 
ne f{x) , può  essere  impiegala  anche  quando  questi  valori 
son  (lati  soltanto  in  numeri , senza  esser  cognita  la  forma 
della  funzione.  La  medesima  è inoltre  tanto  più  prossima  al 
vero  quanto  minore  è Ax , e quanto  meno  rapidamente  va- 
riano i valori  di  f{x)  tra  i limiti  Xo  ed  ; nondimeno,  os- 
servando che  il  polinomio  rinchiuso  nella  parentesi  potrebbe 
anche  ricevere  la  forma 

2 ) + 2 2 I ■*"  ’ 

si  vede  facilmente  che  essa  rappresenta  la  somma  dei  tra- 
pezi iscritti  all’arca  PoMo  MkPib,  e che  però  eccedo  o man- 
ca dal  valore  esatto  di  quest’area,  ossia  dell’ integrale  , se- 
condo che  la  curva  oppone  la  convessità  o pure  la  concavi- 
tà all’asse  delle  x. 

*486.  La  geometria  sola,  che  avrebbe  potuto  darci  la  formo- 
la (l),  non  offre  con  facillà  il  mezzo  di  trovarne  un’altra 

[»iù  prossima  al  vero  ; ma  bene  vi  si  riesce  colla  serie  di  Tay- 
or  , la  quale  permette  di  spingere  l’ approssimazione  a quel 
grado  che  si  vuole.  Infatti  , scrivendo  da  principio  por  som- 
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plicilù  * , |9  c 5 in  vece  di  Xo,  x»  e Ar , abbiamo  per  la 
citata  serie 

F(:^-hS)  = F{x)  + 3/(»)  + + ec. 

/’  (* +25)=/’(*+3)4-5/(  * + 3)  + Ir  { « + 3 ) + oc. 
/’(«+35)=/’(*+2S)  + 5/(*+25}+|/'  (a+23)  + ec. 

• •••••••#•••••«•  • 

^X*+/,5)=F[*+(n-l)3]+5/[oc+(«-l)5]+i>[,-f  («_i)5  ] + ec. 

Quindi  supponendo  (3 — »=n$ , e facendo  la  somnia  di 
quest’  equazioni , avremo 

/’(p)_/’(*)==52/(«+i?)+|2/(*+,?)+^g2/X*+i-3^ 

,1  dove  i esprime  un  numero  intero  , e le  caratlerìsliclie  2 in- 
dicano delle  somme  die  si  estendono  agli  n valori  di  t , 
da  i=o  sino  ad  i=n  — 1. 

Applicando  alle  funzionila:)  ed  _f(x) , f'{x)  ed  ,f'{x),  ec. 
il  risultamento  ottenuto  dalle  funzioni  F{x)  ed  /'(x) , si  ha 
del  pari 

/(,3)-./(*)=32/  («-f  1^ ) + 1 2/'  (*4-«^)  -f-  ec. 

ec. 

Ciò  posto,  se  si  stabilisce  a ragion  di  esempio,  di  voler 
disprczzarc  le  potenze  di  3 superiori  alla  seconda  nel  valore 
di  A'(/3) — si  potranno  desumere  i valori  di 

|2/'(»+i:3),  e |2/'(«-h*3) 

dalTcquazioni  precedenti , e limitandosi  alle  potenze  seconde 
di  3,  verranno  espressi  rispettivamente  da 

I !.“)].  » Tifw-f  (»)]• 

Adunque  sostituendo  questi  valori  ai  precedenti  nel  sun- 
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notato  valore  (li  F (p) — Fip),  avremo 

m- f{.)=ss/(.+,j)+  ì r/(ffl-/(»)]-|^r/  («-/  wi , 


cioè  a dire 

ff  dxS(x)=  i [ l/(.)  +/(.+S)  +/(.+2J)  + . . . 

o pure  , rimettendo  i simboli  primitivi , 

|-y«-i+  ^y»)— S^'o),  (H) 


dove  y'oed  y'n  sono  scritti  per  dinotare  i valori  che  assume 
il  coefficiente  difierenziale  di  y,  ossia  di  f{x),  nel  sostituire  ad 
X i limili  Xo  ed  x». 

*487.  La  formola  (1)  suppone,  per  essere  applicabile,  che 
I/o,  y, y»  siano  finiti;  e la  formola  (II)  esige  inoltre  che 
siano  tali  anche  y'o,  y'n.  Quindi,  s’ è necessario  (a)  far  uso  di 


tali  formolo  per  valutar  l’ integrale  definito  f drf  {x) 


nella  ipotesi  che  f(x')  divenga  infinita  per  x=a,  e che  ciò 


(a)  Quando  la  ricerca  per  la  quale  occorre  T integrale  definito  comporta 
una  mediocre  approssimazione , questa  si  potrà  ottenere  nel  seguente 
modo.  Supponiamo  decomposto  il  dilTcrenzialc  dxf{x)  nei  fattori  rfx<p(x) 
e I (x)  , in  modo  che  il  primo  si  sappia  integrare  ( il  che  non  è mai 
gran  fatto  difficile  ) , c dinotiamo  con  m ed  M il  minore  ed  il  maggior 
valore  di  (x)  da  x = Xo  ad  x = xtu.  Sarà  evidentemente 
dx  (f(x)  4(x)  > tndx  cp(x)  , e < iVdx  <p(x) 
per  tutti  i valori,  eccetto  m ed  d/,  che  prende  4- (x)  tra  quei  limiti.  E 
però  dovendo  correre  la  stessa  relazione  tra  le  somme  di  tutti , avremo 


%/  Xo  %/  Xo 


dx  <p(x) , e 


talché , quando  non  si  hanno  ragioni  di  preferire  uno  di  questo  limiti 
all'  altro  , si  terrà  prossimamente 


dx  cp(x)  4(.t)  = — - — f dx  <p(x). 

Xn  ^ %/  X<* 
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non  oslante  l’ integrale  abbia  un  valor  finito , non  saran- 
no esso  applicabili  elio  a valutar,  se  si  vuole,  l’ integrale 
da  x=Xo  sino  ad  x=a — 5,  essendo  5 un  numero  discrc- 
lamcnlc  piccolo;  ma  in  quanto  al  calcolo  dell’ integrale  da 
x=a  — o sino  ad  ar=a,  non  basterà  dividere  l’intervallo  5 
in  parti  Ax  vieppiù  piccole , sia  pcrchò  questo  non  com- 
pensa refielto  del  rapidissimo  accrescimento  che  prendono 
1 valori  di  quando  x c presso  a divenire  o,  sia  perchè 
gli  ultimi  termini  delle  formole  in  parola  divengono  assolu- 
tamente infiniti , laddove  Ax  non  potrebbesi  nd  fatto  asse- 
gnare che  piccolissima.  In  tal  caso  bisogna  ricorrere  ad  op- 
portune trasforma/ioni  , lo  scopo  delle  quali  è nel  tempo 
stesso  di  far  conoscere  se  l’ integralo  richiesto  abbia  valor 
finito,  e nell’ afiermativa , di  valutarlo  per  approssimazione. 
Vogliam  dire  che  bisogna  trasformare  il  differenziale  dby (x) 
in  un  altro  </z^(z),  mercè  tale  equazione  >{.(x,2)  = Ó tra 
X c 2,  che  pel  valore  di  z cavato  dall’ equazione  4-(«  j 2)=0, 
risulti  di  valor  finito  la  funzione  ? (z)  ; e cosi  anche  risulti 
In  sua  derivala  9'  (z) , se  si  ha  in  vista  di  applicare  la  for- 
inola (li).  Ciò  poscia  ammesso  , bisogna  prendere  l’ integrale 
di  f/z9(z)  fra  i limili  espressi  dal  detto  valore  di  z,  e dal- 
l’altro che  ne  dà  l’equazione  4'(fl — 5,z)  = 0. 

*488.  Concepiamo  ridotta  la  funziono /(x),  che  diviene 
infìniln  quando  x=a  , sotto  la  forma 


(rt  — J-) 


dinotando  X una  funzione  di  x,  che  non  diviene  infinita  nè 
nulla  quando  x=a.  Supponendo  a—x=z”*,  avremo  x=a — z“, 
e (tx=  — mz'^—'dz,  dal  che  risulta 

dxf{x)  = — wjZz”^«— ’rfz  , 

indicando  con  Z la  funziono  di  z in  che  si  muta  X.  Or  se 
conforme  all’  ipotesi , Z non  diviene  infinita  quando  z = 0 
( che  è il  valore  di  2 corrispondente  al  valore  a di  x ) , c 
se  inoltre  m è maggiore  di  n , il  coefficiente  di  dz  sarà  fi- 
nito quando  z=0  ; c quindi  una  forinola  in  z simile  alla  (I) 
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polrù  servire  ai  calcolo  dell’  integrale  di  — mZz«— «— «afe  tra 

m 

i limili  0 e che  sono  i valori  di  z corrispondenti  al 
valori  a ed  a — 5 di  x. 

Essendo  poi  il  coelficiento  difTercnziale  di  Zz"'—”—'  espresso 
da  Z'z’"—" — ' -}-  ( m — n — 1 ) Zs'H-'»— * , si  vede  che  per  po- 
ter applicare  con  sicurlù  una  formola  in  z sìmile  alia  (II)  , 
al  calcolo  dell’ integrale  di  — tnZz”*—’>—'dz  da  z = 0 sino 

m 

« s = i/T,  conviene  che  altresì  Z‘  abbia  valor  finito , sic- 
come Z,  quando  z=o:  il  che  per  rapporto  all’ attuale  fun- 
zione /"(t)  esigo  che  siano  finiti  i valori  di  X ed  X'  quan- 
do x—a,  al  di  più  della  condizione  che  in  sia  maggiore  di  n. 

E chiaro  che  la  sostituzione  a — x = z”*,  adoperaci  nel 
presente  dilTerenziale  , rimane  senza  elfetto  quando  m b, 
aguale  o minore  di  n,  perchè  allora  il  cocfliciente  di  r/z  nel 
risultante  differenziale  in  z diviene  alla  sua  volta  infinito  nel 
limite  zero  di  z.  (a).  Aduuc^ue,  siccome  il  prodotto  deU’altuale 
funzione /{t)  per  a — x o visibilmente  nullo,  finito,  o in- 
finito quando  x = a , secondo  che  »i  è maggiore  , eguale , 
o minore  di  n,  possiamo  affermare  che  l’intesale  diàx  ffx) 
preso  fra  dati  limiti , per  un  dei  quali  a la  funzione  f (x) 
diviene  infinita  , sarà  finito  se  il  prodotto  ( x — a)  f(*) 
rà  nullo  quando  x=a;  ma  potrà  essere  infinito,  se  qttel 
prodotto  sarà  finito  o infinito  quando  x=a.  Ora , nel  pri- 
mo soltanto  di  questi  tre  casi  può  tenersi  vera,  senza  ecce- 


(a)  Ciò  sembra  dipendere  inirinsecamcnle  dal  fatto , che  1*  integrale 

di  , che  si  presenterebbe  integrando  per  parli  l’ attuai  dif- 

n 

(a  — ® )”• 

fercnzialc  dxf  (x)  , contiene  al  numeratore  e non  più  al  denominatore 
il  binomio  a — x , quando  m è maggiore  di  n ; laddove  questo  bino- 
mio rimane  tuttavia  nel  denominatore  quando  m è minore  di  n : di  clic 
segue  che  l' integrale  risulta  infinito  pel  valore  a di  ar.  E tale  pur  ri- 
sulta quando  m è uguale  ad  n , a motivo  che  l' integrale  viene  allora 
espresso  da  — /(a  — x). 
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zione,  la  proposizione  diinoslrala  nel  n.°  481,  e quindi  può 
vaiolarsi  1 integrale  colle  forinole  (1),  o (II). 

*489.  Un  altro  mezzo  per  conoscere  se  l’ integrale  {x) 

sia  finito  nella  ipotesi  di  y(a)=oo,  consiste  in  paragonarlo 

ad  un  altro  fdx^^ix)  non  soggetto  a incertezza,  c tale 

che  /(x)  e 9(x)  ajibiauo  tra  loro  un  rapporto  finito  pel  va- 
lor particolare  n,  egualmente  che  per  lutti  gli  altri  valori  di 
X a contare  da  x„  ; poiché  in  tal  caso  fe  chiaro  che  i due 
integrali  debbano  essere  insieme  finiti,  o insieme  infiniti. 

Sia  per  esempio  l’ integrale  C ^ gj  gj^. 

0 |/^  j 

prebbe  esprimere  in  modo  finito  nè  algebricamente  nè  coi 
trascendenti  ordinari , c pel  quale  accade  che  la  funzione 
che  moltiplica  dx  diviene  infinita  pel  limite  1.  Paragonan- 

dolo  all’ integrale  -,  il  rapporto  delle  funzioni 

che  moltiplicano  dx  pareggia  di  quello  di  V 1 — x*  a 1 — x^, 

c però  si  conserva  finito  da  zero  ad  1.  Lo  stesso  dunque  si 
dee  ammettere  per  i due  integrali  j ma  per  essere  { n.  410  ) 

n ha  r^à=.=\, 

«/j/l  — xS  * «^0  l/l— X*  * 

avendo  con  ciò  un  valor  finito:  dunque  sarà  finito  anche  il 
valore  del  primo  integrale. 

*490.  Supposto  che  dxj{x)  sia  finito  non  ostante  che 
fio)  sia  infinito,  por  calcolare  approssimativamente  il  valo- 
re di  ^dxf{x),  che  poi  si  unirà  al  valore  di  ^ dxf  (x) 

trovato  con  una  dello  formolo  (I)  o (II),  basta  molte  volle 
supporre  a — x = z , perchè  la  piccioiczza  della  variabile 
z , racchiusa  tra  i limili  0 0 5 , permeile  di  somplicizzare 
il  coellicicnle  dilfcrcnzialo  del  risultalo  in  z j c ciò  con  ar- 
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tiiizi  suggeriti  dalla  natura  di  questo  coeQicicntc  ; o con  isvol- 
gerlo  in  serie  ascendente  per  rapporto  a z , e limitarsi  ai  ter- 
mini affetti  dalle  potenze  di  un  certo  grado. 

Tenendo  questo  modo  per  l’integrale  dianzi  proposto  ad 
esempio  , si  potrebbe  colla  formolo  (I)  trovarne  la  parte 
compresa  da  x=0  sino  ad  x=0,  9;  non  che  quella  con- 
tenuta da  ar=0 , 9 fino  ad  a:=0,  99.  Inoltre  per  la  prima 
parte  si  potrebbe  prendere  Ax=0,i,  e successivamente 

a:=0;=0,  1 ; = 0,2;  = 0,3;... . =0,9. 

E per  la  seconda  parte  impicciolendo  vieppiù  Ax , a mo- 
tivo che  neH’avvicinarsi  a:  ad  1 crescono  più  rapidamente  i 

valori  di  — ■ , si  potrebbe  fare  Ax  = 0,03,  e succes- 

V'  l — 


sivamente  a;  = 0 , 90  ; = 0 , 93  ; = 0 , 96  ; = 0 , 99 . 

Quanto  poi  alla  parte  rimanente , da  valutarsi  tra  i li- 
miti 0 , 99  ed  1 , supponendo  1 — x = z , risulta 

y”»!  x'dx  _ /»0,0t  (1— s)»</s  

0,99  ÙTUTìTJo 


A 


0,01 


1/  ì—x^ 

(1— z)Vg  _ 


l/4s— 6s*-i-4sS— s* 


s /*0,01  dz  /.  Ss  Ss*  \ 


t/sl/4— 6s-t-4s 
Per  lo  che , limitandosi  alla  potenza  seconda  di  z , ed 
essendo 


la  sostituzione  di  0 , 01  in  luogo  di  z darà 


valore  sullicientemenle  prossimo  al  vero. 

491.  Ritenendo  che  r integrale  definito  sia  ( n.  480  ) la 
differenza  dei  valori  dell’integrale  indefinito,  corrispondenti 
ni  valori  estremi  della  variabile,  non  vogliamo  tralasciar  di 
avvertire,  che  siccome  nelle  applicazioni  ogn’ integrale  si  ri- 
guarda come  somma  ( donde  la  voce  sommaloria  ) degl’  in- 
finiti valori  presi  dal  differenzialo  tra  certi  limiti  della  variabi- 
le, e siccome  ciò  non  sempre  si  verifica  per  l’integralo  defiiii- 
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lo  , quando  per  un  valore  della  variabile  , intermedio  a quei 
limili , il  coellicienle  diflerenziale  diviene  inOnilo  , così  nel 
desumere  in  tal  caso  la  «o;/ima/on'a  dall’ integrale  indclÌDÌlo 
convenga  preferire  la  formola 

+ , (1) 

dove  si  porrà  5 = 0 dopo  effettuate  le  due  integrazioni  e la 
somma^dei  risultali , alla  formola 


J'^dxf  (x)  + {x) 


(2) 


che  senza  una  grande  oculatezza  può  alcune  volte  indurre 
in  errore. 

dx 

Così , valutando  la  sommatoria  di  — da  x = — 1 ad 


a:  = + l mediante  l’integrale  indefinito J' ^ — — ~ c la 
formola  (1),  le  due  parli  di  questa,  ^ 

danno  sì  l’ una  che  l’ altra  la  quantità  — 1 , c con  ciò 

risultano  entrambe  infinite  per  5=0  : di  ebe  si  concbiude 
che  la  richiesta  sommatoria  sia  essa  stessa  inCnila.  Ma  usando 


invece  la  formola  (2)  si  hanno  i due  termini  ^ ^ 

il  secondo  dei  quali  dà  manifestamente  + oo  , ma  il  pri- 
mo ( non  avvertendo  che  lo  zero  può  prendersi  tanto  col  se- 
gno, quanto  col — , per  essere  ugualmente  il  limile  dei 
valori  positivi  decrescenti,  c dei  valori  negativi  crescenti) 
dà  — 00  , e ciò  ò falso  ; perchè  facondo  x = — y , si  ha 
( n.  483 , 2”  ) 

/»0  dx  /*0  dt!  /*^  du 

e però  debb’ essere  ancora  -)- > come  il  secondo. 

Così  puro,  cercando  la  sominatoiia  di  dove 
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da  x = 0 ad  x — 1,  l’ integrale  indefinito  l{x — a),  e la 

formola  (2)  cioè  nel  caso  nostro  ^ P l_d^  danno 

log  (0)  _ lo^  (— c)  + log  (1— a)  — log  (0) , 
e parendo  che  si  distruggano  tra  loro  log  (Oj  e — log  (0) , 

nasce  il  risultato  falso  e immaginario:  log^-j^;  ma  invece 

facendo  uso  della  formola  (1) , che  nel  caso  attuale  diventa 

ya  s gj ottiene  facilmente  l’ espressione 
0 X — a ,/  a — 8 x — a 


tato  ve- 


1— -a 


log  ( — S ) — log  (— a)  + log  ( 1 — a ) — log  (5] 
che  si  riduce  ( anche  prima  di  porre  $=0)  al  risull 

ro  e reale  : log 

492.  Per  verità , servendosi  della  formola  (1)  non  si  tien 
conto  della  somma  dei  valori  di  dxj\x)  da  x — a — 5 ad 
a:  ==  a + 5 ; ma  per  la  natura  stessa  della  cosa , è chiaro 
che  l’errore  nascente  da  questa  omissione  dee  impicciolire  c 
svanire  con  5,  siccome  d’altra  parte  è chiaro  che  i due  in- 
tegrali componenti  la  delta  formola , c desunti  dall’integrale  in- 
definito esprimono  sicuramente  le  somme  dei  valori  di  dxf{x) 
da  To  ad  a — 5 , e da  c -f-  5 ad  Xai , non  avendo  per  essi 
luogo  il  caso  di  eccezione  innanzi  (n.  482)  segnalato.  Per 
questa  ragione  il  limile  ordinario  della  formola  (1)  rispetto 
a 3,  è chiamalo  dal  signor  Cauchy  valorprincipaleAeuxnr 

tcgrale  definito^y^**’ = P®** 

valore  a intermedio  a.  Xo  c x<u  •,  ed  essendo  convenevole , se 
non  pure  necessario , di  notarlo  in  tal  caso  con  un  segno 

diverso  dxf{x) , il  chiarissimo  sig.  Piola  propone 


invece  di  adoperare  il  simbolo  ^^J‘dxf{x).  Adunque,  sup- 


posto sempre  f dxj {x)  — F [x) , la  somma 

+.f{Xo  + dx)  -f  / (t„  -f  2</ar  ) -f  . . . -f /(  ) J 
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verrà  espressa  da 

r-dxf{x)==F[x.)-F{x„), 

quando  la  funzione  f{x)  è continua  da  ar<,  a a*»  ; ma  verrà 
espressa  da 

= lim  [ /^(a— 3)  — F{Xo)-\-  F{xy,) — /’(«+5)J 
quando  f[a)=<x>  per  un  valore  a intermedio  a ar»  e Xa>. 

493.  Porremo  termine  a questo  capitolo  con  una  osserv’a* 
zione  di  utilità  pratica  in  varie  ricerche,  e che  nasce  anco- 
ra dall’  essere  ogni  integrale  una  somma , quando  il  coeili- 
cicnte  differenziale  ò una  funzione  continua. 

E noto  come  dividendo  la  somma  di  più  quantità  omo- 
genee pel  loro  numero  , si  ottiene  quella  tra  esse  che  dice- 
si la  media  in  quanto  alla  grandezza.  Dunque  , supposto 
Xs,  — Xa=.  n^x  , la  media  SI  delle  n quantità 
S{^o)>f{xo  + ^x),f[xo  + ^^),  . . ./[a:„-f  («  — 1 ) Aa:] 
verrà  espressa  da 

/(^»)  +/(  g.-t-Ag  ) -t-/(  x„-4-2Ag  -4-/[  -I-  ( n — 1 ) Aj  ] 

n 

o che  toma  lo  stesso , da 

^^  [/(  ) +/( H ■+■  («— > ) 

n Ax  ’ 

ma  quando  ^x  diviene  dx , il  numeratore  di  questa  frazio- 
ne si  cangia  in  f^dxf{x) , e il  denominatore  non  cessa 

•/  Xg 

di  eguagliare  Xs>  — Xo,  quantunque  n divenga  infinito  : dun- 
que sarà 

f^dxfix) 

M=  

*0 

il  medio  tra  gl’  infiniti  valori  che  prende  la  funzione  conti- 
nua /(a-)  da  Xo  ad  Xk. 
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Dippiù , essendo  cvidcnlc  clic  il  dello  valor  medio  M si 
può  indicare  con  /[.r„+  — ar„)]  , dove  6 esprime  una 

Irazionc  positiva,  la  formola  precedente  ci  darà  quest’ altra, 
clic  pur  merita  allcnzione  : 

= (x®  — Xo)f[xo  + 0 { a-® — x„)  ] . 

t/ 


CAPITOLO  IX. 

Rcitificazione  delle  curve  piane,  e delle  curve  storte. 

494.  Si  ò veduto  nel  n.°221  che  l’arco  s della  curva  espres- 
sa dall’ equazione a coordinale  rettangolari,  il  quale 
comincia  da  un  punto  fìsso  c termina  al  punto  [x , y) , 
ha  per  differenziale 

d8  = V dx'  -j-  dì/  = dx  y/ 1 = {fx  )*. 

Dunque  , chiamando  x„  l'ascissa  del  punto  fì.sso  donde  l’arco 
incomincia  , ed  Xv,  quella  del  punto  dove  finisce  , la  lun- 
ghezza deir  arco  verrà  data  dall’  integrale  definito 

quante  volte  il  radicale  che  moltiplica  dx  c una  funzione 
continua  da  Xa  ad  Xx. 

*491>.  Nel  caso  in  cui  per  uno  dei  limiti  x„,  x®,  o por 
un  valore  a intermedio  ad  essi  avviene  che /' (^)  divenga 
infinita  senza  esser  tale  f{x),  f arco  s ordinariamente  sarà 
finito;  c supposto  tale,  verrà  dato  ( n.  491  ) dalla  formola 

.9  =f^dx  1/ìTI/^T  1^1-1- (/'a:)*  , 

0 con  più  .sicurezza  dalla  formola 

« = lini  ve  +yI>^^'+'Ar] 
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ili  cui  si  porrà  3 =0  dopo  ej^elluafe  lo  due  intogra2Ìoni,  o 
la  somma  dei  loro  risuliamenti . 

Se  poi , nello  stesso  caso  , non  si  conosca  l’ integrale 
indefìnito , la  lunghezza  dell’  arco  si  dovrà  calcolare  per  ap- 
prossimazione colla  formala 

' =/.“ ~ +. • 
dove  X è scritto  per  brevità  in  vece  del  radicale  , assegnan- 
do a 5 un  valore  convenevolmente  piccolo  , valutando  il  pri- 
mo o il  quarto  integrale  per  via  di  serie  o colle  formole 
dei  n.'  4SJ>  o 486,  c adoperando  per  gli  altri  due  in  modo 
analogo  a quello  del  n.®  490 , o pure  disprezzandoli  se  non 
si  aspira  a molta  esattezza. 

496.  Ciò  premesso , consideriamo  in  primo  luogo  la  para- 
bola ordinaria , espressa  al  solito  dall’  equazione  tf='2.ax , 
e per  rendere  l’ integrazione  un  poco  più  facile , riguardia- 
mo l’arco  c l’ascissa  come  funzioni  deirordinata.  L’equazio- 
ne della  curva  dandoci  allora 


;i=z,  f/,  + , 

dinotando  « l’arco  intercetto  al  vertice  ed  al  punto  {x , y ) 
della  parabola.  Ora  essendosi  trovato  nel  n."  427 

fdy  l/c-f-iy’=|»/c  + y’‘4.  -l-t/f-l-y')  , 

avremo  , cambiando  c in  a' , 

fdy  = I + ^ / ( //  + ) . 

e por  conseguenza  la  lunghezza  dell’arco  OM,  Jiy.  69 , sarà 

7 + i ^ ('«  + 

Onesta  formola  esprime  l’aroo  in  funzione  deH’ordinata  ; 

ma  sostituendovi  V^'ìux  por  y,  avrebbesi  facilmente  in  fuir 
zionc  deli’  ascissa 


i— X j/l  + i + ? / 


+ 1 
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497.  Per  ciò  clic  abbiamo  dello , la  parabola  ordinaria  o 
di  secondo  grado  non  è rettificabile  {fi),  dandosi  qucslo  no- 


(a)  E degno  di  singolare  attenzione , che  quantunque  l’ arco  para- 
bolico sia  uua  grandezza  trascendente,  pure  non  è che  meramente  al- 
gebrica ed  elementare  la  ricerca  di  un  arco  parabolico , che  stia  ad 
un  altro  in  un  rapporto  commensurabile  ; o pure , che  aggiunto  o sot- 
tratto dall’altro  dia  un  risultato  algebrico. 

A a 

Dinotiamo  per  brcTità  con  — la  parte  algebrica,  e con  - IB  la  parte 


logaritmica  della  espressione  dell’arco  dato;  e il  rapporto  di  tale  arco 
al  richiesto  sia  quello  di  1 ad  n.  D’  altra  parte  sieuo  y ed  y'  le  or- 
dinate degli  estremi  dell’arco  richiesto,  il  quale  risguardato  come  dif- 
ferenza di  duo  archi  computati  ciascuno  dal  vertice  della  parabola  , 
arri  per  espressione 

yV'y'-^a"  — y'  a 

2a  2 

(t 

Sicché  dovendo  stare  - — h-lB  a questa  espressione  come  1 ad  n , 
2a  2 

avremo  l'equazione 

— y' ^ y-hl/y' -t-o*  

2«  2 <_(_„«  2a  2 

Ora  essendo  necessario  due  equazioni  per  determinare  le  due  ignote  c 
cd  y' , nulla  ci  vieta  di  eguagliare  separatamente  le  parti  algebriche  y 
le  parti  logaritmiche  dei  due  membri , c in  tal  modo  si  lianuo  le  due 
equazioni  algebriche 


yV'y*~fi^ — y'\/yi*-^a*=nA , =B” . 

Per  liberarle  dai  radicali  basta  supporre  , come  nel  n.°  427  , 
= = — y,  e l/y  + n»  =z'  — y'  , 
per  elTetto  di  che  le  precedenti  equazioni  divengono 


si fli 

iz' 


nA , 


e tra  queste  eliminando  s',  si  ha  finalmente 

( 1 )(  5*  -H  ) = hnAB^”z' . 
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me  soltanto  allo  curve , i cui  archi  si  possono  esprimere 
sotto  forma  algebrica  e finita  colle  coordinate  degli  estremi  di 
ossi.  Ma  considerando  le  curve  espresse  dall’equazione  y=«ar“, 
le  quali  diconsi  anche  parabole  quando  n è positivo , si  pub 
facilmente  vedere  che  Ira  esse  ve  ne  ha  inCnite  rclliilcabili. 

Difatti , essendo  per  queste  curve 

«jcar"”’ , avremo  fdxy^ l+^=/rfir(l+nVx*"““)’  ; 

or  questo  integrale  rapportandosi  ai  diflcrcnziall  binomi,  se- 
gue da  quanto  abbiam  detto  nei  n.' 441  c442,  che  il  me- 
desimo sarà  esprimibile  sotto  forma  finita  ed  algebrica  quando 

5^=,-,  epuro 


dove  i esprime  un  qualunque  numero  intero  o positivo.  Que- 
st’ equazioni  danno  rispettivamente 


71  ; 


~2Ì~ 


2i 

2.-+-1  ’ 


c però  una  sola  di  queste  formolo  vale  a dare  tutte  le  pa- 
rabole rettificabili , non  risultando  diverse  che  nella  posizio- 


Più  facile  ancora  ( pcrcliè  di  primo  grado  ) è it  problema  di  tro- 
vare iin  arco  parabolico  , la  cui  somma  o dilfercnza  da  un  altro  arco 
dato  sia  algebrica  : imperocché  prendendo  per  incognita  I’  ordinala  di 
una  delle  estremità  dell’  arco  richiesto , si  sommeranno  o sottrarranno 
lina  dall’  altra  le  espressioni  dei  due  archi  , ed  eguagliando  a zero  la 
parte  logaritmica  del  risultato  con  porre  eguale  ad  1 la  quantità  sog- 
getta al  logaritmo,  si  avrà  l’equazione  che  determina  l’ignota. 

Simile  a questo  problema  , che  fu  risoluto  da  Giovanni  Bernoulli  , 
ina  ben  più  dillìcilc  é quello  che  fu  risoluto  per  l'ellisse  c per  l’ipcr- 
hola  da  Fagnani , che  Lcgendre  chiama  geometra  di  una  grande  sa- 
gacilà  , il  quale  dimostrò  ancora  che  la  lemniscata  godo  della  singo- 
lare proprietà,  che  i suoi  archi  si  possono  moltiplicare  e dividere  alge- 
bricamente come  gli  archi  di  cerchio , quantunque  ciascuno  di  essi 
sia  un  trascendente  di  ordine  superiore.  Queste  ricerche  del  geometra 
italiano  , c le  susseguenti  di  Eulero  , Ligrangc  , Landcn  , c Legendre. 
furono  poi  da  quest’  ultimo  ordinale  in  metodo  scicntinco  sotto  il  no- 
me di  teorica  delle  trascendenti  o delle  funzioni  ellittiche , la  quale 
ha  presa  in  quest’ ultimi  tempi  una  nuova  forma,  c si  é arricchita  di 
nuovi  trovati  coi  lavori  di  Abcl , Jacobi  , ed  altri. 
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ne  rispcUo  affli  assi , ((uolle  die  si  avrebOoio  per  uno  slesso 
valore  di  » dall’ una  o dall’ allrn  forinola.  Sorveiuloci  dun- 
(|uc  , per  fissare  le  idee  , della  prima  forinola  ; c per  avere 
un  lisullato  omogeneo  ponendo 

— =17,  sani  ffv*' = a:'*'"*'* 

r equazione  generale  delle  parabole  rellificabili . 

498.  Tra  queste  curve , le  quali  facendo  succcssivamon- 
le  |■=1,=2,=3,  cc.  risultano  espresse  dall’ equazioni 

atj*s=x^,ai/'—x^,atj^=x'',  oc. 

la  prima,  ossia  la  parabola  cubica  di  seconda  specie,  ò an- 
che detta  parabola  di  Neil  , dal  nome  del  geometra  che  il 
primo  esibì  una  curva  algebrica  rollificabile  , la  cui  esisten- 
za era  tenuta  presso  che  impossibile  da  Cartesio.  Per  la  me- 
desima essendo 


7/=-i-  X' , e quindi  ^ = — x^ dx  = \dx a / ^ , avremo 

da  cui  risulta  per  1’  arco  s contato  dalla  origine  delle  coor- 
dinale, che  ò un  punto  della  curva. 


*499.  Omettendo  la  rettificazione  del  cerchio,  por  la  quale 
non  sapremmo  dare  serie  più  convergenti  di  quelle  che  abbia- 
mo trovale  nei  n.‘  208  c 209,  ci  occuperemo  adesso  della 
lemniscata  prima  ancora  dell’  ellisse  , per  esser  dessa  una 
curva , che  a siiniglianza  della  parabola  c del  cerchio  ( col 
quale  ha  inoltre  delle  analogie  notevolissime),  dipende  da  un 
solo  parametro  ; e che  però , sotto  questo  punto  di  veduta , 
può  considerarsi  più  semplice  dell’ ellisse,  che  tiene  essen- 
zialmente due  parametri. 

Nella  lemniscata,  neircllisse,  e nell’  ipcrbola  il  difTorcnziale 
dall’  arco  in  coordinale  ordinarie  non  c mollo  semplice  : al 
contrario  nella  prima  di  queste  curve  è semplicissimo  in  coor- 
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ilinalG  polari.  Difatli  roqiiazionc  della  Icmniscala  in  coordi- 
nale rettangolari  essendo  ( n.  304 , IV  ) 

+ = — y*), 

ed  essendo  {^ff.  63 } 

X — OP=  rcosa>,y  = PM  = r scn  oj  , 

dove  r esprime  il  raggio  vettore  OM,  cd  a?  l’ angolo  MOX  , 
r equazione  della  curva  tra  le  coordinate  polari  r ed  ® sar.^ 
semplicemente 

r'  = a*  (cos'ai  — scn*  <»  ) = o* cos2a3. 

Or  da  questa  desumendosi 

I*  = a l^cos  2o3  , c quindi  dr  = — ^ 

1/ cos 

r espressione  di  ds  in  coordinale  polari,  trovata  nel  n."  312, 
ei  darà 


ds=  1/ dr'-\-  r*ds>'=adai  \/ — ° -j-  cos  2aj= 

r cos2v 


ad" 


|/cos  2.'.> 


adv 


adi^ 


l/cos*  M — seu*a>  1/ 1 — 2SCII*»’ 


Con  questo  valore  di  ds  in  a>  c dx,  l’arco  s non  è an- 
cora ridotto  allo  trascendenti  ellilticlic,  perchè  il  cocnicientc 
di  scn' <53  sotto  il  radicale  non  è una  frazione,  come  in  quelle 
trascendenti  ( n.  462  ) ,•  ma  vi  si  riduce  bentosto  ponendo 

SPnqj  , , .y- — - _ . «/tpcoscp 

scn  55  = — (tonde  cosa:  = 1/ 1 — scn’Jip  c aa)= : 

1/2  l/21/l— iseu*<p 


poiché  in  tal  modo  risulta 

ds=  — ~ c quindi  s=03I=-^  fi]/! 

Vi  l/l— ’seu'cp  |/2  ^ 

Cosi,  se  si  voglia  il  quadrante  03fA  della  curva,  si  os- 
serverà che  nel  punto  0 di  ossa  , che  è un  punto  doppio 

{ n,  304  ),  si  ha  l’angolo  a;  = 43°,  e quindi  scn  5)  = -—. 
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Da  ciò  risullando  scn  if  = l/2.scn*=l,  c quindi  <f  = 90“ , 
avremo  : arco  OMA  = F ^ = o X 1>  31102836, . . 

prendendo  dalla  tavola  delle  trascendenti  clliUichc  di  prima 

specie  il  valor  numerico  di  pel  modulo  6 di  45  gra- 

di , a motivo  che  = sen*  45” . 

500.  Sia  ora  l’ ellisse  AMD  {JIg.  70  ) , e ne  dinotino  a 
e A il  semiasse  maggiore  e il  semiasse  minore.  Descritto  il 
cerchio  ANC  col  centro  0 dell’ ellisse  e col  raggio  a,  e 
distesa  l’ordinata  PM  sino  ad  incontrare  il  cerchio  in  N ^ 
c congiunto  il  raggio  ON , dinotiamo  con  s l’ arco  ellittico 
DM  e con  9 il  corrispondente  angolo  CON , che  diccsi  am- 
piezza di  queir  arco. 

Dette  al  solito  x e.  y \c  coordinate  OP  e PM  dell’ellis- 
sc  , la  PN  verrà  espressa  da  ^ y per  essere  OD  ad  OC  co- 
me PM  a PN‘,  e il  triangolo  rettangolo  OPN  ci  darà  l’e- 
quazioni 

x=  OP=  a sen  (^ , ^y^  PN  = a cos  9 , 

dalle  quali  dx  = 01/9  COS9  , dy  = — ^^9  sen9.  Pertanto 
avremo 

ds  = dx’‘-\-dy' = f/9 o*cos*9-fó’‘sen’'9 =^9  l/a* — (a*—  ^')sen*  9 

c quindi  posto  l/a* — b'—ac,  ossia  detto  c il  rapporto  della 
eccentricità  al  semiasse  maggiore , sarà 

s = Vi  — c’  sen*  9 

Ecco  dunque  dimostrato  che  il  primo  degl’  integrali 
scgnjilato  nel  n.”  471  esprime  un  arco  ellittico , c propria- 
mente un  arco  dell’  ellisse  avente  1’  unità  per  semiasse  mag- 
gioro , e per  eccentricità  la  frazione  e cne  si  può  riguar- 
dare come  il  seno  di  un  angolo  0.  Questo  arco  è computalo 
dall’  estremo  dell’  asse  minore  , cd  ha  per  ampiezza  l’ ango- 
lo 9 ^ talché  polendosi  ormai  desumere  ( n.  474  ) da  tavole 
conosciuto  il  valore  dell’  integralo  in  quistione,  corrispondonle 
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a valori  qualunque  di  ^ c 6,  può  del  pari  tenersi  conosciuta 
la  rcUiGcazionc  approssimativa  di  un  arco  qualunque  di  qual- 
sivoglia ellisse. 

1>01.  Delti  a Q b i semiassi  OA  e Olì  dcH’iperBoIe  Alti 
[.fig.  71  ) , e descritto  sul  primo  il  quadrante  circolare  AC, 
si  meni  a questo  la  tangente  PN  dml’  estremo  P dell’  ascis- 
sa OP  = x. 

Il  triangolo  rettangolo  OPN  ci  darà  ON  = 0/^sen  OPN 
= OP^cnCON\  dunque  chiamando  9 l’angolo  CON,  avre- 
mo a = arscu9.  Or  da  questa  e dalla  equazione  dell’ iper- 
bole si  desumono 


x — -^,  xj  = -Vx'—a*  = ^-l/-^ 
sen  ® a or  seu*  ( 


b coso 

«•= , 


seu  (p 


bdtf 


e diflcrenziando  dx=i  — — , dy  — 

»ea  9 sen"  9 

Sicchò  avremo  per  dilTeronzialc  dell’  arco  AM  = s , 


ds=  — \Adx'-\-  dy*  = ^ V(i^-\-b' — c’‘sen*9  , 

dove  al  radicale  c prcGsso  il  segno — , perchè  l’arco  s si 
considera  come  funzione  di  9 , e visibilmente  diminuisce  al 
crescere  di  9. 

Dopo  ciò  se  poniamo  )c* , sarà  c ima  fra- 

zione esprimente  il  rapporto  del  semiasse  trasverso  all’ eccen- 
tricità , c r espressione  più  semplice  di  ds  sarà 


ds  = — 


l/l  — c' sen* 9 , donde 

csen*9 


l/l— c*  sen*  9=  - 
sen*  9 c 


f 


dtf 

sen*  9 


l/l— 


e sen  9 . 


■''IÌ02.  Noi  potremmo  lasciare  sotto  questa  forma  l’ espres- 
sione dell’  arco  iperbolico , avendo  indicalo  nel  n.“  4(i2  co- 
me essa  può  farsi  dipendere  dalle  trascendenti  ellillicho  ; ma 
vale  la  pena  di  far  vedere  come  possa  ridursi  allo  sole  tra- 
scendenti ellittiche  di  prima  c di  seconda  specie  , che  Iro- 
vansi  calcolale  c ridotte  in  tavole. 
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L’ inlegrazione  per  parli  ci  dà 

— /*  </ifoos*<p 

— . Vi-,  «„-,=_col,  . 

quindi  prendendo  fra  i limili  if  c ^ la  parlo  indipendcnle 

dal  se^no/,  e indicando  che  fra  gli  slcssi  limili  va  pur 
falla  1 inlegrazione  dell’  allra  parie , avremo 


« = - col^  r 

(0  l/l  — c*  8CU* 


• C 8CU  <p 


fila  d’ allra  parie  si  ha  idcnlicaracnlc 


cos*9 


1/ 1 — c*scii“9 
dunque  soslitucndo  sarà  s— 


c scn  9 ■ 


1— c* 


^ V' l — c*scn*<f> 

/<p 


- Fcolcp.l/l — C*sen*<p — /'®d<pl/i — cWs>+(l — e®)/' ‘^'izzrl  . 
‘ L ' i/<P  l/l— c»seu“(pj 

Infine , cangiando  in  duo  ciascuno  di  quesli  inlcgrali  con 
osservare  che  in  virlù  del  n.“  483,  1»,  si  ha  gcncralmenle 

c indicando  i nuovi  inlcgrali  colle  loro  carallcrisliche,  sarà 

^=“[col9.l/l_c*scn®9-[^(c)-i;(c,9)]+(l-c®)[F(e)-/’(c,9)]|. 

*fi03.  L’equazione  dell’ asinlolo  Oli  essendo  y = l*‘ 

sua  parlo  OQ  corrispondcnle  all’  arco^J/  viene  espressa  da 

l/ z*+-X  = -l/a®  + <i’  = -—  , 

r or  a c sea  9 

avolo  riguardo  all’ equazioni  («®  + à®)  c®  = a®,  a;sen9=a; 
e quindi  la  dill'crcnza  OQ  — arco  yiJi/  risulla  eguale  ad 

« I l cosici/ 1- 


l 


C*SCIl*<p 


fcn  9 


f [£’(c)-Ì’(c,9)]-(1-c’)1;/’(c)-/’(c,9)J  J . 
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Ma  supponendo  <;>=0,  la  frazione  scritta  da  principio 
nella  parentesi  generale  si  presenta  sotto  la  forma  f , e colla 
regola  data  nel  n.°  144  si  trova  esser  nulla,  e ad  evidenza 
svaniscono  bensì  le  Irasccndcnli  ^(0,9),  dunque 

nell’  iperbola  di  semiasse  trasverso  a , e di  rapporto  fra  esso 
e rcccenlricitù  , e , la  differenza  tra  V arco  e V asintoto  , 
contali  rispettivamente  da  un  vertice  e dal  centro,  e pro- 
lungali aie  infinito , è non  pertanto  finita  ed  («pressa  da 


*S04.  Tra  le  parabole  diverse  dall’ordinaria,  considerate 
nel  n.“  497  si  trovò  esservene  infinite  rettificabili.  Non  cosi 
delle  iperbole:  che  anzi  la  rettificazione  di  queste  curve  di- 
pende sempre  , siccome  quella  dell’  iperbola  ordinaria  , da 
trascendenti  di  ordine  supcriore.  Difatti,  esprimendo  le  iper- 
bole di  cui  si  tratta  coli  equazione 

y=3ix~^ , si  à 

Or  questo  differenzialo  si  rapporta  ai  binomi  irrazionali , e 
si  vede  chiaramente  non  esser  possibile  che  sostituendo  per  n 
un  valore  positivo  , alcuna  delle  due  formole 

— n — n ,1  1 

. e 1-  — ossia  ■■ , 

2/I-1-2  ’ 2iH-2  ^ 2 2fHr2  ’ 

divenga  un  numero  intero:  come  si  esigerebbe  (n.‘  441  c 442) 
acciò  l’integrazione  di  mici  differenziale  si  potesse  eseguire 
sotto  forma  finita , sia  algebricamente  sia  per  le  trascendenti 
ordinario. 

*50a.  Passando  ora  alle  curve  trascendenti , tratteremo  pri- 
mamente della  logaritmica , esprimendola  colla  equazione 

y=a®,  che  dà  ^s=/a.o®=/c.y,  e quindi 

ds^dx  j/l  -f  dx  1/ 1 ^ )*. 

Giova  osservare  come  l’ espressione  di  ds , di  trascendente 
qual  era  in  x divenne  algebrica  in  y mediante  la  relazione 

«®  = y ; poiché  lo  stesso  avrebbe  luogo  per  qualunque  dif- 
ferenziale della  forma  dxf{a^).  Nel  caso  nostro  poi,  sicco- 
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me  questo  diflercnzialc  algebrico  si  riferisco  al  binomi  irra- 
zionali , e per  ventura  ba  luogo  il  primo  dei  casi  nei  quali 
è dato  integrarli  sotto  forma  finita , cosi  l’ integrazione  po- 
trebbesi  eseguire  ponendo  l-\-{la.y)'=z* , conforme  a ciò 
che  si  disse  nel  n.°  441.  Ma  qui  per  la  forma  particolare 
dello  stesso  differenziale , possiamo  raggiungere  più  spedita- 
mente lo  scopo  supponendo  la.y  = \&nh , dal  che 


do  seco 


do 


i.y  ■ • /a.cos*0.lan0  /a.senO.cos'O 

Difalli , a prescindere  che  l’ integrale  di  quest’  ultimo  dif- 
ferenziale riducesi  tosto  ad  un  altro  cognito  mediante  la  for- 
mala (D)  del  n.®  455,  si  vede  ancora  palesemente  che 


do 


do  ( sen*d  4-  cos*6  ) 


do 


senO.cos'O 


sen  0 co$*0 


seno 


</0scn0 

CO8*0 


Ma  r integrale  della  prima  di  queste  due  frazioni  è tra  quelli 
notati  nel  n.°  457  , e quello  della  seconda  si  può  avere  fa- 
cilissimamente colla  regola  data  nel  n.®  410  : dunque  sarà 


A 


do 


BenO.cos‘0 


= /.tan-  -f 


2 cosO 


e però  indicando  con  0^  il  valore  di  6,  relativo  al  comincia- 
mento  dell’  arco  s da  misurarsi , avremo 

, = L+/.tan~/.tan^). 

la  \cos9  cosOo  2 2 / 

Noteremo  pure  in  riguardo  alla  logarilmica  ( comunque  ciò 
sembrar  possa  superfluo  ) che  la  variabile  0 , in  funzione 
della  quale  si  è potuto  esprimere  con  tanta  semplicità  la 
lunghezza  di  un  qualunque  suo  arco  , dinota  l’ angolo  clic 
la  tangente  della  curva  comprende  coll’asse  delle  x,  [n.  32). 

506.  iSaremo  brevissimi  riguardo  alle  cicloidi,  poiché 
avendo  trovato  nel  n.“  295 , 


(ls=dyy^^^  = V^2ady.{^a—!/) 

la  regola  del  n.°  410  ci  darà  subitamente 

« = — 2l/2a(2a  — y)-|-  C, 
dove  C esprime  la  costante  arbitraria. 
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So  si  vuole  che  l’arco  s cominci  dal  punto  0(.^.  38), 
dovrà  essere  » = 0 quando  y ==  0 , il  die  importa  che  sia 
C = ia  , e quindi 

« = arco  OM  = ia  — 2l^2a(2a  — y). 

Allora  supposto  y = 2a,  sarà  la  scmicicloide  OMD=^ , 
c quindi  l’ intera  cicloide  pareg^crà  olio  raggi  del  cerchio 
generatore  , di  accordo  con  quello  che  si  trovò  nel  n.“  300 
mediante  la  considerazione  delle  sviluppate, 

S07.  Per  rapporto  alle  spirali , quella  che  dicesi  di  Ar- 
chimede avendo  ( n.  317)  per  equazione  r = a<a,  sarà 

ds=  V dr^-\-r'doci'‘  = ì/ dr'-\-r'  - dr  a'. 

w cr  a 


Questa  formola  è afTalto  simile  a quella  che  si  ebbe  nel  n.®  496 
per  la  parabola:  il  perchè  un  arco  qualunque  della  spirale  , 
conialo  dal  polo , verrà  espresso  come  in  quel  n."  da 


»•  =5  1 ' (:+  j/‘  +9 . 


cosi  che  tin  arco  della  spirale  di  Archimede , ed  un  arco 
della  parabola  di  doppio  parametro , hanno  la  stessa  lun- 
ghezza , quante  volte  i raggi  vettori  degli  estremi  di  uno 
pareggiano  le  ordinale  degli  estremi  dell’  altro . 

*o08.  La  spirale  iperbolica  à per  equazione  rea  = a,  {n.  319). 
Pertanto 


ds 


= !/</;•*+ rVx*  = ^\^r'  + a’  = ^ ^1  + 


Questa  formola  rassomigliando  a quella  ollcnuta  {n.  303)  in  y 
. per  la  logaritmica , ne  segue  che  se  imitando  la  sostituzione 


ivi  praticata  , facciasi  - = lan  6 , si  avrà  senz’  altro  calcolo 
r integrale  della  prima  formola  dividendo  l’ integrale 


/'— ^ = Man!+  ' 

scnO.cos  9 ^ 


cos  9 
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pel  fattore  di  r nella  recata  sostituzione , die  qui  e cioè 

a dire  moltiplicando  quest’  integrde  per  o.  Se  dunque  no- 
tiamo con  il  valore  di  6 relativo  al  cominciamento  dcl- 
r arco  8 , avremo 

8!=a(  ——“V  + /.  tanj— /.tan^  V 

V C08«  cosOo  2 2 / 

Questa  formolo  diviene  inRnita  quando  si  suppone  nul- 
lo 6,  insieme  .col  raggio  vettore  corrispondente  alla  origine 
deir  arco  s.  E dunque  infinita  la  lunghezza  di  ogni  arco 
della  spirale  iperbolica  , il  quale  cominciando  da  un  punto 
qualunque  si  supponga  terminare  nel  polo:  rìsnl lamento  af- 
fatto naturale  dietro  la  proprietà  di  cui  gode  questa  curva, 
di  ripiegarsi  in  infinite  spire  più  e più  ristrette  intorno  al 
polo , senza  poterlo  raggiungere . 

*309.  Consideriamo  ora  l’ arco  parimente  infinito , che  in- 
comincia dal  punto  B {Jìg.  34  ) , e si  distende  insieme  col- 
r asintoto  AS  nel  senso  ÉMR.  Allora  siccome  per  un  punto 
qualunque  M l’ equazione 

tan0=-=-,dà  — -=sec0=s , c 0=arc.tan-  , 

a ® cos9  <B  ' « ’ 

COSI  pel  punto  D al  quale  corrisponde  ® = 5 , sarà 

A 

lanO  , donde  -^=sec0„=— e 0„=arc.tan-. 
Ma  supponendo  condotta  per  31  la  QN  parallela  ad  AP , il 


triangolo  rettangolo  31 PQ  ci  àk  AN=PQ=rco8ei>= 


acosfl) 


dunque  la  ^flerenza  tra  l’ arco  B3I  della  spirale , e il  cor- 
rispondente segmento  A3f  dell’asintoto  verrà  espressa  da 


^ "c.ten- 
— -f  /.  tan — 


are.  tan- 


.lAm— —y 

Ma  supponendo  «s=0  le  due  parti  variabili  del  secondo 
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fattore  ili  questo  prodotto  ( la  prima  delle  quali  si  presenta 

sotto  la  forma  ~ ) divengono  nulle  ; dunque  la  differenza  tra 

l’arco  BMR  o l’asintoto  AS  prolungati  all’ infinito,  6 non- 
dimeno finita  ed  espressa  da 


«r^l. 


col 


are.  tan  - 


y 


510.  Consideriamo  finalmente  la  spirale  logaritmica.  La 
equazione  di  questa  curva  ( n,  321) 


0) 


=logr=p,ci  dà 


la 


la 


(Ir , 


da  cui  si  à immediatamente  per  l’arco  S1^31  (Jìg.5)i)  inlcr- 
cello  ai  raggi  vettori  , r , 


la 


(r— rj; 


m 


il  elio  importa  che  un  arco  qualunque  della  spirale  loga- 
ritmica serba  un  rapporto  costante  alla  differenza  dei 
raggi  vettori  che  lo  comprendono. 

Questo  rapporto,  espresso  qui  dal  coelllcienle  di  v— r , 
non  differisce,  per  ciò  si  disse  nel  n."  323 , da  quello  del- 
r unitò  al  coseno  dell’  angolo  costante  formato  dalla  curva 
col  raggio  vettore  : c tale  appunto  lo  darebbe , indipendcnlc- 
mcnlc  dall’  integrazione , il  triangolo  differenziate  Mmn  , 
dove  l’angolo  Mmn  è il  detto  angolo  costante. 

Supponendo  z*o=0,  si  esprime  che  l’arco  s incomincia  dal 
polo,  o piuttosto  che  termina  in  esso  dopo  avervi  fatto  attorno 
infinite  spire , di  più  in  più  ristrette.  Poiché  dunque  abbia- 
mo , ciò  non  ostante , per  sua  misura 

la  ’ 

possiam  dire  che  il  medesimo  sarà  di  lunghezza  finita  : ri- 
sultamcnlo  notevole,  e che  sembra  avere  del  paradosso. 

In  fine,  supponendo  a = e,  la  formola  (L)  diviene 

«s=sl/2  (r  — r„); 
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o con  ciò  si  rende  manifesto  die  nella  spirale  legar  Umica 
neperiana  , un  arco  qualunque  pareggia  la  differenza  del- 
le diagonali  dei  quadrati  descriUi  sui  raggi  vettori  dei 
suoi  estremi. 

Kll.  Per  rapporto  alle  curve  esistenti  nello  spazio,  siano 
storte  siano  piane , supponendolo  espresse  come  nel  n.”  325 
dall’  equazioni 

e chiamando  l’ascissa  del  punto  della  curva  preso  per 
origine  dell’  arco  s da  valutarsi , abbiamo  dal  n.°  citato 


od  ò chiaro  che  sarebbe  parimente 


se  le  coordinate  ar , y , 2 fossero  espresse  in  funzione  di  una 
quarta  variabile  /,  di  cui  si  avrebbe  il  valore  sostituen- 
do a"»  ad  ar , e /o  a / nell’ crpiazione  fra  x e i. 

Un  esempio  notevole  e insieme  facilissimo  di  rcttiCcozionc 
di  curve  storte  si  è quello  dell’  elica  ( ».  33i>  ) ; ma  appun- 
to percliò  facilissimo  , abbiam  potuto  eseguirlo  nel  n.°  336, 
indipendentemente  dal  metodo  integrale. 

*312.  Si  avrebbe  un  altro  esempio  della  stessa  natura  nella 
intersegazione  D'MD  dei  due  cilindri  retti  a basi  paraboliche, 
rappresentati  nella  Jig.  72 , ed  espressi  dall’  equazioni 

(1)  2a{C-z)  = x\26{c-z)==7j\  (2) 

Queste  equazioni  danno  dx  = — ^dz,dy  = — -dz-,  e quin- 
di , avuto  riguardo  alle  stesse  equazioni , 


Dunque  sarà 


adz* 


bdz' 

2(c-5)  ' 


ds  = 1/  dx‘‘-\-dij*  -fr/s" 


1/ «(c — C — — 
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c la  rettificazione  della  curva  B'MD  dipenderà  ( cap.  IV  ) in 
generale  dalle  trascendenti  ellittiche,  (a) 


(a)  Nel  caso  di  due  semi-cilindri  reni  a basi  circolari , ( che  è quello 
delle  lunette  cilindriche  praticate  a squadro  nelle  y olle  cilindriche  ) la 
quistione  sembra  dipendere  da  trascendenti  di  ordino  superiore  agli  el- 
littici , poiché  all’  equazioni  (1)  c (2)  surrogando  le  altre 

«fcl/c-C*  — z4 

C*,  e c*  , trovasi  ds  = — — • 

|/(C*  — z») 

Nondimeno  , se  si  è contento  di  una  mediocre  approssimazione , si  po- 
trà usare  il  modo  che  abbiamo  dichiarato  nella  nota  apposta  al  n.°  487. 
E qui  escludendo  dalla  integrazione  il  radicale  che  trovasi  nel  nume- 
ratore , dovrà  servire  la  formola 

m-^M  p dz 

2 J |/(c‘  — s*)(  C — s‘)  ’ 

dove  per  aver  la  lunghezza  dell’ arco  5 M/Z)  l’integrale  si  dee  prendere 
da  z =s  0 sino  a s = Oc  = c , e debbono  tn  eà  M esprimere  il  più 

piccolo  e il  più  gran  valore  che  assume  c*C*  — s4  dall’  uno  all’al- 
tro dei  detti  valori  di  z. 

Or  questi  valori  Ai  m ci.  M sono  cl/C*  — c*  e cC , perchè  il  ra- 
dicale va  palesemente  diminuendo  daz  = Oa  z=c.  E d’altra  parte  sup- 
ponendo z = c sen  <p , e quindi  dz  = cd<f  cos<(> , si  ha 

Il  perchè  avremo  per  la  lunghezza  dall’arco  B'MD 


o vero  , posto  - = sen  0 , 

c 


c 

~ ( 1+  cos  0 ) F (sen  6)  z=  c cos*  i 9.  F(scn  9)  , 

A 

dove  F (seno)  esprime  (it.  471)  la  funzione  ellittica  c completa  di  1.*  spe- 
eie , che  à per  modulo  0 , e che  si  dee  cercare  nella  tavola  datane 
da  Legendrc. 
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CAPITOLO  X. 


Qìfadralura  dello  supcrjìcie piane  terminate  da  linee  curve. 

613.  La  quadratura  delle  superficie  piane , terminate  in 
lutto  o in  parte  da  linee  curve , è ordinariamente  più  facile 
della  rcllificazione  di  queste  curve  ; poiché , in  seguilo  di 
quanto  ò dello  nei  n.‘  222  c 479 , per  una  curva  qualun- 
que espressa  dall’ equazione  ys=J{p;)  a coordinale  rettango- 
lari , r integrale  deWto 


esprime  (quando  f{x)  è contìnua  da  Xo  & x»)  Farea  com- 

{>resa  tra  le  ordinate  corrispondenti  alle  ascisse  Xo  e Xm,  e 
' arco  e la  parte  dell’  asse  delle  x che  tali  ordinate  inter- 
cettano : di  che  segue  ancora , che  prendendo  per  la  espres- 
sione y(x)  delle  ordinale  il  coefficiente  differenziale  di  qual- 
sivoglia funzione  algebrica  di  a:,  si  oltcrrù  una  curva  yua- 
drabile  , cosi  chiamando  i geometri  le  curve  le  cui  aree  son 
funzioni  algebriche  e finite  delle  coordinale  che  le  deter- 
minano. 

Non  occorrendo  aggiungere  come  sia  mestieri  condursi , 
quando  la  funzione  J\x)  diviene  infinita  per  uno  dei  limili 
o per  un  valore  intermedio , sia  che  si  conosca  sia  che 
s’ Ignori  F integrale  indefinito , perchè  ciò  sarebbe  un  ripe- 
tere lo  cose  dette  nei  n.'  491  e 492 , possiamo  senza  più 
venire  agli  esempi. 

614.  Consideriamo  in  primo  luogo  la  parabola  ordinaria, 
espressa  dall’equazione 

y*=2aa:,  o vero  y = ±l/2aa;, 
c cerchiamone  Farea  i^OPM , fig.  69. 

Sostituendo  V2ax  ad  y nella  formala  generale  fydx, 
abbiamo  per  Farea  cercata 

/=  dx  V‘ìax  — \ l^2ax’‘  = ^x  V‘^xs=\xy  , 

0 O O o 

onde  apparisce  che  essa  è i due  terzi  del  rettangolo  eir- 
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coscritto  PQ:  risultamcnlo  notevolissimo,  dato  la  prima  vol- 
ta da  Archimede. 

515.  E chiaro  che  sostituendo  — V'2ax  che  dinota  Pm 

2 

ad  y nell’  integrale  fydx  , si  avrebbe  — -xy  per  valore  del- 

u 

l’area  OPm.  Ciò  non  ostante,  nella  misura  dello  spazio  MOm, 
come  di  qualunque  altro,  le  parli  in  cui  esso  può  supporsi 
diviso  per  applicare  a ciascuna  più  facilmente  il  niclmlo  in- 
tegrale , si  riguardano  tutte  come  positive  quando  poi  si 
riuniscono  per  ottenere  lo  spazio.  E lo  stesso  va  detto  delle 
parti  in  che  si  possono  intenuere  spezzate  le  linee  o i volumi , 
a fine  di  trovarne  più  comodamente  la  misura. 

51 6.  È notevole  che  ogni  segmento  della  parabola  è i 
due  terzi  del  parallelogrammo  circoscritto.  Ciò  è di  piena 
evidenza  pel  segmento  MOm  di  corda  perpendicolare  all’asse 
della  curva,  e per  convincersene  in  quanto  all’altro  qualunque 
M'Mm',  basta  osservare  che  riferendo  la  curva  al  diametro 
MF  ed  alla  tangente  MQ  , come  assi  coordinati , 1’  equa- 
zione delta  curva  risulta,  siccom’ò  noto,  di  forma  simile  alla 
primitiva.  Quindi,  in  virtù  del  n.”  230,  lo  spazio  mistilinco 
yl/P'J/',debb’esserc  idue  terzi  del  prodotto.)//^. jPil/'.senP'/!/iP', 
il  quale  esprime  , come  tutti  sanno  , l’ area  del  parallelo- 
grammo PO'. 

517.  In  quanto  alle  parabole  espresse  ( come  nel  n.“  497  ) 
dall’  equazione  y — xx"  , l’ area  che  incomincia  dalla  origi- 
ne e unisce  ad  un’  ordinata  qualunque  , ò 

/=  xx”dx=~ — - = — 1— ary; 

il  che  prova  che  tutte  queste  curve  sono  quadrahili,  c di|i- 
più  che  le  aree  in  forma  di  triangoli  mislilinei , comprese 
tra  due  coordinate  e V arco  intercetto , sono  in  rapporto 
costante  al  rettangolo  di  queste  coordinate.  Nè  ha  mestieri 
(li  spiegazione  che  siano  egualmente  quadrabili  le  parabole 
espresse  più  generalmente  dall’ equazione  ìf==a-\-bx-\-cx'' k., 

518.  Sia  ora  l’ ellisse  rappresentata  dall’ equazione 

+ ’ o vero  — - 1/  (7  — X . 

:>3 
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,c  cerchiamone  l aica  i = OlìIilP , ftj.  70.  Quest’ arca  vcr- 
n\  indicata  da 

J 0 a flf/  0 

ma  dal  n."  421  abbiamo 

fdx  Va'—x'  = I \/d‘—x'  + ^ are  scn  ^ ; 

dunque  sarù 

bx  y ab  X XV  , ab  x 

^ ^ + T « = 2 + T « ’ 

e siccome  il  primo  termine  di  questa  formola  esprime  il 
triangolo  OPM , 1’ altro  dinoterà  il  settore  BOM.  Da  essa, 

ponendo  x = e si  desume  ^ ab  per  area  del  quadrante  ellit- 
tico AOB,  e quindi  l’ espressione  semplicissima  itab  per  l’area 
dell' intera  ellisse. 

519.  In  egual  modo,  per  l’iperbola  espressa  dall’ equazione 
j.— f:  = l>  o >^ero  y=±Wx'^a'  , 

l’area  l=APM  \Jìg.  71  ),  che  incomincia  dal  vertice  A 
e ilnìsce  all’  ordinata  PM , viene  indicata  da 

/=  tdxV^^^^'  = ‘’~  pdxV^^'-, 

,/a  a a^/ a 

ma  dall’ integrale  di  dtjV'c-\-y'  trovato  nel  n.”  427 , can- 
giandovi y in  X c e in  — a* , si  desume 

fdx  Vx'  — a'  = I V/fl*— o*  — ^ /(  X + l V — «*  ) : 
dunque  avremo  per  l’area  APM , 

4 S ai  .ar+l/j-*— o'  xy  \_y\ 

c siccome  quest’arca  è palesemente  il  residuo  che  nasce  to- 
gliendo dal  triangolo  OPM  espresso  da  settore 
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COSI  questo  seUorc  verrà  espresso  dalla  forinola 

altrcUanlo  semplice  ebo  oleganlo.  Da  questa  formula  è pa- 
lese che  l’area  del  settore  sarà  intìnila  nel  valore,  sicco- 
me nella  lunghezza,  quando  il  punto  J/ discostandosi  all’in- 
finilo  dall’  altro  A , la  retta  031  si  confonde  coll’  asintoto  , 
c il  settore  diviene  AOR. 

Jj20.  L’equazione  dell’iperbola  equilatera,  di  assc2a,  ri- 
ferita ni  suoi  asintoti , essendo 

fl*  a* 

0 v=Tx  ’ 


l’arca  t compresa  tra  le  ordinale  corrispondenti  alle  ascisse 
3To  cà  X , verrà  espressa  da 


Quindi  se  per  a?»  si  prende  l’ascissa  OC  [fiff.  67)  corri- 
spondente al  vertice  A,  e se  inoltre  si  suppone  OC=l,  e 

quindi  OA=a=\/% , l’area  CA3I P wrrìi  espressa  sem- 
plicemente dal  logaritmo  neperiano  di  OP. 

Nella  stessa  ipotesi  l’area  CA3IP  verrebbe  misurala  ( ìi. 
230  ) da  scn  a.,  tx  , se  l’ iperbola  cessando  di  essere  equila- 
tera, dinotasse  «l’angolo  compreso  dagli  asintoti;  ed  allora 
essendo  scn  «.  Ix  eguale  al  logaritmo  di  x tolto  nel  sistema 
che  à per  modulo  scn  « , si  fa  chiaro  che  in  ogrì  iperbola 
riferita  agli  asinlo/i,  le  arce  comprese  ira  1‘ ordinata  pel 
vertice  ed  altre  ordinate  qualunque , vengono  espresse  , in 
parli  del  quadralo  della  ordinata  pel  vertice , dai  logaritmi 
delle  ascisse  corrispondenti  a qìielt  altre  ordinate,  presi 
nel  sistema  che  à per  modulo  il  seno  dell’  angolo  conle- 
ìiulo  dagli  asintoti.  Laonde  essendo,  per  esempio,  0.4342944 
il  modulo  del  sistema  briggiano  , i logaritmi  di  questo  si- 
stema rappresenteranno  le  arce  dell’  iperbola , i cui  asintoti 
s’ inclinano  fra  loro  sotto  l’ angolo  2S‘’.48'.6",  avente  per  seno 
quel  modulo. 

S21.  L'espressione  Ix  delle  aree  come  CAMP  {Jiq.  67  ) 
deir  iperbola  ordinaria,  sembra  non  potersi  applicare  alle  aree 
simili  a camp,  c corrispondenti  alle  ascisse  negative,  perchè 
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diviene  inimnginaria  per  queste  ascisse.  Nondimeno,  sia  per- 
chè le  aree  C/L^IP,  cavìp  sono  cvidcnlemenle  Ira  loro  eguali 
quando  OP=  Op,  sia  ancora  perchè  rimontando  al  dificrea- 
dx 

zialc  — delle  aree  , si  vede  che  esso  non  si  mula  nel  sostituì- 


/ ff 

re  -X  ada’,  (perchè  abbiamo  ^==— — =■— j , si  dovrà 


tenere  che  bensì  le  aree  corrispondenti  alle  ascisse  negative, 
vengano  rappresentate  dai  logaritmi  di  queste  ascisse  riguar- 
date come  positivo. 

*o22.  Per  trattare  delle  altre  iperbole  considerate  nel  n.”504, 
ne  scriveremo  qui  l’equazione  sotto  la  forma 
dove  ?n  ed  n possono  supporsi  interi  e positivi.  Allora,  essendo 


t m 1 n — tn 

J' ydx=x" I* X ”cte=— “ , 

l’arca  /,  compresa  tra  le  ordinate  corrispondenti  alle  ascisse 
x„  ed  X , verrà  espressa  da 


1 n — m n— 

Ora  dovendo  supporre  ineguali  i numeri  m ed  n nelle 
iperbole  diverse  dalf  ordinaria  , per  fissare  le  idee  ponghia- 
rao  m minore  in  n , come  nelle  iperbole  espresse  dcH’cqua- 
zioni  xy'=l,  x;y*  = l,  e rappresentate  dalle  Hg.  73  e 67. 
Allora  facendo  x„  = 0,  si  avrà  per  t l’arca  ÓY...LMPO 
inCnitamente  lunga , ma  di  valore  finito  ed  espresso  da 


= »"x 


n — m 


X = 


xy , 

li  — m •'  ' 


tanto  da  potersi  dire  in  rapporto  costante  al  rettangolo  iscritto  ; 
laddove  supponendo  x=oe>,  si  avrà  per  t l’area  PXKM  infi- 
nita nel  tempo  stesso  in  lunghezza  ed  in  valore. 

Avverrebbe  il  contrario  se  fosse  m maggiore  di  n , come 
nelle  iperbole  espresse  dall’cquazioni  x*y=l,  x®y=l,  ed 
indicate  nelle  Jiy.  68  e 67.  In  sostanza  può  affermarsi  che  le 
iperbole  di  iuUt  i gradi,  iranne  il  secondo,  siano  quadrabi- 
ii,  ed  abbiano  uno  spazio  asintotico  di  valor  Jinito,  e l’ altro 
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di  valore  infinito.  Questa  diOcrcnza  non  deve  punto  sorpren- 
dere , c la  ragione  di  essa  trovasi  nel  diverso  grado  di  ra- 
pidità con  che  la  curva  si  avvicina  nH’uno  e all’altro  asin- 
toto : COSI  neiripcrbola  espressa  dall’ equazione  es- 


sendo 


vedesi  chiaro  che  in  parità  di 


circostanze  la  x decresce  ben  più  rapidamente  della  y , di- 
venendo , a ragion  di  esempio , sedici  volte  minore  l’ascissa 
quando  l' ordinata  si  suppone  quadrupla  ; ma  non  divenendo 
più  di  due  volte  minore  l’ordinata,  quando  per  contrario  si 
suppone  quadrupla  l’ascissa. 

*S23.  Nella  logaritmica  rappresentata  dalla  Jìg.  31,  essendo 


y = a’‘,  e con  ciò  f ydx=f  a^dx  ■■ 


a 

1^’ 


il  valore  dell’  arca  t = OBMP  contata  dall’  asse  delle  y , e 
valutata  in  parti  del  quadralo  di  OB-=.\  , sarà 


/ 


a 


dx 


E però,  essendo  y=0  quando  x= — oo  , l’arca  Ou...vBO 
infinitamente  lunga  secondo  l’asse  negativo  delle  x,  avrà 

valore  finito  ed  espresso  da  ^ , ossia  dal  modulo  del  sistema 


di  logaritmi  relativi  alla  base  a. 

K24.  In  riguardo  alla  cicloide,  si  ò veduto  nel  n.“29K  che 
il  difTcrenziale  dell’  area  / = OBBM  {Jìg.  38  ) vicn  espresso 


da  dy\/2ay — y*  ; ma  dall’integrale  di  dxV'a-\-%bx — x' 

trovato  nel  n.°  422 , cangiandovi  a in  0 , A in  « , c ar  in 
y , si  desume 


fdy  V2ay—y'=J--^  arcsen^!-^  ; 

dunque  sarà 


t = V '^y—y'=JL^  V'' <2,011— y^  + 
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c quindi,  fallo  y=ED=%a,  Tarea  lornerà  espros- 

sa  da  — • Ciò  essendo,  la  differenza  di  quest’area  dal  rei- 

(angolo  EB  = OE.OB  = 'Ka.%i~2a!a*,  cioè  a dire  l’area 

OMDEO  sarà  e lulla  l’area  ODO'O  %mk’Òrttd^ , ossia 

il  triplo  del  cerchio  generatore  : di  accordo  con  quel  che 
trovammo  nel  n."  2915  indipendentemente  dal  metodo  integrale, 
*o2J5.  Per  le  cose  fin  qui  ragionate,  qualunque  sia  il  con- 
torno di  un’arca  piana,  la  misura  di  questa  si  riduce  sempre 
alla  integrazione  ai  funzioni  esplicite  o implicite  di  una  varia- 
hile.  Se  il  contorno  è una  curva  continua  che  ritorna  in  sè 
slessa,  come  M„M {Jiy.  74) , supponendo  essere  OPo 
ed  OPm  i limili  delle  sue  ascisse  , l’ equazione /(a:,»/)  = 0 
della  curva  darà  per  ogni  ascissa  intermedia  x almeno  due 
valori  reali , esprimenti  le  ordinale  PM^  e PM^  : ora  è visi- 
bile, dopo  le  cose  precedenti,  che  l’area  verrà 

espressa  dall’integrale  definito  — y,),  io  cui  , Xx 

dinotano  lo  ascisse  OPo , OP<s  ; od  y,  , y,  esprimono  le  or- 
dinale PM^  , PM^ . 

Se  poi  il  contorno  è discontinuo , o vogliam  dire  compo- 
sto di  parti  spellanti  a lince  diverse,  si  considereranno  ad  una 
ad  una  queste  parli  , e si  calcolerà  separatamente  il  valore 
dell’  area  relativa  a ciascuna  di  esse , adoperando  per  y la 
funzione  di  x che  esprime  la  corrispondente  ordinata  ; e 
poscia  si  faranno  tra  questi  valori  le  addizioni  o sottrazioni 
che  la  forma  del  contorno  potrà  esigere. 

*'626.  Inoltre  è chiaro  che  1’  espressione  analitica  deH’,nja 
racchiusa  nel  proposto  contorno,  debh’cssere  indipendente  dal 
sistema  delle  coordinale  cui  si  riferiscono  le  varie  parli  di 
esso  ; ma  non  per  questo  è men  chiaro  che  una  scelta  di 
coordinale  falla  con  discernimento  , può  render  facili  e bre- 
vi taluno  integrazioni  che  allrimenli  sarebbero  lunghe  e 
complicato.  In  prova  di  ciò , c per  dare  nel  tempo  stesso 
un’applicazione  della  formola  delle  arce  in  coorilinale  po- 
lari, c/w  = i r' (/®  , a curve  diverse  dalle  spirali,  ci  pro- 
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porremo  di  valutare  l’ arca  OMAmO  {Jìff.  47  ) della  lemni- 
scata. L’ equazione  di  questa  curva  in  coordinale  ordinarie 
essendo  ( n,  304  , IV  ) 

è chiaro  che  in  questo  sistema  di  coordinate  la  misura  dcl- 
r area  proposta  esigerebbe  l’ integrazione  di  un  differenziale 
aifello  da  un  radicale  di  quarto  grado  ; ma  siccome  in  coor- 
dinate polari  sappiamo  ( n.  499  ) che  l’ equazione  della  cur- 
va è r*  = a*cos2a5,  così  l’arca  u — AOM  verrà  espressa  da 

«=  ds!=^  /'*’rfa?cos2a3  = Y sen  23). 

J o ' ijo  4 

In  questo  risultato  ponendo  a5  = 41>“,  il  raggio  vettore  O.ll 
prenderà  la  posizione  estrema  OT , e quindi  avremo  -a* 

per  valor  dell’ arca  AMOA,  di  che  risulta  che  tutia  l’arca 
della  lemniscata  eguaglia  il  quadrato  del  parametro  di  que- 
sta curva. 

327.  L’equazione  della  spirale  di  Archimede  {^Jìg.  715  ) 
essendo  2irr  = , avremo  per  1’  area  Pini  di  essa 


In  questa  forraola , ponendo  ®=2ff,  c rammentando  che  y/ 
esprime  il  passo  Po  = oo‘  = • • • della  curva,  avremo 
T per  1 arca  Plnino  contenuta  nella  prima  spira  : ciò 
che  dimostra  essere  la  medesima  un  terzo  del  cercliio  in  cui 
la  spira  slessa  è racchiusa , di  accordo  col  risultalo  lascia- 
toci da  Archimede. 

S28.  Couvien  badare  con  attenzione  ai  limili  fra  i quali 
bisogna  prendere  rintegrale  esprimente  l’arca  di  una  curva 
riferita  a coordinale  polari,  tenendo  presente  che  gli  clementi 
dell’  area  sono  dei  settori  aventi  per  comiin  vertice  il  polo. 

Così  nella  spirale  di  Arcbimcde  , volendosi  1’  arca  oLJhVo'o 
terminala  dalla  seconda  spira,  e dalla  retta  oo'  che  unisce  gli 
estremi  della  prima  c della  seconda  spira,  si  andrebbe  erralo 
ponendo  a,'=4ff  nella  formala  (U),  perchè  ciò  equivarrebbe 
a valutare  rintegrale  da<i'=0  sino  ad  ff=4w,  mentre  l’area 
richiesta  vien  generala  nel  secondo  rivolgimento  del  raggio 
vettore  intorno  al  polo,  e perciò  le  posizioni  estreme  di  que- 
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sto  Taccio  corrispondono  ai  valori  2r  , e 4jt  di  Qupli 
pertanto  sono  i limili  dell’integrale,  c cosi  l’arca  dimandala 
risulta  espressa  per  modo  che  1 arca  compresa 

Ira  la  prima  c la  seconda  spira  torna  eguale  a J.'kA  . Dopo 
questa  osservazione  b ben  facile  verificare  il  trovalo  pur  di 
Archimede  : che  /’  area  contenuta  fra  la  spira  n“"“  e la 
seguente , pareggia  n volte  quella  che  vieti  compresa  tra 
la  prima  spira  e la  seconda.  ...  , 

*529.  L’equazione  ms=a  della  spirale  iperbolica  (/y.  54) , 

= ma  per  l’area  che  im- 


piccolisce al  crescere  di  a>,  devesi  ( n.  313  ) prendere 

Supponendo,  per  fissare  le  idee,  che  l’area  da  valutarsi 
cominci  da  PB  e proceda  nel  senso  dei  raggi  vettori  cre- 
scenti , abbiamo  ed  = ^ ; il  perché  sostituendo  in  (U) 

questi  valori , sarà 

Una  di  queste  espressioni  di  BP3I,  per  esempio  la  pri- 
ma, tolta  da  quella  del  trapezio  AP3ÌN  che  si  vede  ossei  o 

I rrosvi  . a*  COSA' senA>\ 

= — {2a-rsena')  = -— (2 -)  . 

dà  per  resto  l’ espressione  dello  spazio  AB3IN , cioè 

a*  / 2-BCOSA' AI SOBASCOSA)  2\ 

ABMN=j(^ -!-;)• 

Or  la  frazione  variabile  compresa  nella  parentesi  assume  la 
forma  indeterminata  ^ quando  si  suppone  aj=0  , cioè  quan- 
do r arca  asintotica  ABMN  diviene  infinilamenlc  lunga  : 
ma  per  la  regola  prescritta  nel  n.“  94,  npplii'ala  due  \olle 
di  segnilo  , sì  trova  eguale  a zero  : dunque  avremo 

AS...lì.yBA=''^‘^-  = -- 
2 «■  « 
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^30.  Fiaalmcntc  l’ equazione  della  spirale  logaritmica  , 
®=loa:r=  ^ , dandoci  du  = - rVfo  = rdr  , 

° la’  2 ila  ’ 


avremo  subito  per  l’ area  M^PM  {Jig-  Ko  ) compresa  tra 
raggi  vettori  r, , r , 


« 


rdr  = — ( r* — r * ) : 
4/a  ' ° ‘ 


formolo  che  ci  presenta  il  prodotto  del  modulo  del  sistema 
cui  la  spirale  si  riferisce,  pel  quarto  della  differenza  dei  qua- 
drati descritti  sui  raggi  vettori  ì\  , r.  Il  perchè,  nella  spirale 
logaritmica  neperiana  l’arca  compresa  tra  due  raggi  vettori 
e T arco  intercetto , è quarta  parte  della  differenza  dei  loro 
quadrati. 


CAPITOLO  XI. 


Quadratura  delle  supcijicic  curve. 


{>31.  Per  trattare  primamente  delle  superfìcie  di  rotazio- 
ne , ricorderemo  che  detta  u la  funzione  ignota  di  x che  c- 
s^rime  l’ area  della  superfìcie  generata  per  la  rotazione  del- 
1 arco  CM{fig.  291,  di  lunghezza  8,  e di  equazione  y=f{x), 
intorno  all'  asse  delle  x , abbiamo  dal  n.°  224  , 

du=2nrgd8==  2nry  dx'  -+-  dg'=^dxf{x) . V'  l-^-  {f'x  )‘ . 
Dunque  indicando  al  solito  con  Xo  l’ascissa  OA  relativa  al 
cominciamento  di  tal  superfìcie , avremo 


«=2ir  /:  dx  f{x).Vl-\-{fx)\ 

{>32.  Passando  alle  applicazioni , ometteremo  la  parabo- 
loide che  ha  poca  importanza  , c dipende  sempre  per  via  di 
una  integrazione  semplicissima  dal  trascendente  ie. 

Per  r ellissoide , la  consueta  equazione  della  curva  ge- 
neratrice 

^ + ‘landociay=^’{a’-j^*),  e ^ = sarà 


X’=2xb 


34 
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cliiaDiando  c l’ eccciili  icilà  , cioè  ponendo  a* — A*=c*. 

ex 

Ora  la  formola  del  n.“  421  con  mular  solo  a:  in  — ci  dà 


/cdx  / c*x*  ex  / . c*x*  , o*  ex 

- V + 2 ^ ; 

e questa  espressione  si  annulla  con  x.  Dunque  moltiplican- 


dola per  — , avremo  per  la  superficie  u contata  dalla  cir- 

conferenza  di  raggio  b , corrispondente  ad  a:  = 0 , 

pxcdx  / , c*x*  »/*■/  < I ex\ 

“=-r/ 

Da  questa  formola , ponendo  x=a  e duplicando  il  ri- 
sultato , si  à per  la  superficie  di  tutta  l’ ellissoide 

G C 

2iri*-f-2jra3  • - are  sen  - . 

' c a 

Supponendo  a = b , l’ ellisse  voltasi  in  cerchio  , e posto 
mente  che  allora 

c = 0 , e quindi  ^ are  sen  ^ = oo  )(  0 = 1 , ( n.  50  ) 

si  ottiene  4ffa®  per  la  superficie  della  sfera  di  raggio  a : 
conforme  al  notissimo  teorema  di  Archimede. 

533.  Le  formole  del  n.*  precedente  si  riferiscono  all’ ellis- 
soide allungala,  per  la  quale  a'^b.  Se  per  contrario  fosse 
b'P’a,  il  dilfcrenziale  du  si  porrebbe  sotto  la  forma 

, o , rf*  , / , , b'—a'  , cetr  / , , c'x' 

du=2vb—  1/  a —x'= 1/  a'-^ , 

a V a*  c a V a* 

dinotando  sempre  c l’eccentricità,  cioè  supponendo  nel  caso 
attuale  b* — a*=c'. 


Or  rinlograle/c/y  l/<?-}-y*=|  Vc+y'  + ) 

trovalo  nel  n.®  427,  con  sostituire  ^ad  y,  ed  a*  a e,  dà 

/edrm/  , , c'x'  cx^  , , c*x*  a*  , /ex  , , c*x*\. 

-V  «‘+-^=2-ar  « + 2 ^ (t+k  « + -^y 
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quindi  siccome  questa  espressione  si  riduce  ad  — la  quando 


x = 0,  avremo  per  la  superficie  n contala,  siccome  po- 
canzì , dalla  circonferenza  di  raggio  & , 


U=‘kI>  ( f 

\a*  c 


CX+ 1/ «i-+-c’a;* 


) 


Dalla  formola  precedente  si  desume  con  molta  semplicità 
una  espressione  elegante  delfiniera  superficie  dell’ ellissoide 
schiacciata,  sostituendovi  successivamente  x = — a , x=.  a , 
c poi  sottraendo  ( n.  480  ) un  risultato  dall’  altro.  Essa  è 


C 0 — c 


c supponendo  o=3 , ci  riconduce  al  valore  4>ro*  della  su- 
perficie sferica , perche  allora 

e=0  , e quindi  ^/^^=oo)(0=2,  («.  149). 

'*1)34.  In  simil  modo  le  superficie  delle  iperboloidi , si  di 
una  che  di  due  foglie , dipendono  da  logaritmi  mediante 
lo  stesso  integrale  in  y,  dianzi  richiamato.  Omettendo  le  loro 
espressioni  che  hanno  poca  importanza,  noteremo  solo  il  dif- 
ferenziale della  prima  di  tali  superficie.  Desumendolo  dall’e- 
quazione o*y*=  h'  ( x*-j-  a*  ) , si  trova  essere 


2*^  j . I . , - / . a*  , 

— axy  a*-H — y paragonalo  a — axy  > 

che  si  ebbe  considerando  l’ ellissoide  schiacciala  , si  scorge 
( indipendentemente  dai  loro  integrali  ) che  se  b avesse  lo 
stesso  valore  in  amenduc,  ed  a valori  diversi,  allora  indicando 
con  a quello  per  esempio  che  si  riferisce  all’  iperboloide , i 
delti  differenziali  si  potrebbero  scrìvere  sotto  le  forme 

2irbdx  t-i-*  x',  e Zntbdx  |/ ~x'  , 


e quindi  sarebbero  identici  non  meno  essi  che  i loro  inte- 
grali presi  tra  gli  stessi  limili , quando  fosse 


— j;—  = — ,0  pili  semplicemente 
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' Qucsla  porlanlo  ò la  relazione  die  dee  aver  luogo  (e  dio 
il  geometra  l'raneesc  Parcnl  assegnò  il  primo  ),  perchè  sieno 
tra  loro  eguali  le  zone  corrispondenti  di  una  iperboloide  ad 
lina  foglia  c della  iscritta  ellissoide  schiacciata , avente  per 
equatore  la  gola  della  iperboloide  : come  Archimede  trovò 
essere  per  la  sfera  ed  il  cilindro  circoscritto.  E in  conferma, 
quando  b-=a,  o.  si  rende  infinita,  l’iperboia  si  cangia  in  una 
retta  parallela  all’  asse  delle  a: , e 1’  ellisse  divien  cerchio  : 
onde  è chiaro  che  si  riproduce  il  teorema  di  Archimede. 

Per  fare  anche  un’  applicazione  della  formolo  2‘ittjds, 
considereremo  la  superficie  generata  per  la  rotazione  della 
cicloide  attorno  il  suo  asse  di  figura  DE,  {fy.  38). 

A tal  fine  ponendo  DE=-%i,  DM=s,  DH=x,  lIM=y, 
abbiamo  dal  n.°  296 


^ = lan  MLQ= 


A'//_  %a  — X 

ÙD 


donde  dy= 


\^%a — X 


dx , 


c in  oltre  abbiamo  dal  n.*  300,  « = 2 K 2«ar . 

Ma  sulle  prime  integrando  per  parti  la  formolo 

du  = 2r:yds  si  à u=i2‘Kfyds=^  {ys — J'sdy) , 
dunque  sostituendo  in  quest’ultimo  integrale  i notali  valori 
di  8 c dy  , sarò 


w=2ir(y#— 2 V^fdx  V 2.a — x)=2'k  ^T/»+^1^2«(2a — x-Y  ^ . 

S2 

Questa  espressione  si  riduce  a -r^a*  quando  ar=0:  dun- 

u 

que  la  superficie  u del  conoide  cicloidale , contala  dal  ver- 
tice D verrà  espressa  in  x ed  ^ per  la  formolo 

u = m^^y  V^x  + 2 ( 2a  — X ) V2a  { 2a—x)  — Sa'  ) , 

da  cui  ponendo  x = Ha,  eà  y = «a,  si  desume  per  la  su- 
perficie di  tutto  il  conoide  , il  valore 

!,r(3ir  — 4)a'=a*X4K,  446S1... 

O 

*336.  Quando  un  contorno  piano,  continuo  o discontinuo, 
non  è simmetrico  rapporto  all’  asse  di  rotazione  tolto  per  asso 
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delle  X , la  superfìcie  da  esso  generata  è allora  la  somma 
di  tante  parti  o zone  distinte  , quanti  valori  diversi  e reali 
ammette  y in  funzione  di  x : valori  che  si  debbono  desume- 
re dall’  equazioni  delle  singole  parti  continue  del  contorno. 
Ciascuna  di  queste  zone  si  può  valutare  separatamente  ; ma 

auando  si  cerca  l’ insieme  delle  superfìcie,  descritte  dalle  parti 
el  contorno  frapposte  a due  perpendicolari  all’  asse , di  date 
posizioni , vai  meglio  integrare  la  somma  fatta  dei  loro  diffe- 
renziali , a causa  delle  riduzioni  cui  essa  può  dar  luogo.  La 
formolo  da  usarsi  è allora 

+ (%)’ +•■•)’ 

dove  y,,rj,,  ...  esprimono  i detti  valori  di  y in  ar;  ed  a*o , Xx>  ' 
sono  i valori  di  x relativi  alle  nominate  perpendicolari.  Èssa 
diviene  più  semplicemente 

itfj’-dl(y.+y,+  ...  ) f/l  + (ly  , 

quando  il  proposto  contorno  è simmetrico  riguardo  ad  una 
retta  parallela  all’asse  di  rotazione  (come  per  esempio  avvie- 
ne nel  caso  del  cerchio  ) : ciò  che  più  facilmente  può  dar 
luogo  a notevoli  abbreviazioni , nascenti  dalla  natura  della 
equazione  di  cui  y.  , y,  , ...  son  radici. 

Così  per  esempio  nel  cerchio  {Jìg.  74  ) espresso  dall’  e- 
quazione 

ar’-f(y— si  à y. -f y.=z=2^,  e rtel/ 1+^=— 

r ax 

quindi  la  formala  precedente  somministra  per  la  metà  dcl- 
1 anello  sferico  generato  da  quel  cerchio , 

— ^ Unirli.  ^ ; 

Jo  Vr'—x'  2 

dal  che  l’ intera  superGcic  dell’  anello  risulta  espressa  da 
4ir*r.ff=2«T.2'jr^,  cioè  dal  prodotto  della  circonferenza  ge- 
neratrice , e di  quella  descritta  dal  suo  centro. 
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Considerando  poi  il  solo  valore  — x*,  si  ii 

+ >-*)=irVfl+  ari-  , 

valore  il  cui  doppio  dà  per  la  superficie  curva  del  toro  : 
2Tr  (^2r  + kR  ).  (a) 

]\on  è superfluo  osservare  , analogamente  a ciò  che  si 
disse  nel  n."  226  , che  in  tutte  le  formole  generali  della  su- 
perficie di  rotazione  , innanzi  trovate , convien  sostituire  iss 
a 2ir  quando  la  linea  generatrice  non  compiendo  sua  ro- 
tazione , i punti  di  essa  o del  suo  piano  , distanti  dall’  asse 
giacente  nel  piano  stesso  per  l’ unita , non  percorrono  l’ in- 
tera circonferenza  2ir , ma  soltanto  una  parte  indicata  da  ra*. 

S37.  Per  dare  qualch’  esempio  dove  i piani  che  terminano 
la  superficie  di  rotazione  non  sono  tutti  due  peipendicolari 
all’  asse  della  medesima,  c per  aggiungere  anche  in  tal  modo 
alle  misure  dei  ewpi  rotondi  trovate  in  geometria  , ci  oc- 
cuperemo del  tronco  di  cono  retto  o di  cilindro  retto  , a basi 
non  parallele. 

In  riguardo  al  tronco  di  cono  ADDnqm  {fig.  76  ),  ne  avre- 
mo la  superficie  curva  più  speditamente  che  noi  farebbe  l’ in- 
tegrazione , combinando  la  proposizione  citata  nel  n."  36S 
con  la  proprietà  caratteristica  nella  superficie  del  cono  ret- 
to , in  virtù  della  quale  tutti  i piani  tangenti  della  superfi- 
cie s’ inclinano  sotto  lo  stesso  angolo  al  piano  della  base.  E 
conseguenza  evidente  di  tali  proposizioni,  che  qualunque  par- 
te della  superficie  conica  stia  alla  sua  proiezione  sul  piano 
della  base  , come  l’ unità  al  coseno  del  nominato  angolo , 
ossia  come  il  lato  del  cono  al  raggio  della  base  ; ma  proict- 


(a)  Essendo  diverso  il  rapporto  fra  /?  ed  r nei  diversi  Ordini  di  ar- 
chitcUura  , non  sarà  inutile  il  notare  qui  appresso,  in  funzione  soltanto 
di  r , te  formole  che  danno  la  misura  della  superficie  curva  del  loro 
nei  vari  Ordini , e che  in  qualche  incontro  potrebbero  esser  utili  : 

per  l’Ordine  toscano  : r*Y123,  10S93... 

per  r Ordine  dorico  : r*Y  160,  610-13. . . 

per  l’Ordine  ionico  : r*)(  174,  42787. . . 

pel  toro  inferiore  dell’Ordine  corintio:  r’X  239,  S6726.  . . 
pel  toro  supcriore  dello  stesso  Ordine  : r*X27!l,  04568.  .. 
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tando  la  sezione  ellitlica  nujn  del  tronco  sul  piano  della  base  , 
lai  proiezione  è palesemente  un  altra  ellisse , e la  differenza 
in  forma  di  zona,  di  quest’ altra  ellisse  dalia  base  circolare 
rappresenta  la  proiezione  della  superficie  curva  del  tronco  : 
dunque  se  dicansi  r ed  / il  raggio  della  base  c il  lato  del 
cono , c p c q semiassi  della  ellisse  in  che  la  sezione  ellit- 
tica del  tronco  si  proietta  sul  piano  della  base  , la  formolu 
»r  ( r* — /zy)  esprimerà  la  proiezione  della  superficie  curva 
del  tronco  su  quel  piano , e in  conseguenza  sarà 

a misura  di  colai  superbeie.  (a) 

Per  non  tornare  poi  nuovamente  su  questo  soggetto  alla 
occasione  delle  cubature,  basta  qui  riflettere  clic  delti  m,n, 
e 2P.  il  maggiore  e il  minor  Iato  del  tronco  , Ani  c Un  , 
e la  congiungenle  mn  dei  loro  estremi  ( che  dee  pur  essere 
il  grand’asse  della  sezione  ellillica  ),  dai  lati  l — m,  l — n, 
e 2/*  del  triangolo  mCn  si  potrà  dedurre  l’ altezza  di  esso  , 
e il  terzo  del  prodotto  di  questa  per  l’area  nPq  della  sezione 
esprimerà  il  volume  del  cono  avente  per  base  questa  sezio- 
ne e C per  vertice.  Or  sottraendo  questo  volume  da  quello 
dell’ intero  cono,  si  avrà  nel  residuo  il  volume  del  tronco. 

*338.  Se  invece  del  tronco  fosse  quistìone  deH’zz//Ma  coni- 
ca indicata  per  metà  in  Aniiih  o Umk , la  proiezione  della 


(a)  Se  tulio  si  dovesse  desumere  dal  semplice  Ironco  , Io  rcllc  /,p,  q 
sarebbero  ignoie , e invece  polrebbero  slimarsi  cognilc  le  relle  m,n 
e P.  Or  chiamando  y 1’  angolo  CAB  o CBA , i valori  di  y , y e yz 
tornano  determinali  dall’ equazioni 

j («I— « )*,  y*=r*—  r (»/i  -t-n)  cosy  -t-  tnn  cos*y , 
m-f-n  r 

p=r coi-r  = -^{21  — m — n). 

La  ricerca  di  queste  equazioni  ò di  competenza  della  geometria  ana- 
litica ; onde  noi  siamo  contenti  di  aver  segnale  nella  figura  le  linee  clic 
abbisognano  per  rilrovar/e.  E vogliamo  anche  notare  che  la  q egua- 
gliando il  semiasse  minoro  della  sezione  ellittica  del  tronco  , pulrebbo 
stimarsi  nota  siccome  le  m , n , e P. 
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superficie  conica  (li  essa  , cioè  a dire  Am'h  o Bn'k  sareb- 
be la  somma  o la  difierenza  di  un  segmento  circolare,  e di 
un  segmento  della  proiezione  della  sezione  obliqua  o 
4vn  dell’ ugna:  proiezione  che  ancor  essa  è un  segmento  di 
curva  conica.  Desunta  dunque  tal  somma  o tal  dinerenza  di 
segmenti  dalla  già  nota  (luadratura  delle  curve  coniche , si 
avrà  la  superficie  curva  dell’  ugna  dividendo  quella  somma 
o dilTcrcnza  pel  coseno  dell’  angolo  mA[t.  od  ntìv  , il  quale 
si  può  conoscere  mediante  la  risoluzione  del  triangolo  mAf* 
od  nBv , i cui  lati  si  possono  misurare  direttamente  sull’  ugna. 

S39.  Riguardo  al  tronco  cilindrico  ADBnqm  (Jìg.  'l’I), 
c bastevole  osservare  che  supponendo  esserne  Am  e Bn 
maggiore  e il  minor  lato,  supponendo  niA'=nB edi  nB'=mA, 
e infine  supponendo  passare  per  A'  c B'  un  piano  parallelo 
alla  base  ADB,  emerge  un  novello  tronco  A' D B'nqm  equiva- 
lente al  primo  nella  superficie  curva  non  mono  che  nel  vo- 
lume ; ma  la  somma  di  ambidue  costituisce  altresì  un  cilindro, 
e però  la  superficie  curva  di  questo  vien  rappresentata  da 
2irr [m-\-n)i  dunque  , senza  più , la  superficie  curva  del 
tronco  di  cilindro  retto , dal  raggio  della  base  circolare , r ; 
c dai  lati  massimo  e minimo  , m ed  n , verrà  espressa  da 
ntr^tn  -\-n).  E per  consimile  ragione  il  volume  del  tronco 
sarà  espresso  da  i -irr*  ( w -j-  n ).  (a) 

*1j40  . È bastevole  ( dicevamo  ) (lucsta  osservazione  pel  tron- 
co di  cilindro  retto.  Pure  non  crccliamo  superfluo  di  eseguire 
analiticamente  la  stessa  ricerca , sia  perchè  il  procedimento 


(a)  Rifleltendo  che  l’ ellisse  vien  divisa  da  ogni  suo  diametro  in  due 
parli  tali , che  ad  ogni  arco  elementare  di  una  è diametralmente  op- 
posto un  archetto  eguale  dell'  altra  ; e che  i settori  elementari,  che  hanno 
tali  archetti  per  basi  e per  comun  vertice  il  centro,  sono  tra  essi  egua- 
li ; non  sarà  difficile  il  darsi  ragione  che  le  conclusioni  relative  al 
tronco  di  cilindro  retto  a base  circolare  , sicno  anche  vere  quando  la 
base  del  cilindro  retto  è una  ellisse  : talché  chiamando  a e à i semiassi 
di  questa  , e c il  rapporto  della  eccentricità  al  semiasse  maggiore  a , 
avrebbesi  per  la  superficie  curva  del  tronco  ; 

^aE  ■■  = 2aE (c).(  «-*-«), 

c i>cr  volume  dello  stesso:  \ fio6  (in-ìr  ii). 
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della  integrazione  esce  un  poco  dall’  ordinario , sia  pcrcliù 
si  estende  ancora  al  caso  dell’ulna  cilindrica. 

Presi  per  assi  coordinali , il  diametro  AB  perpendicolare 
alla  traccia  HK  del  piano  obliquo  dell’  ugna  sulla  base  di 
questa , la  tangente  della  base  in  A,  ed  il  lato  AL  ; e dette 
inoltre  a e e te  parti  AH  ed  AL  tagliate  da  quel  piano  su- 
gli assi  delle  x e delle  z , sarà 


r equazione  del  medesimo  piano.  Ma  per  un  punto  qualun- 
que M comune  a tal  piano  ed  al  cilindro , c di  cui  sono 
coordinale  le  AP , PQ  e Q3I , si  à pure 

coi  AC Q=  coi  - , 

dove  r ed  a dinotano  il  raggio  del  cilindro  c l’arco  AQ: 
dunque  avremo 

Ma  c chiaro  d’altra  parte  che  il  difTercnziale  della  superfìcie 
cilindrica  ALMQ—u  viene  espresso  da  zds , dunque  so- 
stituendo a z il  precedente  valore  in  a , avremo 

du  = zds  = e (1  — - + -cos-|rfj, 

\ a a r / 

c quindi 

“ =/.  ' [0  - : ) * + 1 • 

Da  questa  formula,  in  cui  a dinota  l’arco  AQ,  ed  r sco- 
la retta  QP,  ii  desume  facilissimamente  la  superfìcie  curva 
di  tutta  r ugna  , espressa  per  metà  nella  fìgura.  Segnata- 
mente , per  r ugna  di  base  semicircolare  si  ottiene  il  risul- 
tato semplicissimo  ed  algebrico  c.2r;  e per  l’ugna  di  base 

circolare  si  ha  - ' 2^r  . £ siccome  aggiungendo  alla  super- 
fìcie curva  di  quest’  ultima , la  zona  compresa  tra  i piani 
paralleli  indicati  da  BcF  ed  nam,  c misurala  evidentemente 
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«lai  prodotto  di  Bn  per  2‘nr , nasce  la  superfìcie  del  tron- 
co AOBnqm , questa  supecflcie  verrà  espressa  da 

di  accordo  con  quel  die  si  è trovato  nel  n.°  precedente. 

*u41.  Finalmente,  per  mostrare  la  utilità,  se  non  pure 
la  necessità  di  ricorrere  qualche  volta  alle  tavole  elliUiche, 
supporremo  che  avendosi  le  superfìcie  cilindriche  espresse 
dall’  equazioni 

(1)  (1) 

e rappresentate  in  proiezione  dai  quadranti  circolari  AC  e 
Bc  (J^.  'J2  ) , si  cerchi  l’area  di  quella  porzione  della  pri- 
ma superfìcie , che  trovasi  racchiusa  nel  contorno  APDMB'A, 
essendo  B'MD  la  curva  in  cui  s’intersegano  le  due  superfìcie. 

11  difrerenzialc  della  superfìcie  u = AB'MP  è aperta- 
mente du  = y 1/  cte”  -f  dz*  ; ma  dall’  equazioni  (1)  e (2)  si 
desume 

x=[^  C‘ — 3*  donde  dx  — — ^ gj  „ _ ^ j.» — ^ ^ 

l/6‘— s‘ 

, , Cdz  Ve*  — =“ 

dunque  avremo  du=. 

1/6*— a» 

Or  non  potendo  la  z esser  maggior  della  retta  Oc=c,  siamo 
autorizzati  a porre  z=«?seii9,  il  che  dandoci  cf3=cc/9COS9, 
ne  risulta 

c*f/qj  cos*®  c’«/<p(  1 — sen’o  ) , c 

<iu  = - — = — — ■ . dove  y=7,. 

Vi — y'sen'cp  Vi — 7’sen“<j>  ^ 

Questo  dilTcrcnziale  trovasi  compreso  nella  formola  generalo 
del  n."  460 , onde  al  medesimo  si  potrebbe  applicare  il 
procedimento  del  n.”  462;  ma  più  semplicemente,  col  porro 

— —=AV  1 — 7*sen  9 -j , 

Vi  — y*seu®<p  Vi — y’sen*9 

esso  riduccsi  ai  soli  trascendenti  ellittici  di  1*  e di  2'“  spc* 
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eie  : poiché  da  questa  equazione  riguardala  come  identica , 
le  costanti  indeterminate  A e B risultano  espresse  da 

e B= :: — ; 


c'  ’ 


e si  ha  per  conseguenza 


rf<i> 


du  = C^d^V'\ — 'y'sen*^ — (C*  — c*)-  

1 — y*sen*<j) 

Intanto,  essendo  z = 0 &s  = c i limiti  fra  i quali  con- 
verrebbe prendere  l’ integrale  di  du  espresso  in  z per  ave- 
re la  superficie  richiesta,  quelli  dell’ integrale  da  trovarsi 

in  9 saranno  9 = 0 c 9 = 5,  stante  l’equazione  2= csen 9; 

A 

c quindi  la  detta  superficie  verrà  espressa  dalla  formula 

C-E  (y)-  ( C--0-)  F ( y)=C-  E (i).  (a) 

S42.  I precedenti  esempi  riferendosi  lutti  a superficie  di 
rotazione  , ci  resta  a trattare  delle  superficie  che  non  ap- 
partengono a questa  specie , e la  cui  misura  è ordinaria- 
mente la  più  diilicile. 

Sappiamo  dal  n.°  361>  che  se  per  una  data  superficie  sia 
pur  data  la  proiezione  HRL  [ fig-  S9  ) del  contorno  di  una 
sua  parte  sul  piano  delle  ary , la  funzione  U di  x—OP 
e di  y=OQ,  che  esprime  l’area  proiettala  in  MM^KN^,  ha 
per  eoellìcienle  dilferenziale  parziale  di  2"  ordine  relativo  ad 
a:  e y r espressione 


££.=  1/1 +±1-]-^. 
dxdy  V dx^  dy* 


dxdy 

Trattasi  dunque  di  desumere  da  questa  equazione  l’espres- 
sione di  U in  X c y , supponendo  data  l’ equazioni  della 
superficie  a misurare  e del  contorno  IIKL. 

Supponendo  sostituiti  ai  coefficienti  differenziali  ^ g ^ 


(a)  Ogni  lunetta  cilindrica,  scolpila  a squadro  in  una  Folta  a bot- 
te , toglie  via  dall'  intradosso  della  A'olia  il  doppio  del  risullamenlu 
qui  ollcnuto. 
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i lor  valori  in  2*  c y foriiili  ( n.  104  ) dall'equazione  della 
superficie  , e dalle  sue  derivale  parziali  rispetto  a x c z , e 
rispetto  a y e z , possiamo  riguardare  il  secondo  membro 
deir  equazione  precedente  come  una  funzione  cognita  di  a:  c 
//,  clic  dinoteremo  con  f(x , y);  ma  moltiplicando  l'equazione 
stessa  per  f/y , e scrivendo  il  risultato  sotto  la  forma 

d— 

—^dy  = dyS{x,y),  (1) 

si  vede  che  il  primo  membro  di  questa  equazione  esprime 

il  differenziale  di  ^ rispetto  ad  y , e che  in  conseguenza 

ha  per  integrale  rispetto  ad  y la  funzione  indicala  da 

dunque  prendendo  altresì  l’ intesale  del  secondo  membro 
per  rapporto  ad  y ( come  se  x fosse  costante  ) , avremo 

^=/rfy/(x,y)  + C. 

La  6*  di  oucsta  equazione  può  contenere  in  modo  arbi- 
trario anche  la  x che  nella  integrazione  si  è tenuta  costan- 
te, nella  ipotesi  che  non  si  debba  soddisfare  che  all’ equa- 
zione (1) , talché  allora  si  può  scrivere  più  acconciamente 

y)+X,  (2) 

ritenendo  X come  simbolo  di  una  funzione  arbitraria  di  x. 
Nella  stessa  ipotesi  moltiplicando  l'equazione  (2)  per  dx,  c 
poscia  integrando  per  rapporto  ad  x , verrà 

IJ  =fdxfdyf{  x,y)  -j-fXdx  -f  C ; 

ma  essendo  X una  funzione  arbitraria  dir,  tale  altresì  dee 
stimarsi  fXdx\  e in  questa  seconda  integrazione  essendosi 
tenuta  costante  la  y,  nulla  impedisce  di  riguardare  la  C 
come  una  funzione  arbitraria  della  stessa  y : dunque  indi- 
cando qiicslc  due  funzioni  arbitrarie  con  ^(r)  c4-(y),  avre- 
mo finalmen  le 

U =fdxfdyf{  r , y ) -f  q.  (x)  -f  4-  (y). 
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}>43.  È questa  la  primitiva  generale  o completa  dcirc* 
qiiazionc 


dxdy 


=/(  X , y) 


a differenze  parziali  di  secondo  ordine  , qualunque  sia  la 
funzione  ài  x e y indicata  dal  secondo  membro  di  questa 
equazione , c in  essa  primitiva  ciascuno  dei  segni  J'  si  rife- 
risce alla  sola  variabile  il  cui  differenziale  gli  è scritto  a 
destra,  e i simboli  9 c sou  caratteristiche  di  funzioni  af- 
fatto arbitrarie  una  di  x l’ altra  di  y.  Ma  quando  la  fun- 


zione f{x,y)  è il  radicale 


e y mediante  l’equazione  di  una  superficie,  la  detta  primi- 
tiva esprime  una  parte  indeterminata  di  questa  superfìcie. 

Nel  caso  nostro  la  parte  a misurare  della  proposta  su- 
perfìcie , essendo  delcrmioata , tali  ancora  conviene  che  sie- 
no  le  funzioni  9 (a:)  c 4 {y)  ' o che  torna  lo  stesso , con- 
viene che  queste  funzioni  scompariscano  dal  risultato.  Ad 


dU 


ottenere  ciò  bisogna  riQcttere,  che  il  valore  ài -^dx  relati 


TO  a tutta  la  zona  proiettata  in  M dee  aversi  mol- 
tiplicando per  dx  V integrale  di  dyf(x,y)  preso  rispetto 
aa  y , ed  esteso  dall’ordinata  P3J,  sino  all’altra  P3It , che 
quando  il  contorno  HKL  è continuo  e rientrante,  sono  due 
funzioni  di  x fornite  dall’  equazione  di  esso  risoluta  per  rap- 

fiorto  ad  y.  Dunque  indicando  queste  fiiuzioni  con  y,  e y« , 
’ espressione  dell’  area  proiettata  in  sarà 


dx  dyfx , y ) , e dovrà 

t/  yi 


tenersi  come  una  funzione 


della  sola  x. 

Per  avere  adesso  con  un’altra  integrazione  la  somma  di 
tutte  le  zone  consimili , e formanti  insieme  la  superficie 
proiettata  nell’area  HKL,  b chiaro  che  quest’ altra  integra- 
zione va  fatta  dal  minimo  al  massimo  dei  valori  di  x corri- 
spondenti ad  HKL , i quali  valori  debbonsi  trovare  colle  re- 
gole conosciute.  Adunque  indicandoli  con  T»  c Xv,  avremo 
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ossia,  riponendo  in  vece  di  il  radicale  primitiro. 


dz* 

dx' 


S44.  [ormoic  fdxfdyf{x ,y)  e f^“dx  dyj{x ,y) 

t/  ^0  o y t 

si  chiamano  integrali  doppi,  uno  indefinito  l’altro  definito. 
In  quanto  al  primo , prescindendo  dai  termini  espressi  in  x 
solo  e in  y solo,  risulta  dal  n.*  94  che  esso  non  dee  va- 
riare invertendo  l’ ordine  delle  due  intecrazioni  successive 
oh’  è d’ uopo  effettuare  per  rinvenirlo  , ttuchè  può  affermar- 
si essere 


fidxfdyfi  x,y)  =fdyfdxf{  x,y), 

e per  questa  ragione  le  due  integrazioni  si  nolano  ancora 
col  simoolo  ff  dxdy  f [x  ,y) , o coW  hMto  f*dxdyf{x  ,y). 

lliguardo  poi  all'  integrale  definito  doppio , non  si  è cer- 
to che  l'ordine  delle  due  integrazioni  sia  indifferente,  se 
non  nel  caso  che  la  funzione  j{x,y)  si  conservi  finita  dal 
minore  al  maggior  valore  non  meno  della  x che  della  y. 
Ciò  si  accorda  bene  colle  teoriche  della  sezione  precedente, 
e d’altra  parte  è confermato  dal  riflettere  che  la  superficie 
proiettata  nell’  area  JIKL  può  anche  riguardarsi  composta 
da  infinite  zone  consimili  a quella  proiettata  in 
e contenuto  fra  i due  piani  paralleli  a quello  delle  zx , e 
lontani  dal  medesimo  per  la  minima  c la  massima  delle  y 
appartenenti  al  contorno  JIKL.  Sicché  nel  detto  caso  può 
affermarsi  essere 


esprimendo  x,  e x,  i valori  di  x in  y desumibili  dall’equa- 
zione  del  contorno  J/K/^ , ed  y» , y®  la  minima  e la  mas- 
sima delle  y appartenenti  al  medesimo  contorno. 

ì>4o.  Quando  il  contorno  //AL  è discontinuo,  come  nella 
fig.  79  , dovendosi  conoscere  l’ equazioni  delle  singole  sue 
parti  , saranno  cognite  altresì  le  coordinate  delle  loro  inter- 
segazioni  , e la  minima  e la  massima  ascissa  del  contorno; 
onde  la  figura  di  questo  farà  noto  quanti  e quali  integrali 
definiti  convenga  trovare,  per  desumerne  quello  che  si  cerca 
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sommando  o sottraendo  gli  uni  dagli  altri.  Cosi,  nel  caso 


della  nostra  figura  l’ integrale  f f dxdtj 


va 


calcolato  1 da  pm  a pn  rispetto  ad  y , c da  OP„  ad  Ok  ; 
2."  da  CB”;*  a orv  rispetto  ad  y , e da  ad  01  rispetto  ad 
ar  ; 3.”  e finalmente  da  PAh  a PM^  rispetto  ad  y , c da 
ad  OPx,  rispetto  ad  jr  : i quali  tre  integrali  debbonsi  poi 
unire  per  aver  la  superficie  proiettata  nell’arca  JIKL. 

S4€.  Per  addurre  un  esempio  che  non  esige  troppo  lun- 
ghi calcoli  , e che  ci  offre  il  destro  di  praticare  una  tra- 
sformazione sovente  utilissima,  cercheremo  la  misura  della 
superficie  mentovata  sul  cominciar  della  pagina  271  , la 
quale,  detto  C il  passo  dell'  elica  AAIC. . . (jig.  J56  ) , torna 
espressa  dall’  equazione 


s y 

2'B'  - = are  tan  - . 

\j  ^ 


Da  questa  equazione  desumendosi 

dz  C y dz  __  C x 

dx  2*r  «“-t-y*  ’ ^ dy  2ifx*-(-y*  ’ 

ne  risulta 


v=ffdxd,j  j/i  + g + =ffdxd,j  y/ 1 


+ 


Or  questa  duplice  integrazione  diviene  più  facile , introdu- 
cendo l’angolo  XOQ—if  in  luogo  della  variabile  y cui  è 
ligato  coir  equazione  y = a’taii9.  Ma  rispetto  alle  variabili 
primitive  dovrebbe  supporsi  costante  la  x,  quando  si  volesse 
integrare  da  principio  per  rapporto  ad  y ; dunque  nella  so- 
stituzione di  9 ad  y , ciò  che  si  dee  surrogare  a dg  dovrà 
nascere  differenziando  artant?  rispetto  alla  sola  9,  talcbc  sarà 


dy  = 


xdf 

cos®<p 


. Jla  per  la  sostiluzione  di  x lan  9 ad  y si  ba 


dunque  avremo  per  valore  di  U in  x e 


cos*<p 

1^’ 


C*cos“  <p 
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> Per  conoscere  i limiti  delle  due  integrazioni,  supponiamo 
che  la  parte  di  superfìcie  a misurare  sia  racchiusa  nel  senso 
deir  elica  tra  la  superfìcie  cilindrica  di  raggio  OA=R,  ed 
un’  altra  di  raggio  maggiore  R’  ; e nel  senso  della  genera- 
trice , tra  la  posizione  UA  sita  nel  piano  XOY,  e una  po- 
sizione particolare  distante  da  questp  piano  per  C.  In  tale 
ipotesi , se  si  fosse  conservala  la  variabile  1/ , l’ integrale 

relativo  ad  x si  dovrebbe  estendere  da  ir=s  R* — y*  sino 

ad  x=i^R'* — y*,  essendo  x*  + i/*=R* , od  x'-^-y'=R'* 
J’ equazioni  alle  nominate  superfìcie  cilindriche  ; dunque  per 
la  sostituzione  di  or  lan  ^ in  luogo  di  y , i limiti  di  x in  ^ 
saranno  x = /fcos(^  ed  x=  R'cos^.  Rispetto  poi  alla  va- 
riabile 9 , cui  si  riferisce  la  seconda  integrazione  , i limiti 
sono  zero  c,  1’  angolo  corrispondente  all’  altezza  C , ossia  , 

C 

in  virtù  dell’  equazione  alla  superfìcie , zero  c 2ir  ^ . 

Dopo  ciò  , integrando  rispetto  ad  x coi  metodi  conosciu- 
ti , o colla  formoia  in  y trovala  nel  n.”  427  , e poi  me- 
diante l’equazioni  f7=^^lany  = 2^r^'tanY'  introducen- 
do le  inclinazioni  y e y'  delle  due  eliche  estreme  al  piano 
delle  X e y , si  avrà 


</<P 

co»' 

d<f 


C‘c08*  <f 
4»* 


> /I  cos  <p  V 

^ r/y«secy'- R'secy -}■  IC lan'y.l \ ] • 

2 L yt(l-f-8ecy)  J 

In  questa  formoia  poi  essendo  costante  il  coelBcieole  di 

’ . . C 

r integrazione  di  essa  rispetto  a 9 , tra  i limili  0 e 2'S-  — , 

l'idncesi  a cambiare  d^  in  quest’  ultimo  limile  : onde  la  di- 
mandata superfìcie  verrà  espressa  da 

r nit  I n%  I ni,  i , (t-+-»PCy')  1 

ir  — scev'— /f*scc-y  + ;ffMan*')'./7777-; r I , 

C L il  (1-4- 8CC  y ) J 

o più  semplicemente,  e più  comodamente  pel  calcolo,  da 


CC 


[ 


col  y' 


»cn  y’ 


coty  . y' 

1-  /.col  — 

scn  y 2 


./.C0t| 


1 


(E) 


eliinliiando  R ed  R'  mediante  l’ equazioni  C = 2;rAfanr, 
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C=2vR‘imy* , p(l  avendo  riguardo  alle  formole  Irigono- 
metriclie 


8CC  a col  a 
tau*a  sena  ’ 


1-4- sec  a 
lan  a 


1-4- cosa 
scn  a 


Attesa  la  natura  della  quistlonc , la  formola  (£1)  può  aver- 
si come  bastantemente  semplice  ed  elegante  : essa  contiene 
le  inclinazioni  orizzontali  delle  due  eliche  , le  quali  sono 
due  limiti  della  superficie , il  loro  passo  comune , e la  di- 
stanza verticale  delle  rette  che  sono  gli  altri  due  limiti  della 
superficie,  (a) 

♦1Ì47.  Tra  le  superficie  di  2."  grado  non  coniche  o cilin- 
driche nè  di  rotanone , le  due  che  più  imporla  saper  mi- 
surare in  alcune  applicazioni , sono  le  porzioni  di  parabo- 
loide iperbolica  terminale  da  quattro  rette  , c T ellissoide. 
Or  noi  ometteremo  la  quadratura  delle  prime , che  nei  casi 
anche  i più  semplici,  senza  presentare  gravi  didicoltù,  esi- 
ge nondimeno  calcoli  sovcrcliiamcntc  lunghi , c considera- 
zioni estranee  alla  mera  integrazione  ; ma  non  sapremmo 
tralasciarp  la  quadratura  dell'  ellissoide  , la  quale  comunque 
sembri  opporre  dillicollà  grandi  ad  essere  ridotta  alle  tra- 
scendenti ellittiche , pure  in  quest'  ultimi  tempi  si  è riuscito 
«a  ridurvela  con  sufficiente  brevità,  per  mezzo  di  un  ripiego 
felicissimo  idealo  dal  signor  Galalan.  (b) 

Esprimiamo  come  altre  volte  l' ellissoide  con  la  equazione 


- + ^'  + 


^ = 1 , che  dà  s*  = 
c*  ' 


(a)  La  superficie  clicoidica  della  vile  rellangolart , e quella  che  so- 
vente alfeitano  nel  loro  di  sotto  le  scalca  /amaca  di  pianta  circolare, 
sono  appunto  della  specie  considerala  : dunque  sì  potranno  valutare 
colla  forinola  (E)  ; e inoltre , per  la  proprietà  cmmziala  nella  nota  al 
n.°  333,  godranno  della  singolare  proprietà  di  essere  le  minime  fra 
tutte  le  superficie  aventi  il  medesimo  loro  contorno. 

(b)  Il  contenuto  di  questo  n,®  è più  agevole  ad  intendersi  dopo  quello 
che  riguarda  la  cubatura  dei  solidi  clic  non  sono  di  rotazione. 
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Le  derivale  parziali  di  quest’  ultima 
ad  xj  , dandoci 

dz  c*x  dz 

dx  a*s  ’ dy 


rispetto  ad  X e rispetto 
~ , risulta 


liTlj — 

’ - i» 


ma  non  può  eseguirsi  una  delle  due  integrazioni  senza  in- 
trodurre le  funzioni  ellittiche , le  quali  poi  non  permettono 
l’esecuzione  dell’altra.  Ad  evitare  questo  sconcio  conviene 
dunque  tenere  altro  modo. 

U)nveniamo , o piuttosto  limitiamoci  a voler  misurare  la 
metà  dell’  intera  superficie  ; allora  i limiti  delle  due  integra- 
zioni son  determinali  dalla  traccia  di  essa  sul  piano  delle 

X c y , cioè  dal  contorno  dell’  ellisse  — -f-  ^ = 1 . (1) 


Inoltre,  per  fissare  le  idee  supponghiamo  a'^b'^c,  e 
dìppiù  facciamo 


Così  avremo  : , /3<*  ; (2) 

e la  superficie  richiesta  tornerà  espressa  da 

cbJJ-dAdf.  |/  = oi/C  àiOi  , 

dove  la  variabile  ^ è determinata  per  l’equazione 

f • o*®'”  (r—T +(r-w=r-i . m 


c i limili  delle  due  nuove  integrazioni  son  dati  dall’equa- 
zione , (4),  che  rismta  dall’equazione  (1). 

Or  nulla  impedendo  di  considerare  le  nuove  variabili  | , 
n , ^ quali  coordinate  rettangolari  di  un’  altra  superficie  e- 
spressa  per  l’equazione  (3),  T integrale  può  riguar- 

diu^i  come  l’espressione  analitica  di  un  volume  limitato  dal 
piano  delle  ^yi,  dalla  superficie  cilindrica  (4),  e dalla  su- 
perficie (3)  la  cui  ordinata  sarebbe  Osserviamo  intanto  che 
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facendo  muovere  un  piano  parallelamenle  a quello  delle  ^ vi , 
esso , in  virtù  delle  relazioni  (2),  non  incontra  la  superficie  (3) 
nell’  interno  del  cilindro  (4),  sino  a che  ^ è minore  di  1 ; tocca 
questa  superficie  nel  punto  (0,  0,  1 ) dell’asse  delle  quando 
^=1 , c poscia  la  intersega  in  una  serie  di  ellissi,  che  per 
un  valore  qualunque  di  f maggiore  di  1 , hanno  jicr  semi- 
assi paralleli  alle  ^ ed  alle  m , ( veggasi  la  fi<f.  80  ) 


e questi  semiassi  , che  si  desumono  colle  regolo  ovvie  dal- 
r equazione  (3) , si  vedo  che  divengono  eguali  tra  loro  ed 
aH’unitù  quando  ^ = oo.  Così  essendo,  possiamo  anclie  mi- 
surare il  volume  indicato  dall’ integrale  prendendo 

per  elemento  di  esso  la  difierenza  infinilesima  ai  due  cilin- 
dri aventi  per  altezze  f e ^ + e le  cui  basi  sono  due 
ellissi  che  lianno  ( 318  ) per  arce 

vXY,  e x{Xy+d.Xy). 

Poiché  dunque  una  tal  difierenza  , ridotta  al  1.”  ordino  col 
principio  fondamentale  («.  27)  del  metodo  degl’ infinita- 
mente piccoli,  è r^d.Xy,  l’integrale preso  tra 
i limiti  1 ed  00,  sarà  equivalente  all’ altro  jpreso 

fra  i limiti  risultanti  dall’equazione  (4)  : e così , mediante 
quest’  ingegnoso  ripiego  dovuto  al  signor  Catalan  , un  in- 
tegrale doppio  c trasformato  in  un  equivalente  integrale 
semplice. 

Indicando  ora  l’uno  c l’ altro  con  f',  l’ integrazione  per 
parti  ci  darà 


ma  non  potendo  essere  ^ minore  di  1 , e con  ciò  di  » , è 


^=ixy-fxydt= 


c(C-i)  (c*-iK 


lecito  supporre  ^ ^ , dunque  avremo 


(?*— IK  /»  *(sen’9 


*(sen’9  — 


■(■i’  seo’  «e 
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c mediante  questa  formola  sarebbe  certa  e cognita  la  ma- 
niera di  riduzione  alle  trascendenti  cllillichc  ( ».  462  ) , se 
non  si  volesse  che  queste  trascendenti  fossero  soltanto  della 
1*  e della  2.*  specie 

À questo  fine  osserviamo  che  essendo  identicamente 
sen*i^  — »•  = seu*(f  — j3*sen*<? — ( <x*—  jS’sen’q»  ) , 
dividendo  per  sen*9.  Va.' — jS’scn'if  sarA 

seii*9— »*  __  t— — ^‘sen*<f 

sen'cp  ’ 

e per  tal  modo  il  secondo  membro  della  formola  preceden- 
te diverrà 


(i-r)X._ir,  - f 

|/ **— i*sen*(o 


'*V  »• — /S*sen*9 


Va.* — sen*9 


sen  <p 


</9  ; 


ma  quest’  ultimo  integrale , trattato  pur  esso  col  metodo  per 
parti  si  trova  essere 

/»  rf<pC08*cp 

— cot^.  Va.' — /3*sen*o  — jS*  / — • 

dunque  il  valore  di  — verrà  espresso  tutto  in  9 dalla  formola 

Beo«[).(»*-H^cos*<p— 1)  ^')r  (3*  P ‘^‘f’cos'ip 

iS*8en*<p  l/»‘— ^‘sen’»?  ^ \/»*— j3'scn*9  ’ 

o che  torna  lo  stesso,  da 

8en9.(a«-t-|3«cos*9— 1) >^(1— ^*860*9  )</9 

J Va'—^'sea'<f 

ma  ò inoltre  identicamente 


1— /3*sen*9=(»*— ./3*sen’9)  + l—*’  > 
dunque  lo  stesso  valore  sarà  espresso  da 

scn  9 . (»*-+-^*cos*9 — 1 ) 

c‘»9.t7*«_^«sen-9 


-fcl<f  P—J^ 
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./rft  /•— =^==- 


FraltantOj  per  essere  1 e oo  i limili  di  quelli  di  scnq>  in 
virtù  dell’equazione  debbono  essere  « e zero-,  c po- 


sentp 


nendo  » ==  sen  f* , quelli  di  9 debbono  essere  fx  e zero.  Ora  nella 
formola  precedente  , la  parte  libera  dal  segno  f assume  da 
son  9 = * , a sen  9 = 0 , il  valore 

■ / c*  il?  ol/  A* — c' 

1/(1— *“Xi— /3")  = ^ ; c ponendo  A=^  = - 


bV^ 


il  resto 


di  quella  formola,  adoperando  la  notazione  delle  funzioni  ellit- 
tiche, e invertendo  l’ordine  dei  limili  («.  483)  col  cambiamen- 
to dei  segni  dei  due  integrali,  prende  un  valore  die  si  può  espri- 
mere in  A;  e con  senfx. ^'(A-ju) -+- cosfx.cot, a. /’(/»,  |tx). 

Dunque  unendo  i recati  due  valori,  c moltiplicando  il  lutto 
per  'Kab  ; la  metà  della  superficie  deH’ellissoide  verrà  finalmente 
espressa  da 

irc’-J-iraA [ %cnyi . E {k , fi.)  + co%yL.co\.n.F {k,(i)  ]. 

, / </;* 
*i>48.  L’elemento  superficiale  indicato  da  dxdy  y ^“1"  “t" 

è infinitamente  piccolo  in  tutti  i sensi , o come  suoi  dirsi , in 
lunghezza  e in  larghezza:  per  ciò  nell’uso  ordinario  di  esso 
fa  mestieri  di  due  integrazioni  successive  per  desumerne  la 
superficie  a misurare.  Al  contrario,  basta  una  sola  integra- 
zione quando  l’ elemento  è finito  secondo  una  delle  sue  di- 
mensioni c infinitesimo  secondo  l’altra,  come  avviene  per  rde- 
mento  della  superficie  di  rotazione,  compreso  tra  due  paralleli 

infinitamente  vicini,  c indicalo  ( «.  224)  da2iry  \/dx'-\-dy*, 
ed  avviene  ancora  per  l’ elemento  di  super/icio  cilindrica 
terminato  da  due  lati  inlinilamcntc  vicini , c di  lunghezza 
finita  cd  egifale  0 diversa  per  un  infinitesimo,  il  quale  de-. 

mento  trovasi  ad  evidenza  indicato  da  zV'dx^-{-  dy^  quan- 
do il  piano  delle  xy  sia  perpendicolare  ai  Iati  del  cilindro. 
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Or  siccome  le  superfìcie  coniche  aramctiono  pure  elementi 
consimili , cioè  racchiusi  fra  due  lati  infinitamente  vicini , 
ma  (li  lunghezze  finite , ed  eguali  o diverse  per  un  infini- 
tesimo , cosi  per  provvedere  alla  misura  esatta  o approssi- 
mala delle  tre  specie  di  superfìcie  più  adoperale , sarà  utile 
il  trovare  l’espressione  analitica  di  quest’ ultimi  elementi,  la 
quale  non  è in  vero  così  semplice  come  per  le  superficie  di 
queir  altre  due  specie. 

Preso  per  origine  delle  coordinale  il  vertice  della  super- 
fìcie conica,  si  (Icsume  facilmente  dal  n.”  369  che  l’ equa- 
zione generale  della  superficie  ammette  la  forma 

! = ,(?),  0 vero  z = 

dunque  le  derivate  parziali  di  z rispetto  ad  2:  e rispetto  ad 
t/  saranno 

Or  se  in  vece  della  variabile  y introduciamo  l’altra  ® me- 
diante l’equazione  y=oùx,  siccome  nella  prima  integrazio- 
ne che  si  dovrebbe  eseguire  sul  consueto  differenziale  di 
2°  ordine  espresso  in  ar  e y ( la  quale  supponiamo  riferirsi  ad 
y)  si  terrebbe  costante  la  x,  cosi  nel  sostituire  tua;  ad  y 
converrà  surrogare  xda>  e non  xda> xcfx  a r/y.  Avremo 
dunque  per  tal  modo 


.ffdxdij^ \ 4-  4-  ^=^X(/arrf<»  l/l  -f  059'  (®)  9'(®)’ 


Ma  d’  altra  parte  l’ equazione  y = tmx  esprimendo  per 
ciascun  valore  di  ® la  proiezione  di  un  lato  del  cono  sul 
piano  delle  xy , il  far  in  essa  variare  ® ed  y indipenden- 
temente da  X , accenna  con  evidenza  al  cangiamento  di  un 
lato  in  un  altro  infinitamente  vicino  ; dunque  la  forinola 

\d-c  Vi  -f  (f) 
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esprimerà  l’ elemento  angolare  della  superCcic  conica 


dove  00  fa  le  veci  di  - . 

X 


Inoltre,  dovendo  supporsi  che  la  parte  di  superficie  co- 
nica a misurare , e che  noi  supponiamo  cominciar  dal  ver- 
tice , finisca  alla  intersegazione  di  tal  superfìcie  con  un’  al- 
tra data,  una  equazione  tra  a:  ed  a)  emergerà  da  quelle  delle 
due  superfìcie  e dall’ equazione  y = oox:  da  essa  dunque  si 
caverà  ar  io  ai , e fattane  la  sostituzione  in  ( 1 ) , s’ integre- 
rà il  risultato  dall’uno  all’altro  dei  valori  determinali  m a> 
corrispondenti  alle  posizioni  estreme  del  lato  del  cono  nel 
settore  di  superfìcie  tolto  a misurare. 

*549.  Nel  caso  semplicissimo  che  la  nominata  intersega- 
zioue  sia  in  un  piano  perpendicolare  a quello  delle  , e la 
cui  distanza  dal  vertice  sia  c,  si  può  avere  in  a:  e ^ una 
formola  equivalente  alla  (1).  Allora  in  fatti  l’ equazione  tra 

X ed  00  è e=sx^{oo)  f donde  9(®)=i  -,  e 

se 


y . , , xdy^^dx 

ma  per  essere  = si  ha  cfo=— — 

X X* 


, dunque 


sarà 


cdx 


— cdx 
xdy — yrfar  ’ 


onde  colla  sostituzione  di 


y xdy—t/dx  c —cdx 

X ’ X*  * X ’ xdy — ydx 


in  vece  di  oo , dao , O)  {aì^  e la  formola  (1)  si  cangerà 

nell’  altra  elegante  e simmetrica  in  ar  e ^ 


I y^{xdy—ydx)'-\-c'i^dx*-\-dy').  (2) 

È questa  l’espressione  dell’ elemento  della  superfìcie  co- 
nica avente  per  vertice  l’ origine  delle  coordinate , il  quale 
elemento  si  estende  in  un  senso  dal  vertice  alla  sezione  pro- 
dotta nel  cono  dal  piano  z = c,  e in  un  altro  senso  re- 
sta compreso  fra  i lati  che  pongon  termine  ai  punti  {x,  y) , 
(x-^dx,y^dy)  di  detta  sezione.  Essa  nelle  applicazioni 
si  ridurrà  soltanto  in  ar  o soltanto  in  y mediante  l’ cqua- 
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zionc  (Iella  mentovala  seziono , elio  nasce  ponendo  3=e  in 
f|iiclla  della  superficie,  o poi  s'integrerà  tra  i valori  di  x 
o di  y , che  corrispondono  ai  Iati  estremi  del  settore  di  su- 
perfieie  conica  , tolto  a misurare. 

Cos'i , nel  caso  che  la  curva  prodotta  nella  superficie  co- 
nica dal  piano  z = c sia  il  cerchio  (a — ar)*+»/'*=r%  ch’è 
quanto  dire  nel  caso  del  cono  scaleno  {ex — az)*-|-c*»/*=rV, 
il  differenziale  (2)  risulta  espresso  da 

dx  [ r* — a(a--x)]* 

2 l/r‘—{a—x)* 

e quindi  la  misura  di  tal  superficie  dipende  ( n.  431  ) dalle 
trascendenti  ellittiche. 

CAPITOLO  XII. 

Cuhaiura  dei  solidi  terminati  da  superficie  curve. 

ooO.  Considerando  sulle  prime  i solidi  cosi  detti  di  ro- 
tazione , sappiamo  dal  n.°  227  che  il  loro  elemento  rac- 
chiuso tra  (lue  piani  perpendicolari  all’  asse  di  rotazione  c 
insieme  delle  x , e distanti  dalla  origine  per  x e x-\-dx, 
(iene  indicalo  da  dv  = iry’dx.  Dunque  supponendo  che  il 
solido  proposto  a misurare,  sia  pur  compreso  fra  due  piani 
perpendicolari  al  detto  asse  e la  inlcrcella  zona  superficia- 
le , avremo 

v = v f/dx=  ydx  , (f) 

dinotando  y=j'{x)  l’equazione  della  curva,  ed  Xo  la  x 
corrispondente  al  piano  dal  quale  il  solido  incomincia. 

In  questa  formola  poi  si  dovrà  ( n.  227  ) sostituire  | « 
a ff,  quando  la  figura  generatrice  P„  Mo  MP{fiy.  66  ) non 
esegue  una  compiuta  rotazione  intorno  all’asse,  ma  i punti 
che  ne  disiano  per  l’ unità  descrivono  l’arco  «. 

331.  Ciò  premesso^  applichiamo  la  formola  (r)  ai  solidi 
generali  dalle  curve  coniche  poste  in  giro  attorno  i loro  assi. 

In  1."  luogo  la  parabola  espressa  dalla  solila  equazione 
?y’=2(/x,  darà  pel  volume  contato  dal  vertice 

£•=«•  'ìaxdx—'KatP—'^ .^ax.\~r.y'  \ : 

,/  o 2 2 
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dal  clic  apparisco  dio  ogni  segmento  ad  una  baso  della  pa- 
raboloide di  rotazione,  à per  misura  il  prodotto  della  base 
per  la  metà  dell’  altezza. 

A* 

2."  L’equazione  y*=— ( 2ox x*  ) , la  quale  secondo 

che  si  fa  valere  il  segno  — , o il  -}-»  esprime  una  ellisse  di 
assi  2rt , 26  , od  una  iperbola  di  asse  trasverso  2a  e di  se- 
condo asse  26 , ci  dà  m simil  modo  pel  segmento  contalo 
dal  vertice  corrispondente  ad  a:  = 0 : 

v = ‘ìt—  / ^ (2ax  ^ </ar  = ~ar*(3flHhar). 

a*,/  o ' Sa*'  ' 

Quindi  nel  caso  dell’  ellisse  , cioè  del  segno  — , facen- 
do ar=2a,  avremo  7 ^<76*  per  volume  deH’inlera  ellissoide, 
che  sarà  allungala  quando  si  suppone  b,  E siccome 
facendo  rotare  f ellisse  attorno  l’asse  26,  e prendendo  que- 
sto per  {ISSO  delle  x,  l’equazione  della  curva  non  soffre  al- 
tro camhiamonto  tranne  quello  di  a in  6,  e di  6 in  a,  cosi 
mediante  lo  stesso  cambiamento  avremo  -^nfà^b  per  volume  del- 
r ellissoide  schiacciata  , la  quale  per  ciò  sarà  maggiore  della 
prima  nel  rapporto  di  a a 6. 

!i!)2.  Non  si  potrebbe  procedere  allo  stesso  modo  por  l’i- 
pcrhola  posta  in  giro  attorno  l’ asse  26 , che  non  incontra 
la  curva  ; ma  siccome  prendendo  quest’  asse  per  quello  del- 

b' 

le  X,  l’equazione  dell’ iperbola  è »/*= a"),  così  il  vo- 


lume del  segmento  dell’  iperboloide  ad  una  falda  , coniato 
dal  cerchio  che  dicesi  gola  della  superfìcie  c che  corrispon- 
de ad  x = Q , sarà 

u = {x*+a')dx=\-,x{x'+2a'). 

Questo  segmento  può  dirsi  a due  basi , e l’espressione  di 
esso  potendo  ricevere  la  forma 

^ ) -3 +a^6* ^ -f  2x6- 1 , 

si  vede  che  pareggia  la  somma  di  tre  coni  di  altezza  eguale 
alla  sua , ed  aventi  per  basi  uno  la  base  maggiore  del  seg- 
mento , e gli  altri  duo  la  minore,  ossia  la  gola. 

37 
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553.  In  generale,  adoperando  l’oquazione  + 

0 supponendo  che  il  solido  cominci  dal  piano  corrisponden- 
te al  punto  (*,/3)  della  curva,  si  ottiene 


f=:  ir  tf(lx=^  (2/«.r-t-w.r’)r/j:=irw{x’— *’)-f  Y (a-’ — **) 

= 3ir/«  ( -|-  » ) -f  ir«  ( j-a  -f-  ** ) J 


2»w-l-ar’*  , 2nia-t-n»’  , 

--f-  ir f 

2 ^ 2 ^ 


ir 


1 


Ma  in  virtìi  daircf|uazione  alla  curva  i numeratori  di  que- 
sto Ire  frazioni  esprimono  rispettivamente  il  quadrato  dell’  or- 
dinala y , quello  dell’  ordinala  |3  , e il  quadruplo  quadralo 


di  un’  altra  ordinala  , 


la  quale  corrisponde  all’  ascissa 


aH-» 


2 


5 


ed  c perciò  equidistante  daH’altro  due;  dunque  cliiamando  A’ 
questa  terza  ordinata  , sarà 


a- — X 


il  clic  importa  elio  oyni  seymcnlo  a due  basi , del  solido 
generalo  da  una  cuna  eoniea  posta  in  giro  attorno  al 
suo  asso  traverso , pareggia  tre  eoni  aventi  la  sua  me- 
desima altezza  , e per  basi  la  metà  della  base  minore  , 
la  metà  della  base  maggiore  , c il  doppio  della  sezione 
eguidistante  dalle  due  basi.  Questa  bolla  proposizione  è do- 
vuta ad  E.  Torricelli  ; essa  Ita  luogo  ancora  nel  caso  del 
11."  precedente,  ma  per  questo  caso  dee  tenersi  più  semplice 
l’altro  cnunzialo  che  non  dipende  dalla  sezione  intermedia. 

*55i.  Per  dare  qualche  esempio  che  si  riferisca  a curve 
trascendenti  , siipporrcino  in  primo  luogo  che  la  cicloide 
ODtyO  roti  altoriio  il  suo  asse  di  figura  DE{fig.  3S).  La 
misura  del  solido  (-osi  generato  presenta  qualche  difTicollà  , 
ma  col  favore  dell’ integrazione  per  parti  ci  sarà  dato  superarla. 

Da  prima  osserviamo  che  per  essere  ( ìiola  del  n.  300  ) 
K M=iirco  DK , c quindi  MII=JIK-\-axcoDK,  si  à subito 


y = V''ìaJ0  — T*  -f  s , e dy  — 

v^iax  — 
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dove  X — DH  , y—HM , z=^a\-c  DK=  \tc.co^(a — x).  (*) 
Dopo  ciò  avendosi  con  una  prima  inlegrazione  por  parli 

ff/ y'dx  = ici/x  — 2ir/ xydy  , (1  ) 

quest’  ultimo  integrale  colla  sostituzione  de’  valori  di  tj  e dy 
ci  darà 


f ^y^y—  f ^ -•  (-) 

Por  applicare  nuovamente  l' integrazione  [>er  parti  a que- 
sta forinola,  occorre  sapere  T integrale  fdxV'iax — j;’‘.Atul 
line  basta  osservare  che  si  à identicamente 

fdx  V 2aj— X*  = / ■— =r  — / , 

''  V2ax—x*  •'  K2ax— X* 

c che  però  applicando  ancora  il  metoilo  per  parli  all’ultimo 
integrale,  che  si  può  scrivere  sotto  la  forma  ^^—(a — x), 

V''  1ax—x' 

trovasi  r equazione 


2ax — X" 

fdxV 2ax — X*  = n r — ( « — t)  1/ 2f/x — X*  — fdx  \/ 2ax — x’ , 

•zl/2«x — X* 

la  quale,  per  esser  f—  — — =Arc.cos(a — t)=z,  dà  subito 
V%ax—x' 


f dx  \/ 2«x — X*  = 


az 

¥ 


1^2 


UX X 


Ciò  posto,  applicando  il  metodo  per  parli  alt’inlegrale  con- 
tenuto nell’  equazione  (2)  , da  principio  si  trova 

fdxVzax-^'  s = ^ ^ (fz  —x)  l'^2ax—x^-\-lf{a—x)dz\^  2ax-x'; 

ina  ritornando  poscia  a dz  il  corrispondente  valore  in  t,  si  à 

- 

f{a-x)  dz  l''2ax—x^=f<t{fi—T)dx=(dx — , 


(*)  Si  avvcrlc  che  fini  gli  ardii  si  riferiscono  al  raggio  n,  tld  pari 
che  nel  n."  293, 
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dunque  sarà 

Jdx  V 2ax—x*  Z = ~ — j(a — r)  V 2ar— + T ( 2ox  — x') , 

e quindi  ritornando  successivamente  aH’equazioni  (2)  ed  (I)  , 
e sostituendo  per  z il  suo  valore  in  a:  cu  y tratto  dall’equa- 
zione della  cicloide  , avremo 

fxydtj=-^aif  + i a*-f-  i {2a—x) {‘lax—yV 2ax—x'  ) , 
e finalmente 

,fo  ~ ^ [^(23^-"%*  - 1 (2«— a-)(2aar  - yl/  2ax— *•)]  ; 

a motivo  die  questa  formola  si  annulla  con  x. 

Cosi  per  esempio,  facendo  x=2a  od  in  conseguenza  y='To, 
il  volume  deir  intero  solido  generato  per  la  rotazicnc  della 
cicloide  intorno  al  suo  asse  di  figura,  risulta  espresso  da 

^ (97T*— 16) a»  = «5  X 38,13183 .. . 

Daremo  ancora  un  altro  esempio  relativo  a curve 
trascendenti,  supponendo  che  lo  spazio  liFMQ  {Jig.  m),  in 
cui  BFM...  è la  curva  espressa  ( «,  301  ) dall’equazione 

y = e ^ , roti  attorno  l’asse  OY.  L’elemento  del  solido 
che  ne  risulta,  considerato  come  funzione  di  y,  sarà  [n.  231  ) 
dv= — 'ìTx^dy  , ma  rcqiiazione  della  curva,  passando  come 
suol  dirsi  dai  numeri  ai  logaritmi  , dà  — x‘‘=ly,  dunque 
avn  mo  dv—itlij.dy,  c quindi  colla  integrazione  per  parti, 
v='T.[ìglij — y)  + L’;  ma  pel  solido  richiesto  l’integrale  dee 
cominciare  da  y=l  , dunque  sarà 

t-  = 'ir(y/y  — y + 1). 

Questa  formola  si  riduce  ( n.  149)  a c quando  y=0, 
ma  allora  la  coll’ asintoto  0.\’ , il  solido 

generalo  dallo  spazio  liMU . . . XOIÌ  si  estende  all’ infinito 
in  lunghezza  e larghezza  ; dunque  ciò  non  ostante  il  suo  vo- 
lume sarà  finito  : paradosso  analogo  a quelli  osservali  nei 
n.'  310,  322,  ed  altri. 

*336.  Quando  una  linea  A'F.  . .IL  {fg.  29  ) con- 
tinua o discontinua  , si  suppone  rotare  intorno  ad  un  asse 
0.\  posto  nel  suo  piano  c preso  per  asse  delle  x , la  misn- 
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ra  del  solido  generalo  da  uno  spazio  come  CDNM  dipende 
( n.  227  ) dalla  integrazione  della  formola  '«'(y,* — y^')dx  -, 
c se  quella  linea  è discontinua  e chiude  uno  spazio  non  in- 
tcrsegato  dall’asse  di  rotazione,  si  deve  procedere  in  modo 
analogo  a quello  dichiarato  nel  n.“  u4o.  Quindi  nel  caso  di 
un  perimetro  come  Mo  M , Mk  M^(Jìg.  74)  che  chiude  spa- 
zio e si  rivolge  intorno  ad  OX , il  volume  del  solido  gene- 
rato da  questo  spazio  verrà  espresso  daU’integralc  deUuito 

dove  Xo  cd  j*»,  rappresentano  il  più  piccolo  valore  OPo  ed  il 

fùù  gran  valore  VPs<  della  ascissa  x-,  cd  y. , y,  sono  i va- 
ori  delle  ordinate  PM^,PAJ,  delle  due  linee  MoAPAli,, 
AJoA!^M(ù,  relativi  ad  una  medesima  ascissa  x. 

*ao7.  Cosi  jier  esempio  il  cerchio  espresso  dall’equazio- 
ne x'-\-{y — H)*=r',  dà  per  y.  e y,  : 

y ^ = R—V r'—x' , y.=^-f  l/r«— X*. 

Quindi  y^'-—y'z=AR\/r' — x*,  cd  in  conseguenza  si  à per 
r intero  anello  sferico  generato  da  esso  cerchio  , 

v=  2ir  ''dxV7^'‘  = , 

cioè  'Trr'.^'KR , avuto  riguardo  alla  formola  del  u.°  421. 

Se  poi  si  considera  il  solido  generato  dal  semicerchio 
più  lontano  dall’asse  delle  x{Jìy.  74),  c terminalo  dal  diame- 
tro parallelo  a questa  retta  , si  avrà  pel  volume  di  esso  : 

= % ( 4r*  -f  ^rli  -f  C A"  ) . (a) 

O 


(a)  Questa  formola  dà  il  volume  del  toro  adoperalo  nei  vari  Ordini 
di  arcliitcllnra  , allorcliè  fra  r ed  si  slabiliscono  le  relazioni  voliilc 
dalla  naltira  di  tali  Ordini  ; c in  questo  modo,  adoUando  le  relazioni  dui 
Vignoli  , il  dello  volume  trovasi  essere 

per  r Ordine  toscano r*)(  2liG,.V9926.. . 

per  l'Ordine  dorico r*)(  A31, 63999... 

per  l'Ordine  ionico Y !I07, 60092... 

pel  toro  superiore  dell'Ordine  corintio  . r*  X 12X2,33897... 

pel  loro  inferiore  dell’ Ordine  stesso.  . . )(  948,640-19... 
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1Ì>8.  Suppoaiamo  ora  che  il  solido  a misurare , senza  es- 
sere di  rotazione  abbia  come  quelli  che  lo  sono  la  proprietà, 
die  r area  della  sezione  prodotta  in  esso  da  un  piano  per- 
pendicolare a qualche  retta  , venga  espressa  da  una  fun- 
zione cognita  della  distanza  di  colai  piano  da  un  punto  fisso 
della  retta.  E chiaro  che  presa  questa  retta  come  asse  delle 
X contate  dal  punto  fisso,  e detta /" (a’)  quella  funzione, 
sarà  dxj\x)  il  volume  della  falda  elementare  del  solido  , 
racchiusa  tra  le  sezioni  corrispondenti  ad  a?  e ar  -j-  dx.  11 
perchè  , se  i limili  del  solido  nel  senso  delle  x , sieno  due 
piani  ainendue  perpendicolari  all’  asse  , il  suo  volume  avrà 
per  espressione  l’ integrale  definito 

ff^dxj{x) , 

•/  ^0 


dinotando  Xa  c a::»  i valori  di  x corrispondenti  ai  piani  li- 
miti. 

1ìj9.  Sia  per  esempio  l’ ellissoide , espressa  dalla  solila  e- 
qnazione  ' 


n*  ^ ^ c“  ’ 


e rappresentala  por  ottavo  dalla  figura  81.  11  piano  QPH 
perpendicolare  all’ asse  dello  x,  c distante  dal  piano  YOZ 
per  OP  = x , vi  produrrà  la  seziono  ellittica  QMR  , c i 
.semiassi  PQ  c Pii  di  questa  , desunti  dall’  equazioni  delle 
sezioni  principali  AQB  ed  AliC  verranno  espressi  in  x da 


V«‘— 

a 


e - l/fi*— Dunque  l’arca  del  quadrante  el- 


littico MQPIÌ  [n.  118)  quanto  — J"');  c però  il 

volume  dell’ intera  ellissoide  avente  per  semiassi  a,b  verrà 

dato  dalla  forinola  — x^)dx — - 'Kabc  , di  cui 

(r  i/o  ’ 3 

son  casi  particolari  quelle  che  esprimono  l’ellissoide  di  ro- 
tazione , c la  sfera, 

■^160,  l’er  dare  un  altro  esempio  dello  stesso  genere,  ma 
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che  dipende  dalle  funzioni  ellittiche , torneremo  ai  cilindri 
retti  (Jig.  72)  espressi  ( n.  S4I  ) dall’ equazioni 

(I)  cd  if^z"=c'  (2) 

e cercheremo  la  misura  del  solido  AOBJì' MDcQBOA. 

La  seziono  prodotta  in  questo  soliilo  dal  piano  PBQ  pa- 
rallelo a quello  delle  xy , e distante  da  esso  per  la  OB  — z, 
c il  rettan<,'olo  PRQM , i cui  lati  BP  ed  BQ  sono  la  x e 
la  y corrispondenti  alla  z , e quindi  per  virtù  dell’  equa- 
zioni (!)  c (2)  vengono  espressi  in  z dai  radicali  V — s* 
e c‘ — z".  Dunque  la  falda  elementare  del  solido  proposto 

sarù  dzV'e' — ^”.1^6'* — , e il  volume  di  questo  solido 
verrà  espresso  dall’  integrale  definito 

tlz  3* . 

Or  non  potendo  z sorpassare  la  retta  Oc  = c,  sarà  le- 
cito supporre  3 = esen9,  di  che  risultando  r/3  = cos 9 , 

ed  ai  limiti  0 e e di  3 corrispondendo  i limiti  0 e|^di  9, 

il  solido  in  parola  tornerà  espresso  in  9 dall’  integrale 

f-  

L-’C  / ®c/9cos*9l/j — 7* sen’9,  dove  y*  tiene  le  veci  di  — • 

Por  ottenerlo  sotto  forma  da  potersi  valutare  colle  tavolo 
ellittiche  , dinotiamo  il  radicale  con  B , e supponiamo 

f B(i^  cos”9  = A sen  9 cos  9.^  + BfBd^  + , 

dove  A,  B,C  esprimano  costanti  ignote,  e da  trovarsi  in 
modo  che  la  supposta  equazione  sia  identica. 

Da  prima,  dilfercnziando  e dividendo  per  1/9,  si  ottiene 

//cos’9=y^^cos*9 — scn’“9)/? — Ay'  - + BR  -|-  ^ ; 

indi  , liberando  da  rotti  c sostituendo  ad  B^  il  suo  valore  , 
si  trova  cos’9  (I — 7’sen’9)= 

y^icos’9— sen’9)(l— 7’scn’9)— y^y'*sen*9cos’'9-j-^(l— 7’sen’9)-|-6’, 
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e lìnalincnlc  scrivendo  1 — scu*9  in  vece  di  cos*<?,  ed  cgua- 
glinndo  n.Trlilaincntc  fra  loro  i lermini  costanti  dei  duo  mem- 
bri, quelli  moltiplicati  per  sen”? , o quelli  moltiplicati  per 
sen'^^  , nascono  l’ equazioni 

C=l,  2^(l-f  + 3^=1  , 

per  la  risoluzione  delle  quali  si  ottiene 


Tornando  dunque  alla  supposta  equazione  identica , essa  di- 
verrà tale  realmente  colla  sostituzione  di  questi  valori  di 
A , B , e C -,  onde  avremo 


y*/?  cos-?=  + '-0!y 

Il  primo  termine  di  questa  formolo  si  annulla  per  amen- 
due  i limiti  dell’  integrale  di  cui  si  tratta  , e gl’  integrali 
contenuti  negli  altri  due  termini,  presi  tra  gli  stessi  limiti 
si  cangiano  nei  trascendenti  ellittici  e completi  di  1“  e di  2“ 
specie:  dunque  adoperando  i simboli  in  uso  {n.  471  ) per 
(|uesti  trascendenti,  moltiplicando  il  tutto  per  c’C , e resti- 
tuendo a 7”  il  suo  valore  , il  volume  del  solido  richiesto 
verrà  espresso  da 

1 c[(C-+  C)  E (f)  - (C--C)  F (0  ] . (a) 

360.  La  soluzione  generale  del  problema  delh;  cubature 
esige  l’uso  della  formula  di  2.”  ordine 

^ clxdy  = zdxdij  =y  ( x,y)  dxd,j  , 

ritrovata  nel  n.“  366,  c questa  in  modo  affatto  simile  al 
dichiarato  nei  n.'  342  , 343  e 344  dà  pel  solido  in  forma 
di  cilindroide  , avente  per  base  lo  spazio  II KL  \jig.  39  ) , 
e per  faccia  opposta  quella  parte  della  superficie 


(a)  It  iloppio  (letta  ditferenza  Ira  questo  votame  o quello  del  cilin- 
dro avente  per  base  il  quadrante  BOc  c per  altezza  OA , esprime  il 
vano  delle  lunette  scolpite  a squadro  nelle  Volle  a botte  , quali  si  os- 
servano nelle  navate  di  alcune  chiese. 
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eh’  è proiettala  in  detto  spazio , l’ uno  o l' altro  integrai» 
definito 

do^e  aro , ar». , y , , y,  , ed  y» , y»  , ar,  , ar,  hanno  i medesi- 
mi significali  che  nei  n.'  543  e 544. 

561.  Il  caso  più  semplice  per  rapporto  alla  superficie 
2=y(ar,y),  c quando  questa  superficie  è piana,  cioè  a 
dire  quando  2 = aar  + /2y  -f  e ; ma  siccome  senza  fissar 
nulla  circa  la  figura  HKL  non  se  ne  potrebbe  desumere 
alcun  che  di  utile , sarà  meglio  limitarci  al  caso  che  la 
delta  figura  sia  dotata  di  centro , per  dimostrare  ohe  ne 
sarà  parimente  dotata  la  faccia  opposta , e per  trovare  in 
tal  caso  la  misura  del  tronco  cilindrico  obliquo  , indipen- 
dentemente dal  metodo  integrale , e più  generalmente  che 
non  si  fece  nel  n.*  539. 

Rappresenti  OX  una  perpendicolare  alla  traccia  AB  {fig.  82) 
del  piano  della  sezione  obliqua  su  quello  della  sezione  retta 
HKL  ; e supponendo  essere  AC  la  traccia  del  piano  medesimo 
sul  piano  XOZ  perpendicolare  ad  AB,  si  vedrà  agevolmente 
che  ogni  retta  ( menata  pel  punto  {e,c')  sulla  se- 
zione obliqua,  resterà  divisa  per  mezzo  in  questo  punto,  se 
parimente  si  supponga  divisa  la  mn  in  c.  Tal  sezione  avrà 
dunque  per  centro  il  punto  {e , c'). 

Inoltre,  supponendo  m'm"  = vn',  ed  n'n"  = [jm',  la  ret- 
ta m"n"  sarà  la  traccia  verticale  di  un  piano  parallelo  e 
distante  dal  piano  BAX  pel  doppio  della  yc',  nè  quel  pia- 
no varierà  praticando  una  costruzione  analoga  su  qualunque 
altro  diametro  {rs,r's').  Dunque  un  secondo  tronco  obli- 
quo di  cilindro  , in  tutto  eguale  al  proposto , emergerà  dal 
prolungamento  di  questo  sino  al  piano  indicato  dalla  m"n"  ; 
ma  la  solidità  del  cilindro  terminato  dai  piani  BAX  ed  m"n" 
è al  certo  misurata  dal  prodotto  dell’  area  HKL  per  la  ret- 
ta yc"  : quella  dunque  del  tronco  in  quistione  lo  sarà  dal 
prodotto  nell’  area  stessa  per  la  retta  &y , di  che  si  desume 
che  la  solidità  di  un  tronco  cilindrico  , le  cui  basi  abbian 
centro , si  può  avere  moltiplicando  la  sezione  retta  del 
cilindro  per  la  congiunqente  dei  centri  delle  basi',  il  quale 
enunciato  , se  ben  si  riflette , sussiste  ancora  quando  niiuia 

58 


Digitized  by  Google 


KI.EMEJÌTI 


4iS8 

delle  basi  è perpendicolare  ai  lati  del  cilindro,  come  quando 
le  basi  vengono  indicate  dai  piani  m'n'  e bastando 
solo  che  esse  non  s’ interseghino.  (a) 

1>62.  Per  dare  intanto  un  esempio  facile  del  caso  in  cui 
la  doppia  integrazione  sembra  necessaria , supporremo  che 
l’equazione  generale  z=f{x,y)  divenga 

2 = + + 

esprimendo  cosi  una  paraboloide  iperbolica.  Si  ha  in  tal  caso 
f(Ixfdyf{  x,tj)  = fdxf  (c+cix-\-  ^^dy, 

c integrando  rispetto  ad  y trovasi 

y'(f7-f«r  + /Jy+^^</y  = (C4-*T)y+  + 

Or  se  nel  senso  delle  y supponiamo  che  il  solido  si  estenda 
da  y = 0 ad  y^ò,  cioè  a dire  che  i limiti  della  faccia 
curva  siano  le  linee  proiettate  in  OA  (y^,  83  ) , e in  BC  pa- 
rallela ad  OA  e distante  da  essa  per  ò , le  y,  e »/,  della 
formola  generale  ( n.  360  ) corrisponderanno  a 0 e ì,  e sarà 

y^^(C-f«r-f/3y  + ^^)rfy==à[c--^«r  + |(^  + 0]. 

Dopo  ciò , effettuando  la  seconda  integrazione , si  avrà 

_/«  [C  + «C  +t(^  + ?)]*  = «i[c+.7+5(/3+£)]  . 

c supponendo  del  pari  che  il  solido  si  estenda  nel  senso 
delle  X da  a:  = 0 ad  a:  = 0A  = a,  talché  la  faccia  curva 
abbia  per  gli  altri  suoi  limiti  le  linee  proiettate  nella  OY  , 
e nella  AC  parallela  ad  OY  e distante  da  essa  per  a , sarà 


(a)  Questo  teorema  riceve  una  maggiore  estensione  in  Meccanica  , 
dove  si  dimostra  che  ai  centri  di  figura  delle  basi  possono  sostituirsi 
( quando  non  v'  à tali  centri  ) due  altri  punti  notevolissimi , detti  cen* 
Èri  di  grarità  delle  basi  medesime. 
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Ora  in  virtù  dell’  equazione  alla  superfìcie  , abbiamo  da 
una  parte  che  le  linee  proiettate  in  OA  , AG , GB  , BO  so- 
no delle  rette  indicate  nella  figura  da  O'A',  A'G,  G'B',  B'O'  ; 
e da  un’altra  parte  abbiamo  che  il  fattore  compreso  nella 
parentesi  del  risultato  definitivo  equivale  ad  un  quarto  della 
somma  delle  altezze  AA',  BB',  GG  , 00',  poiché  da  quella 
equazione  si  desume 

AA'=6’-f-*a,  BB'=C-fjSi, 

CG'=C+*a-f /34-j-y,  00' =C, 

e quindi 

4 = ^ + 1 + 2 + rc- 

Dunque  il  volume  del  prismoide  reilo  avente  per  base  un 
rettangolo  , e per  faccia  opposta  una  parte  di  paraboloide 
iperbòlica  terminata  da  un  quadrilatero  storto , è un  quar- 
to del  prodotto  della  base  per  la  somma  dei  quattro  spi- 
goli ad  essa  perpendicolari:  teorema 'affatto  simile  a quello 
che  negli  elementi  di  geometria  si  stabilisce  per  la  misura 
del  tronco  di  un  prisma  retto  a base  triangolare,  (a) 

1)63.  Applicando  la  formola  generale  nelle  cubature  al 
solido  di  rotazione  considerato  nel  n.“  Suo  , si  arriva  ad  una 
conseguenza  sin  qui  non  occorsa  giammai , e perciò  degnis- 
sima di  attenzione. 

L’  equazione  in  x , g , e z della  superficie  curva  appar- 
tenente a cotal  solido  colle  regole  stabilite  nel  n."  370  Irò- 

vasi  essere  s=e  ; dunque  la  formola  delle  cubature 

darà 

ffzdxdij  =ffe  * ^ dxdy  —fe  ^ dgfe  dx  , 


(a)  It  soluto  qui  coiisulerato  ò uno  di  quelli  die  in  talune  opere  da 
Costruzione  si  riferiscono  ai  tagliamenti  e riempimenti  di  terre  ; e la 
misura  di  essi,  indipendente  dal  metodo  integrale,  può  leggersi  net 
nostro  trattato  sulla  misura  delle  Folte,  pubblicato  nel  1S32.  Coloro 
i quali  amano  le  applicazioni  geonieiricbc  del  calcolo  sublime  , trove- 
ranno bene  di  che  soddisfarsi  nel  citato  libro,  mediante  un  gran  nume- 
ro di  esempi  svariatissimi , e che  non  mancano  di  utilità.  i - 


Digilized  by  Google 


ELEUE.NTI 


460 


ed  ò chiaro  che  ad  avere  il  quarto  del  solido  , generato 
dallo  spazio  ìnfìuilatnente  lungo  BMU . . ,X0B  (jig.  84)  , 
e proiettato  nello  spazio  angolare  infinito  XOY , bisogna  in- 


tegrare e da  ar  = 0 ad  x = oo,  e detto  A il  risultato 

bisogna  integrar  parimente  Ae  dy  da  .v  = 0 ad  y=oo  ; 
ma  essendo  A indipendeute  da  y , non  è dubbio  che  il  se- 
condo integrale  sia  A^  ; dunque  il  quarto  del  solido  in  pa- 


rola sarà  A*,  ossia 


Ma  dal  citalo  n.° 


abbiamo  che  un  tal  solido  è rappresentato  da  n , dunque 


Or  in  questa  conclusione  vi  ha  di  singolare  Tessersi  valutato  un 
integrale  defioito  senza  dipendere  , anzi  senza  conoscere  T in- 
tegrale indefinito  : il  che  accenna  ai  tanti  mezzi  escogitali 
in  quest’  ultimi  tempi  dai  geometri , per  la  ricerca  dei  pri- 
mi integrali  indipendentemente  dai  secondi. 

*o64.  Se  per  facilitare  le  integrazioni  convenisse  preferire 
la  formola  in  coordinate  polari  ( n.  367  ) 

dindon  = sen6  dò  afe  , 
didc  3 ’ 


si  sostituirebbe  primamente  ad  r il  valore  in  0 ed  cavato 
dall'  equazione  della  superficie  curva  che  termina  il  solido , 
e passando  in  seguito  alle  integrazioni , i limili  di  queste 
sarebbero  dilferenli  secondo  che  il  polo  è un  punto  iuterio- 
re  od  esteriore  al  solido. 

Quando  il  polo  e un  punto  interno  del  solido,  se  prima 
s’integri  a 0 , c tra  i limili  0 e ir,  nascerà  il  volume  dello 
spicchio  compreso  fra  i piani  menati  per  la  retta  fissa  OZ 
( Jig.  60  ) , e corrisponacnti  agli  angoli  a?  ed  a?  -f-  r/ai  ; e 
i’  espressione  analitica  di  questo  spicchio  elementare  sarà 

\din>  r^scnòdò . 
i J o 

Il  perché,  integrando  poscia  il  risultato  rispetto  ad  «,  e fra  i 
limiti  0 e 2'ir , cioè  a dire  sommando  tutti  i mentovali  spic- 
chi , posti  intorno-intorno  alla  retta  OZ , si  avrà  il  volume 
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deir  intero  solido , che  nel  dichiarato  modo  può  indicarsi 
coir  integrale  doppio  c definito 

j /'*^r*senOflfO. 

3»/  o J o 

Se  altri  integrasse  prima  rispetto  ad  (o  tra  i limiti  0 e 
2ir , otterrebbe  una  falda  del  solido , in  forma  d’ imbuto  , 
intercetta  alle  due  superficie  coniche  aventi  per  asse  comu- 
ne OZ,  e per  angoli  tra  quest’asse  e i lati,  6 e 0 + r/0. 
Questa  falda  elementare  verrebbe  espressa  da 

- </0  senO  r r*  dai , 

3 t/o 

2 

e più  semplicemente  da  jirr’senfl.rfQ  quando  il  solido  fosse 

di  rotazione,  essendo  allora  r funzione  della  sola  6,  in  vir- 
tù dei  n.‘  369  e 114  ; onde  integrando  poi  rispetto  a 6 , fra 
i limiti  0 e ■ff , si  tornerebbe  ad  avere  lutto  il  solido  nella 
somma  di  tutte  le  falde  consimili  all’ anzidetto.  In  quest’allro 
modo  il  solido  può  nei  due  casi  indicarsi  con  i due  integrai^ 

^^^*ddseaJ5  J'* d^ . 

*o6S.  Per  dichiarare  l’ altro  caso  notiamo  anticipatamente 
che  quando  le  coordinale  si  suppongono  appartenere 

ad  un  punto  interno  del  solido  a misurare,  1’  elemento  di  que- 
sto può  supporsi  infinitamente  piccolo  anche  nel  senso  delie 
r , e viene  allora  espresso  da 
d^V 

■- , dr rfO dx  = sen0  dr dO dai.  (a) 

drdodv  ' ' 

Or  con  questa  formula  si  dà  al  problema  delle  cubature  una 


(a)  In  egual  modo,  I’ elemento  di  2."  ordine  di  una  superficie  pla- 
na riferita  ad  assi  rettangolari  sarebbe  dxdy  , e quello  di  3.°  ordine 
di  un  solido  riferito  parimente  ad  assi  rettangolari  sarebbe  dxdydz  , 
quando  x ,y  nel  primo  caso  , ed  ar , ^ , s nel  secondo  appartenessero 
ad  un  punto  interno  all’  area  della  superficie,  od  al  solido.  E laddove 
quella  superficie  piana  fosse  riferita  a coordinate  polari , sarebbe  rdrdu 
r elemento  di  2.  ordine  di  essa,  quando  r ed  v si  prendessero  per 
coordinate  di  un  punto  interno  alla  medesima. 
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soluzione  più  generale , ed  applicabile  ancora  al  caso  in  cui 
il  polo  giace  Inori  del  solido.  Nel  tempo  stesso  però  , i li- 
mili delle  integrazioni  sono  generalmente  più  complicali. 

Dinotiamo  con  ì\  cd  i\  due  funzioni  date  di  6 ed  as,  con 
0,  c 0.  due  funzioni  parimente  date  di  oa  , e in  fine  con 
cd  »,  due  angoli  dati.  Allora  la  formula  precedente,  in- 
tegrala da  principio  rispetto  ad  r da  7’  = r,  ad  r = r,  , 
indi  rispelto  a 0 da  0,  sino  a 0,  , e finalmente  rispetto  ad  <a 
da  = »,  ad  a;  = »,  , darà  il  solido  compreso  da  una  parte 
fra  le  superficie  aventi  per  crpiazioni  r = r,  cd  r = r,  , da 
un’  altra  parte  fra  le  superficie  coniche  (a)  aventi  per  asse 
comune  la  retta  OZ , per  comun  vortice  il  polo,  c per  emo- 
zioni 0 = 6,  e 0 = 0,  ; e finalmente  tra  due  piani  condotti 
per  queir  asso,  e inclinati  al  piano  fisso  ZOX  sotto  gli  an- 
goli a,  ed  »,  . Allora  dunque  il  solido  verrà  espresso  dal- 
l’ integralo  triplo  e definito 


/’“•  /"‘’VO  seno  /’'*•  r\lr. 

f/«,  t/Oi  t/c. 


Nel  caso  in  parola,  se  la  superficie  che  racchiude  il  so- 
lido è continua  e convessa , per  ogni  sistema  di  valori  di  6 ed 
tt!  il  raggio  vettore  r avrà  generalmente  due  valori  reali  espri- 
menti ed  r,  , i quali  perciò  si  desumeranno  dall’cquazio- 
nc  9 ( r , 6 , w ) = 0 della  superficie.  Inoltre,  l’ equazione 
della  superficie  conica , invilu|ipantc  il  solido  , ed  avente 
per  vortice  il  polo,  la  quale  può  indicarsi  con -}'(0,®)  = O, 
per  ogni  valore  di  a>  ne  darà  , generalmente  parlando , due 
reali  di  0 , che  saranno  quelli  indicati  da  0.  e 0,.  E final- 
mente, supponendo  menati  per  l’asse  fisso  (e  sottinteso  al- 
tresì esteriore  al  solido  ) due  piani  tangenti  a questo  solido , 
lo  loro  inclinazioni  al  piano  fisso  daranno  gli  angoli  indi- 
cati da  »,  e «,. 


(.i)  Tali  può  dirsi  che  siano  i significati  geomclrici  dell' equazioni 
0=9,  , e 0 = 9,  , pcrcliè  la  supcrlicic  conica  inriluppantc  il  solido 
avendo  il  suo  vertice  nel  polo  , la  sua  cqnaziotiB  in  a- , »/  , i sarebtiu 
ouiogciiea  (n.  3G9  ) rispetto  a queste  coordinale,  la  cui  origine  siippo- 
iiianio  essere  nello  stesso  punto;  il  percliè,  sostituendo  ad  x,y,z  i 
loro  valori  in  r,  9 e »,  scritti  nel  n.”  114,  la  r audrà  via,  e reste- 
ranno duo  equazioni  fra  9 eil  «*. 
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*a66.  Osservazioni  analoghe  alle  precedenti  si  appliche- 
rebbero alla  forniola 

(hdx  = r*sen6.  d^ch  , 

dOdv  ’ 

ritrovata  pure  nel  n."  367,  so  questa  forniola  roggowe  per 
le  superficie  clic  non  sono  srcriclio  ; ma  siccome  il  credere 
ciò  sarebbe  un  errore,  non  militando  per  l’ elemento  della 
superficie  la  ragione  quivi  addotta  per  l’ elemento  del  soli- 
do, ci  contenteremo  notare  che  per  le  superficie  di  rota- 
zione l'elemento  di  l.“  ordine,  compreso  fra  due  paralleli 
infinitamente  vicini , vien  espresso  dalla  formala 

.V' dr^-\-r‘  db'  ; 
do  ' ’ 

e r elemento  di  2.®  ordine  , terminato  da  due  paralleli  e 
da  duo  meridiani,  infinitamente  vicini  tra  loro  s'i  gli  uni 
che  gli  altri , torna  espresso  dalla  formola 

■^-^dbdx  = r scnO . «fas  j/ dr'  -A-  r‘  db'  • 
dOda 

La  prima  di  questo  formolo  nasce  immediatamente  dal- 
r altra  in  coordinale  ordinarie,  l’aids  , trovata  nel  n.°  224  , 
osservando  che  per  essere  qui  la  OZ  V asse  di  rotazione  , 
e 6 l’angolo  contenuto  dal  raggio  vettore  r con  quell’asse, 
si  ha 

a:  = = r sen  6 , e pel  n.“  312  , ds  — V'dr'-\-r'db'. 

L’ altra  formola  poi  si  desume  dalla  prima  osservando  , 
che  il  suddetto  intero  elemento  di  primo  ordine  , sta  alla 
parte  di  esso  contenuta  fra  due  piani  inclinati  al  piano  ZOX. 
sotto  gli  angoli  a ed  a -|-  r/a  , nel  rapporto  di  2)r  a dx. 

*367.  Avendo  osservato  nel  n.“  364  che  nelle  superficie 
di  rotazione  riferite  a coordinate  polari , il  raggio  vettore 
r può  stimarsi  funzione  della  sola  6 , ne  viene  in  conseguenza 
che  r elemento  , anche  di  l.“  ordine,  della  superficie,  in 
forma  di  fuso  , contenuto  fra  due  meridiani  infinitamente 
vicini , verrà  espresso  dall’  integrale  per  rapporto  a 6 del 
suddetto  differenziale  di  2.°  ordine , cioè  dalla  formola 

^ d^  = dccfrscnb  Vdr'  + r'db'. 
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Dunque , se  la  superfìcie  torna  in  sb  stessa,  tutta  la  sua 
area  verrà  indicata  da 


2ir^  *rc/d  seiìO  > 

la  zona  compresa  tra  i paralleli  corrispondenti  a due  valori 
determinati  di  0,  che  chiamiamo  »,  ed  , verrà  espressa  da 


e il  /uso  contenuto  fra  due  meridiani  inclinati  l’uno  all'altro 
sotto  l’angolo  iC,  sarà  espresso  dall’uno  o dall’altro  integrale 


•ss  J**rd^ sene  ^ ' 

secondo  che  il  fuso  termina  in  due  punti  dell’asse  di  rota- 
zione , o in  due  paralleli. 

*068.  Ciò  suppone  che  il  polo  sia  interno  o nel  concavo 
delia  superfìcie  , poiché  quando  n’  è al  di  fuori  0 dalla  parte 
convessa , la  misura  di  tutta  la  superfìcie  0 di  una  sua  zo- 
na può  esigere  la  conoscenza  dell’  angolo  che  1’  asse  di  ro- 
tazione forma  colla  tangente  dal  polo  alia  curva  generatrice 
della  superfìcie.  E nell’  uno  e nell’  altro  caso , se  quest’  an- 
golo ammette  diversi  valori  reali  , o se  ad  uno  stesso  va- 
lore di  6 corrispondono  diversi  valori  realidi  r,  la  quadra- 
tura di  tutta  o parte  la  superfìcie  può  esigere  che  si  fac- 
ciano più  integrazioni,  per  indi  unirne  i risultati. 

Del  resto  fra  le  precedenti  espressioni  in  coordinate  po- 
lari , la  più  importante  è quella  di  d}V  recata  nel  n.®  So5, 
e la  sua  importanza  si  fa  principalmente  sentire  in  alcune 
ricerche  di  Meccanica , relative  a tutt’  altro  che  cubature  ; 

Foichè  in  ordine  a quest’  ultime  è quasi  sempre  più  comodo 
uso  delle  formule  espresse  in  coordinate  ordinarie. 
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SEZIONE  terza 

X!)ftetiott  dotUiMe  tefalive  atta,  ticetca  e ag(i  uAÌ 

dejSutti. 


CAPITOLO  XIII. 


Trasformazioni  degV  integrali  definiti. 

569.  Uu  integrale  deGnito  può,  senza  cangiar  di  valore, 
trasformarsi  in  un  altro  di  limiti  dati  e diversi  dai  primi , 
di  che  c conseguenza  il  cangiamento  della  funzione  sotto- 
posta al  segno  f.  Viceversa , può  trasformarsi  in  un  altro 
la  cui  variabile  sia  una  data  funzione  della  prima , di  che 
poi  conseguita  il  cangiamento  dei  limitr.  Or  queste  tra- 
sformazioni potendo  esser  utili  alla  ricerca  degl’  integrali 
dcGnili , mediante  una  scelta  di  limiti  o di  variabili  piò  ac- 
conce all’  uopo , noi  esporremo  in  questo  capitolo  i princi- 
pi! dai  quali  esse  dipendono. 

Sia^y^*ÉÌIr f{x)  l’integrale  proposto,  c vogliansi  cangia- 
re i limiti  a , a.  negli  altri  6 , ^ , niuno  dei  quattro  essen- 
do inGnito. 

La  relazione  da  stabilirsi  tra  x ed  un’altra  variabile  g 
dovrà  esser  tale,  che  dia  y=b  quando  x=a,  e dia 
quando  Ts=  oc.  Basterà  dunque  supporre  semplicissimamente 
x = nw-\-n,  e determinare  m,n  colle  riferite  condizioni, 
quasi  dovesse  trovarsi  l’equazione  della  retta  che  unisce  i 
punti  {a,b),  (ot,/3).  Or  quelle  condizioni  dandoci 

a = mb  n,  a,  = ml3  n , 

ne  risulta 


donde 


> — a a3 

m = ; , n = , 

jì  — ò’ 

» — a , a3  — »6  , » — a 

x = y H 7-  , c ar= ■: 

59 


dy. 
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Dunque  soslilucnilo  queste  espressioni  di  T e dx  nel  propo- 
sto integrale  , avremo 

(A) 

570.  Quando  nei  primi  o nei  nuovi  limiti  entra  l’ infini- 
to , cioè  a dire  quando  per  un  valore  finito  di  x debb’ es- 
sere infinito  y , o viceversa  , non  si  raggiunge  lo  scopo  con 
una  equazione  della  forma  x = tny-^n,  la  quale  in  lin- 
guaggio geometrico  esprime  una  retta  ; ma  richiamando  al 
pensiero  che  in  una  curva  dotala  di  asintoto , c che  abbia 
per  asse  delle  x una  parallela  a questo  asintoto,  all’ascissa 
infinita  corrisponde  una  ordinala  finita  , si  afiaccia  subito 
r idea  di  stabilire  tra  e r/  una  equazione  della  forma 


xy  + wx  + ny=p  , 


(!) 


che  rappresenta  una  iperbola  di  secondo  grado  i cui  assi 
coordinati  sono  paralleli  ai  suoi  asintoti.  Allora  se  si  voglia 
che  i primi  limili  sieno  c c oo  , c i nuovi  sieno  0 e 1 , 
avremo  a soddisfare  le  due  condizioni  : 1 .*  che  per  x = a 
sia  y = 0;  2.*  che  per  x—co  sia  y = l.  Si  adempie  alla 
prima  con  la  semplice  sostituzione  di  a e 0 in  vece  di  a:  c 
y nell’ assunta  equazione  (1) , e subito  si  ha  ma=p.  (2) 
rer  soddisfare  poi  con  eguale  facilità  all’altra  condizione, 
si  risolva  l’ equazione  (1)  rispetto  ad  y,  onde  aver  l’altra 


p — ntx 
n -t-x 


, o piuttosto  y 


) 


c da  questa  colla  sostituzione  di  1 c oo  in  voce  di  y c x , 
emergerà  1 = — m , (3) 


qualunque  valor  finito  si  abbia  n.  Adunque  facendo  per  sem- 
plicità M = 0,  c per  r equazioni  (2)  e (3)  essendo /« = — 1, 
c p = — a,  l’ equazione  (1)  diverrà 


xy  — r 


— a , donde  x = 


a 


, c dx 
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Sicché  por  la  sostiluzione  di  quesli  valori  di  x,  di  dx  c dei 
nuovi  limili  nell’  iiUcgralc  proposto , avremo 

(B, 

671.  Imporla  notare  che  in  questa  equazione  , come  in 
tutte  quelle  che  presentano  il  segno  / o il  segno  d , non  si 
ha  diritto  di  sostituire  alle  lettere  qualunque  valor  partico- 
lare si  voglia  nell’ espressioni  soggette  ai  detti  sogni,  ciò 
che  si  ha  diritto  di  fare  dopo  eseguile  le  operazioni  indi- 
cale da  quei  segni  ; c spezialmente  possono  indurre  in  er- 
rore, le  sostituzioni  che  cangcrcbbi'ro  la  forma  della  relaziono 
stabilita  fra  x fi  y nella  ricerca  della  equazione  , come  sono 
le  sostituzioni  dello  zero  o dell’  infinito.  Quindi  ninna  me- 
raviglia che  la  precedente  equazione  sia  come  in  difetto 
quando  si  suppone  c = 0 ; ma  per  questo  caso,  partendo  an- 
cora dall’ equazione  (I)  si  arriva  con  ragionamento  analogo 
alla  formola 


(C) 


672.  Inoltre  l’ equazione  ( B ) è più  semplice,  c non  sem- 
bra accordarsi  con  quella  che  si  legge  nel  n“  483  , 6°  ; ina 
ciò  non  è altramente  indizio  di  errore  , potendo  uno  stesso 
integrale  delinilo  prender  forme  diversissime  per  la  diversi- 
tà della  relazione  che  si  stabilisce  tra  la  variabile  primitiva 
e la  nuova,  (a);  nel  caso  attuale  poi  la  maggioro  semplicità 


(a)  Fra  l’ equazioni  trascendenti  acconce  alla  considerazione  dell’  in- 
finito merita  riguardo  la  esponenziale  ys=me"^,  dove  le  iudelermina- 
le  m ed  n possono  servire  a soddisfare  alle  condizioni  dei  limiti.  In 

tal  modo  colla  sostiluzione  t/  = e^,  da  cui  x = li/ , si  ottiene 


c colla  sostituzione  y = c donde  x = — ly , si  trova 
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dell’ equazione  (0)  si  dee  attribuire  a che  l’ indeterminata  n 
dell’  equazione  ( 1 ) > cui  potea  darsi  qualunque  valor  finito 
si  è supposta  zero.  Tornerebbe  l’ equazione  del  citato  n°  sup- 
ponendo n = 1 . 

673.  Passmido  a^l’  integrali  definiti  doppi , facciamo  pri- 
ma osservare  che  quando  tutti  i limiti  sono  costanti , e non 
si  cangia  se  non  l’ ordine  delle  integrazioni , i limiti  di  cia- 
scuna rimangono  gli  stessi , talché  si  ha 

f^^dxf/d,jS[x,y)=f/d,jfJ^dxf{x,y). 

Difatti  l’integrale  indefinito  ffdxdtj'^x ,y)  può  considerarsi 
( n.  360  ) come  la  espressione  di  un  volume  contenuto  dal 
piano  delle  x c y , dalla  superficie  avente  per  equazione 
z=f{x,y),  e da  una  superficie  generabile  da  una  retta 
parallela  all’  asse  delle  z ; ed  allora  sì  l’ uno  che  l’ altro  in- 
tegrale definito  doppio  rappresenta  il  prismoide  avente  per 
base  il  rettangolo  misurato  dal  prodotto  (»  — a)(/3  — o). 


si  vogliono  cangiare  _i  limiti  nei  rispettivi  altri 

e son  finiti  i primi  e i secondi,  basta  supporre 


x=pu  + q,  y = rv-\-8,  (1) 

e determinare  le  costanti  p , q , t , s mercè  le  condizioni 
x = a,u  = ni;  x = »,u=ix]y=b  ,v  = n-,  y=/3,  r=v. 


Per  conseguenza  , la  somma  dei  due  risultati  darà 

Partendo  ancora  dalla  equazione  y = me”^,  trovasi  pure  mediante 
la  sostituzione  x=a~hl6 — /y  , la  Tormola 

colla  quale  assegnando  a A un  valore  piccolissimo , può  con  faciltà 
riUovarsi  il  valore  approssimativo  dell’  integrale  , giovandosi  delle  for- 
molo c delle  teoriche  dichiarato  nei  numeri  483  , . . . 490. 
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Dìfalti,  in  virili  dcirc(|uazioni  (1)  c della  precedente  osser- 
vazione , si  ha  successivamente 

Sa  * ^^Sb  ^ • y ^ ~Sa  * Jn  " ,rv  + s)  = 

Sn  dvJ'Jprduf[2)U-\-  q , rv  -f  s) 

S71>.  Quando  poi  entra  l’ infinito  noi  limili  primitivi  o nei 
nuovi , se  non  si  vuole  uscire  dell’  equazioni  «Igehriclie  , 
queste  possono  essere  tra  a:  ed  m , o tra  y e v di  forma  si- 
mile a quella  adoperata  nel  n.“  li70.  E in  generale  , fun- 
zioni qualunque  della  sola  m e della  sola  v,  come  , -^v) , 
che  soddisfacciano  alle  condizioni  dei  limili  relativi  ad  t , 
e dei  limiti  relativi  ad  y,  possono  surrogarsi  a queste  varia- 
bili , sostituendo  in  pan  tempo  du  9'  («)  e de  >1-  (v)  a dx  e 
</y;  e così  nasce  la  formula 

’*+Wfe.+).  (U) 

che  può  stimarsi  acconcia  pel  cambiamento  delle  variabili  xcy 
nelle  altre  u g v , quando  le  forme  adottate  per  le  funzio- 
ni 9 (m)  e >|.  {v)  sieno  tali  da  risultarne 

<?("»)  = o , 9 W =*>  + («)  = <^  > 4 (v)  = (3. 

576.  Supponiamo  ora  che  non  per  cangiare  i limili , ma 
per  agevolare  le  integrazioni  o per  altre  vedute  , si  voglia 

nell’ integrale^y^*  </yy(ar,  y ) surrogare  alla  va- 

riabile y , rapporto  a cui  dovrebbe  farsi  la  prima  integra- 
zione tenendo  la  x per  costante  , una  data  funzione  non  di 
V sola  ma  di  ar  e V , indicala  da  'E  ( ar , o ) : di  che  abbia- 
mo due  particolari  esempi  nei  n,  1546  c 1548.  In  questo  ca- 
so , dy  SI  dee  avere  differenziando  rispetto  alla  sola  v Tequa- 
zione  y = 'i{x,v)',  e l’integrazione  relativa  a v,  dovendo 
menare  alla  stessa  funzione  di  x che  si  avrebbe  senza  sur- 
rogare ad  y la  funzione  "i  [x  ,v) , è chiaro  che  dojio  que- 
sta surrogazione  dee  farsi  dal  valore  di  u in  j:  desunto  dal- 
r equazione  "i  [x  ,v)  = 9 (.r) . sino  al  valore  di  v in  x ca- 
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vaio  dall’ equazione  i' ( ar , «)  = 4-(x)  : e però  il  niiovo  in- 
tegrale si  potrò  esprimere  colla  formola 

J a ,/  ♦ ( X , » ) = 9 (J)  rfr  ' *- 


S77.  Essendo  questa  la  formola  in  che  si  cangia  il  pro- 
posto integrale  definito  al  supporre  7/  = i'(x,r),  è chiaro 
che  per  effetto  della  medesima  supposizione  l’integrale  indefinito 

SdJ‘fdyf{x,y)  si  volterà  nell’altro  fdTfdv-^J[x,^(x,v)\, 


Or  se  in  quest’  ultimo  invertiamo  , come  è permesso  (ì>44) , 
r ordine  delle  integrazioni  scrivendolo  sotto  la  forma 


/r/r/i/x^/r.x,t(x,ti)], 


potremo  surrogare  anche  ad  x,  cui  si  riferisce  la  prima  in- 
tegrazione tenendo  per  costante  v , una  data  funzione  di 
« c p ; e cosi  ameudue  le  variabili  x c iy  del  primitivo  in- 
tegrale ìiidcGuito  si  troveranno  surrogate  dalle  altre  u e v. 
Ma  difl’erenziando  l’equazione  x = ^{u,v)  rispetto  alla  sola 


K si  ha  dx  = ^du , dunque  l’ integrale  in  « e v si  potrà 
esprimere  brevemente  colla  formola 

ffdudo^£^J{x,y), 


ammettendo  che  nella  funzione  f c nei  valori  di 


du  ^ dv 


si  so- 


stituiscano uà  X c y i valori  in  iz  e v* cavali  dall’ equazioni 
x = Cf[u,v),  y = i'(x,o). 

578.  Per  avere  intanto  una  formola  con  che  mutare  si- 
multaneamente, anzi  che  successivamente,  le  due  variabili  pri- 
mitive , quando  in  realtà  si  vogliono  mutare  tutte  due , di- 
notiimo  con  ciò  che  diverrebbe  ~i{x,v)  nel  so- 

stituire 9(m,o)  ad  X,  talché  i valori  dati  ài  x c y in  u 
e V siano  espressi  da 

x = o(m,p),  y = 4(M,  p).  (F) 

L’  equazione  4'  ( x . p ) = J.  ( m , p ) sarà  identica  , e le  sue 
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derivate  parziali  rapporto  ad  » e rapporto  a v , avuto  ri> 
guardo  all’ equazione  x = <f(u,  v) , saranno 
di  d<f  di  di  d<f  di  di 

dx  du  du  ’ dx  de  dv  dv  ’ 

ma  eliminando  — tra  queste  derivate  si  ha 
d<f  di  d<f  di  d(f  di 

du  dv  du  dv  dv  du  ’ 

dunque  per  l’ equazioni  (F)  l’ integrale  in  quistione  diverrà 

, («) 

1>79.  Se  nell’  integrale  primitivo  in  a:  e y insieme  colla 
funzione  y ( a: , -y  ) o senza  di  questa  si  contenessero  i sim- 
boli delle  sue  derivate  parziali , sarebbe  facile  esprimerli  di- 
rettamente in  u e senza  prima  trovarne  le  espressioni  in 
X e y.  Infatti  ponendo  f(x,y'^  = z,  la  z dovrà  conside- 
rarsi come  una  funzione  implicita  di  u e v in  virtù  dcU’e- 
quazioni  (F);  dunque  pel  n.“  62  avremo  le  equazioni 

di di  dx  , di  dy  dz  dz  dx  , dz  dy 

dx  dv  ' dy  dv  ^ 

e — ci  danuo 

di  dy  dz  dy  dz  dx  dz  dx 

dz  __  du  dv  dv  du  dz dv  du  du  dv 

dx  dx  dy  dx  dy  dy  dx  dy  • dx  dy 

du  dv  dv  du  du  dv  dv  du 

S80.  t)opo  ciò , per  le  cose  dette  nei  n.‘  Iì42  e S60  il 
nuovo  integrale  in  e v,  qual’ è indicato  da  (G)  esprimerà 
il  volume  terminato  in  tutto  o in  parte  dalla  superficie  avente 
per  equazione  z=f{x,y);  e la  formola  per  la  quadra- 
tura ai  tutta  0 parte  questa  superficie,  venendo  espressa  in 

X e y da.  ff  dxdy  ^ ^ ^ ^ > trasformata  in  « c u 

porterà  sotto  il  segno  //il  prodotto  di  du  dv  pel  radicale 

dx  dy  dx  ‘^^Vi  /dy  dz  dy  /dz  dx  dz  dx\* 

du  dv  dv  du  / \dv  du  dudvj  \du  dv  dv  du/  ’ 

bene  inteso  che  nel  fare  le  integrazioni  successivo  i limiti 

delle  variabili  w e p siano  quelli  che  convengono  ai  limiti 


du  axdu  uy  au  av 
le  quali  risolute  per  rapporto  a 
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del  volume  e della  superficie.  Noi  qui  non  facciamo  parola 
della  dipendenza  dei  limili  di  r/  c v da  quelli  di  ar  e y per- 
cliè  supponiamo  trattarsi  di  integrali  indcfìnili  ; ma  non  vo- 
gliamo tralasciar  di  osservare  che  alcune  volle  i primi  limili 
si  appalesano  quasi  spontaneamente.  Così  per  una  superfìcie 
continua  e rientrante , e pel  volume  da  essa  circoscritto , se 
dalle  coordinale  ordinarie  si  passi  alle  polari  mediante  l' e- 
quazioni  ( n.“  114  ) 

X = r sen6  cosa  , y = r scn6  sena  , : = rcos0  , 

e se  il  polo  ai  supponga  essere  un  punto  interno  alla  super- 
ficie , i limili  delle  integrazioni  ad  eseguire  per  aver  tutto 
il  volume  o tutta  la  superfìcie  saranno  0 e ir  per  0,  0 e 2-^ 
per  a ; perchè  in  questo  modo  si  vengono  a considerare  tulli 
i punti  della  superficie,  la  quale  si  distende  tulio  all’intor- 
no del  polo.  È poi  facile  il  verificare  che  mutando  «et? 
in  0 e a , e riguardando  r come  una  funzione  delle  stesse 
0 e a,  le  formole  e l’ equazioni  precedenti  diano  per  la 
superficie  l’ integrale 

// rrfO  dx'  ^ scn’  9 + ^ , 

che  si  accorda  e completa  le  formole  notate  nel  n.®  567. 

581.  Se  si  trattasse  in  particolare  delfellissoide  avente  per 
semiassi  a , ò , e , il  cangiamento  di  variabili  più  acconcio 
ad  evitare  la  irrazionalità  dì  s in  a:  e y sarchiò  quello  che 
risulta  dall’ equazioni 

X = a senti  coso  , y = ò seni/  seno  , z = c cos»/. 

Con  queste  il  volume  e la  superficie  tornano  espresse  rispel- 
livamcnle  da  aòc  ff  dii  dv  semi  cos*  zz , e da 

f f dudv  senzz.  o*  b'  cos*  « + «?*(  o’  sen*  v b'  cos*  o ) sen*  zz  ; 

onde  anche  per  la  difficile  ricerca  della  superficie  si  ha  il 
vantaggio  di  poter  effettuare  almeno  la  prima  integrazione 
indipendcnlcmcnle  dai  trascendenti  ellittici  , vantaggio  che 
non  si  avrebbe  colle  variabili  primitive.  E per  l’ intero  vo- 
lume c l’ intera  superfìcie  dell’ ellissoide,  i limili  delle  varia- 
bili sono  ancora  da  zz=0  ad  zz=ir,  c da  f=0ao=2zr; 
perchè  tra  questi  limili  le  x,y,z  prendono  tulli  i valori 
che  loro  possono  competere  per  la  natura  delfellissoide 
cioè  da  a a — a , da  A a — b , e da  c a — c. 
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CAPITOLO  XIV. 

Differenziazione  e integrazione  sotto  il  segno  f , e loro 
usi  nella  ricerca  degl’  integrali  defiliti. 

582.  Le  funzioni  impIicKc  di  una  variabile  x , considerate 
sul  principio  del  calcolo  differenziale,  erano  tali  che  a dive- 
nire esplicite  occorreva  la  risoluzione  dell’ equazioni.  Esse 
dunque  dilferiscono  essenzialmente  dalle  funzioni  implicite  di 
X indicate  dai  simboli 

y =//(^>-)  * . =)  ^y=J'Jfi^^z)dz, 

le  quali  per  divenire  esplicite  han  bisogno  di  una  integrazione 
indeCnita  o definita  per  rapporto  ad  un’  altra  variabile.  Que- 
ste funzioni  presentano,  come  si  vede,  due  variabili  xez; 
ma  la  z che  è tenuta  come  variabile  nella  integrazione  , si 
riguarda  come  costante  nella  differenziazione  che  poscia  sup- 
pongliiamo  volersi  fare  rispetto  ad  x.  Oltre  a ciò , essa  z 
non  sussiste  effettivamente  dopo  la  integrazione  , se  non 
quando  trattasi  d’integrali  indefiniti;  ma  scomparisce  affat- 
to (n.°  479)  nel  caso  a integrali  definiti , come  quelli  indicati 
dal  secondo  e dal  terzo  dei  suddetti  simboli. 

583.  Per  desumere  tutti  i casi  della  differenziazione  che 
vuol  farsi  dal  più  generale , considereremo  la  funzione 

y= 

dove  i limiti  « e t;  si  riguardano  come  funzioni  di  x. 

Sup|K>ngbiamo  descritta  una  curva  che  abbia  per  ascissa 
z,  e per  ordinata  la  funzione  f{x  ,z),  dove  ar  si  tiene  come 
una  quantità  indeterminata,  ma  costante  rispetto  a z;  e per 
fissare  le  idee  ammelliqmo  che  per  un  valore  qualunque  dì 
X la  curva  sia  LMR  [jìg-  85  ) , e i limi  li  « e t;  siano  rap- 
presentati dalle  ascisse  OP , OQ.  Allora , supponendo  che 
j{x , z)  varii  con  legge  di  continuità  da  z=«  sino  a z=v, 
il  valore  di  y , corrispondente  a quel  medesimo  valore  di  x, 
sarà  indicalo  ( n°.  513  ) dall’  area  PMNQ, 

Ciò  posto  , dipendendo  y da  « , ti  ed  ar , il  differenziale 
di  V verrà  formalo  ( n.°  64  ) dalla  somma  dei  differenziali 

60 
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che  si  avrebbero  facendo  variare  u sola,  v sola,  e x sola. 

Variando  « sola,  cioè  a dire  OP  di  Pp  = du  — ^dx  , si 

stimano  rimaner  le  stesse  la  OQ  e la  curva  LMR  ; per  ciò 
l’area  PMNQ  si  cangia  in  pmIVQ  e subisce  la  diminuzio- 
ne PMmp,  la  cui  misura  può  stimarsi  (n.“  ISO)  essere  Pp.PM 

s=z^  dx  f{u , t).  Similmente  variando  v sola  , ossia  OQ  di  Qq 

0*27 


dv 


= do  = -j-  dx , ^\  riguardano  invariate  OP  e la  curva  LMR-, 
dx 

onde  r arca  PMNQ  divenendo  PMnq  , prende  l’ incremen- 
to QNnq  misurato  da  Q*/’QN=^dxf{v,x).  Variando 

in  fine  x sola , ossia  il  parametro  della  curva  di  dx , la 
curva  ZJ//?  si  cangia  nell  altra  X,t/p  infinitamente  vicina  alla 
prima,  e le  OP,  Oj^stimansi  rimanere  le  stesse;  perciò  l’ au- 
mento infinitamente  piccolo  che  quell’  area  riceve  tor- 

na espresso  ( n.‘  22  , 223  c 481  ) da 

Adunque  unendo  insieme  i tre  notali  differenziali  par- 
ziali , e dividendo  per  dx  sarà 

384.  Questa  forinola  generale , nel  caso  in  cui  i limili 
u c V sono  costanti  cd  espressi  da  a c A diviene 


dz. 


(H) 


talché  allora  dee  stimarsi  indifferente  l’ordine  delle  due  o- 
perazioni  indicate  dai  sìmboli  d ed  f,  cioè  la  differenziazio- 
ne relativa  ad  ;r  e la  integrazione  relativa  a z. 

In  questo  medesimo  caso , derivando  per  rapporto  ad  x 
la  formala  (H)  si  ottiene 
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e nulla  impedendo  di  proseguire  allo  stesso  modo  la  deriva- 
zione per  rapporto  ad  zr , si  à generalmente 


(K) 


585.  Quando  trattasi  dell’integrale  indefinito  e completo 
ài  f{x,z)dz,  questo  integrale  si  può  scrivere  sotto  la  forma 

* (a) 

•/  « 


potendo  essere  a un  qualunque  valor  particolare , ed  X di- 
notando lina  funzione  arbitraria  di  x.  Ma  essendo  a c z in- 
dipendenti da  X , abbiamo  pel  caso  precedente 


Z)</Z=f/ 


dj{x,z 

dx 


) dz , 


m 


dunque  facendo  astrazione  dalle  funzioni  che  completano 
gl’  integrali , può  affermarsi  che  ancora  negl’  integrali  inde- 
finiti sia  indifferente  l’ ordine  delle  due  operazioni  indicale 
dai  simboli  j Q d.  (b) 


(a)  Questa  maniera  di  scrivere  l' integrale  iiidefìnito  e completo  me- 
rita attenzione,  perchè  alcuno  volte  torna  utilissima. 

(b)  In  questo  caso  può  dimostrarsi  con  facillà  I’  assunto  senza  far  capo 
da  considerazioni  geometriche.  Infatti , derivaudo  per  rapporto  a z 
l’equazione 

du 

y=SJ(.x,z)dz,  si  ha  ^ = /(a-,s), 

e poscia  derivaudo  quest’  ultima  per  rapporto  ad  x , viene 

_df{x,z) 
dxdz  dx 
Ma  dal  ii°  94  sappiamo  die 

dii  d'!x 

d*ì/  d*ij  dx  dx  df{x , z) 

dX^l^~  ‘*‘""1"'^ ’-;7r 


e quindi  passando  alle  primitlTe  rapporto 


a z 


'df(x,z) 


Cioè 


j.yV(y..)*=/ 


■</(».») 

dx 


dz. 
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Ora  nel  caso  alluale  e nel  precedente , questo  dilTeren* 
EÌare  una  forinola  per  rapporto  ad  una  variabile , mentre 
prima  dovrcbbcsi  integrarla  per  rapporto  ad  una  variabile 
diversa,  tra  limili  indipendenti  dalla  prima  variabile,  è quella 
operazione  che  dicesi  differenziazione  sotto  il  segno  f , e 
che  Leibnitz  chiamò  differentiatio  de  curva  in  curvam. 

b86.  Supponiamo  ora  clic  si  voglia  non  più  la  derivata 
ma  sì  bene  la  primitiva  indefinita  rispetto  ad  x della  fun- 
zione implicita  di  x simboleggiala  da jdzf{x,z)]  o pure 
che  si  voglia  la  primitiva  rispetto  ad  x tra  i limili  a ed  » 
della  funzione  implicita  di  x simboleggiata  da 


dunque  sarà  lecito  integrare  per  rapporto  ad  una  variabile 
la  funzione  soggetta  ad  un  segno  f relativo  ad  un’  altra  va- 
riabile, sì  quando  le  due  integrazioni  sono  iudeCnitc,  sì  quan- 
do sono  definite  ma  i limiti  di  ciascuna  variabile  sono  in- 
dipendenti dall'altra  variabile. 

i>87.  Ciò  premesso,  uno  dei  mezzi  più  fecondi  ed  acconci 
per  la  ricerca  di  nuovi  integrali  definiti  consistendo  in  ap- 
plicare la  differenziazione  o la  integrazione  sotto  il  segno  J’ a 
cogniti  integrali  definiti,  noi  comìnceremo  dallo  scrivere  qui 
appresso  ( con  nessuna  o brevi  dichiarazioni  ) i più  notevoli 
di  quest’ ultimi,  desumendoli  dai  corrispondenti  integrali  in- 
definiti con  la  regola  data  nel  n.°  4^0 , che  non  lascia  di 
essere  il  mezzo  più  generalo  e ordinariamente  più  semplice 
di  trovare  gl’inlegrau  definiti. 


È chiaro  che  tali  primitive  saranno  indicate  da 


fdxfdzf{  x.z),  a dxj dzf{x,z)  ; 


ma  dai  n.*  S44  e b73  abbiamo 


dx  1 


00  dx  1 
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/I  dx  X pa  dx  «■ 

— — = are  sen  - , / — — = - , 

l/a*— X*  a Jo  l/o«_ar«  2 

/dx  a — 2x  pa  dx 

— -■  = arc  cos , / ■=«• 

l/ax  — ar*  ® l/ox — x* 


/I  (/x  1 , X pa  dx  « 

- are  lan  - , / — = — • 

o*-i-x*  a a \f  o x*-+-a*  2a 

i>88.  Dal  n."  447  abbiamo 

/I  dx  x’’“'l/òx — X*  (2r — l)a  px^'dx 

l/ox — X*  ^ ir  J \/ ax — x* 

ma  la  parie  libera  dal  segno  C nel  secondo  membro  svanisce 
per  a:  = 0 , e per  x = a •,  dnnquc 

y'»o  x^dx  (ir — t)a  pa  x^^dx 

® l/ax — X*  l/ax  — X* 

Cosi  essendo , se  per  brevità  dinotiamo  con  ed  i 
questi  due  integrali  definiti , avremo 

_(2r— l)g 
A 2^  ^r— I • 

Da  questa  formola  ponendo  successiv.*r=l,  =2,  =3,... 

e richiamando  elio  j4o=  — =y.  si  desume 

t/o  r ' 


ox- 


^ 1 ^ ^ s ^ . 

= 2 Off  , ^.=  ^ 


. 5 . 1.3.S  , 


ma  in  virtù  del  n.“  4fi7,  — 

t/o  l/(ax — X* )(  1 — ». 

-^0  + 5 I + 


X) 

ec. 


2 '2.4  * ' 2.4.6 

dunque  sostituendo  i notati  valori  di  Ao,  A^,  A,^  ec.  sarà 

y^rt 

® l/(ox — x*)(l— «x) 
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Questa  serie,  mediante  il  carattere  stabilito  nel  197 
si  appalesa  convergente  quando  aa  1 , come  accade  nella 
quislione  meccanica  in  cui  si  à bisogno  del  proposto  inte- 
grale dcGnito.  Essa  dunque  può  surrogarsi  per  approssima- 
zione a questo  integrale , die  altrimenti  si  dovrebbe  espri- 
mere con  trascendenti  ellittici. 

1589.  Le  forniolc  (11)  e (12)  del  n.°  4S3  col  cangiamento 
di  m in  — in  ci  danno 


j*  dx  e scn  nx  = ■ 

J*  dx  cos  nx  = - 


m sen  nx-t-n  cos  nx 


m cos  nx  — n sen  nx 


»r 


dunque  nella  ipotesi  di  m positivo  avremo 

/'°°ctee""^8en»r=— c“"^cos  fM:=— . 
t/o  't/o  fn*-+-n* 

É osservabile  ebe  supponendo  convergere  m a zero  , que- 
st’ integrali  definiti  convergono  rispettivamente  ad  ^ e a ze- 
ro ; e che  ciò  non  ostante  assumono  valori  indeterminati 
quando  m ò precisamente  zero , perchè  allora  divengono 


590.  Nelle  formole 


dx  sen  nx  dx  cos  nx . 


y.  . fji  SGn  J.COSJ?  . l/J— 1 _ . «1—9 

f dx  sen  ar  -1 fdx  sen  x , 


m 


f dx  costar  = • 


I t y.  . « 

-j f dx  COS 


che  sono  le  due  prime  del  n.°  456,  la  parte  libera  dal  se- 
gno/si  annulla  per  x~0,  e per  ar  = ^;  dunque  avremo 
tra  questi  limiti 

f * dx  sem*”  x = f ^ dx  sen”*“*  x , 

^ n m ^ n ' 


a 


cos”  Xi 


m 

irj— 1 


m 


cof^'x. 
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Ora  imilando  il  procedimento  del  n.”  SS8  con  porre  una  volta 
m = 2 , =4 , = 6 , ec.  e un  altra  volta  m =zs  3 , =7  , cc. 
ed  osservando  che 


dxsenx  = \ — J'  ' dx  x , J*  ^ dxr=*~  , 

si  ottiene,  per  m intero  c dispari , espresso  meglio  da  2j  + 1 , 


/*“  dx  scn*^*ar=  /*“  dx  cos”'^*g  = 
o ^ o 3.5.7. 

e per  m intero  e pari  , espresso  meglio  da  2< 


2i 


(2, -Hi)  ’ 


(A) 


•si  ottiene 


/*“  dx  sen“'  x = /*“  dx  cos*‘ar  - * /m 

K91.  Andiamo  ora  a dimostrare  che  al  crescere  i il  rap- 
porto degl’  integrali  definiti  (A)  e (B)  converga  verso  l’unità . 

Per  due  valori  consecutivi  di  i,  come  a dire  per  i ed 
I -f-  1 , i valori  del  primo  integrale , indicati  da 


sen'^'a:  e 


sen  ^ X 


> 


hanno  un  rapporto  espresso  da 


2i’-h2 
2I-+-3  ’ 


e 


però 


convergente 


ad  1 a seconda  che  cresce  i‘;  ma  se  nell’ altro  integrale  si 
piglia  per  esponente  di  sena:  il  numero  2t-|-2,  intermedio 
ai  due  2i'+l  e 2i  -f*3  presi  per  esponenti  di  sen  x nel  primo 


integrale,  quest’ altro  integrale,  indicato  òt&J  dx  sen*'"^*a-, 
è senza  dubbio  di  valore  intermedio  ai  due  precedenti,  sic- 


come sen**"*"*a:  è intermedio  asen®*^‘a:,  e scn**"*"*^:  dun- 
que se  il  rapporto  dei  due  primi  à per  limite  1 , viemag- 
giormente  sarà  1 il  limite  del  rapporto  di 


S: 


dx  scn’"'^'  X 


dx  a-. 
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Cosi  essendo  potremo  scrivere 

iim  • ^ A ■_  1 • 

A 2.4.6.  ’ 


2i 


22.4.6...  2i 

cioò  a dire 

4f  I.8.3.S.5.7...  ^ . ,.  «-  2.2.4.4.6.6... 

2 2.2.4.4.G.6..  . ’ ® ' 2 1 . 3 .3 .3.5 . 7. . . ‘ 

risuUamenlo  curioso  e notevole,  dovuto  a Wallis. 

S92.  Un’altra  cosa  utile  a notare  circa  gl’ integrali  definiti 
(A)  e (B)  è che  i medesimi  convergono  a zero  crescendo  i, 
ciò  che  basterà  dimostrare  per  uno  di  essi  dopo  aver  pro- 
valo che  il  limile  del  loro  rapporto  è 1.  A tal  fine  osser- 
viamo che  gl’  inversi  dei  valori  che  prende  il  primo  nel 
porre  successivamente  * = 1 , = 2,  = 3,. . . sono  i prodotti 

^ -j-  ^ ^ ^ ■'"O  ’ 00  OO  0’*  ■ ■ 

c ad  evidenza  sorpassano  le  somme 

1 

2 ’ 


2^4’ 


2 ^ 4 ~ C 


1 


I 


ma  la  somma  ò + 7 + ò + converge  verso  l’infinito,  per- 
che  identica  all’  altra 

+j+(5  + J)+(^4--‘ +^  + g-)  + ec.]  , 

dove  le  quantità  racchiuse  nelle  parentesi  eccedono  sempre  -j  ; 
dunque  con  più  ragione  quei  prodotti  convergeranno  all’  in- 
finito , e i valori  dcH’ integrale  convergeranno  a zero. 

o93.  Veniamo  ora  alla  pratica  della  differenziazione  sotto 
il  segno  y.  £ in  primo  luogo  essendo  pel  n°  387 
dx 


y'»oo  dx  * 

0 2l/flt 


= 2« 


avremo  per  la  formola  (R)  del  n*  384 

rf"  /*x  dx  /»«  *^"(**-+-0)' 

— / -z ossia  / 

da”*/  ® ar*-Ha  J o 


dà 

00  1.2.3 


■ dx  — 


I , ^d^.a  • 

dx=-  : 

^ da” 


da” 

1.8.S...(2n— I)» 

2"«"+Ì  2’ 


» 

* 
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/*  00  dx  1 . S . a . . . (2n  — 1 ) * 

Jo  2.4.6...  2«  2a“-+- à 

risultato  malagevole  ad  ottenersi  diversamente. 

•o94.  In  simil  modo , essendo  pel  n“  JJ87 

/**  <ir=a“i , avremo  — / °^e~“^dv  = 

Jo  diJ’—'Jo 


Jo  jaP-i  Jo 

Si  suole  esprimere  con  Legendre  per  T [p)  l’ integrale 

dx,  0 Faltro^y^*  dx^  **  desume 

da!  primo  cangiando  x in  ; ed  esso,  quando  ^ > 1 è il 
secondo  degl’ integrali,  clic  Legendre  chiama  etdermnt  Aa  q\k 
Eulero  fu  il  primo  ad  occuparsene.  Dunque  supponendo  a = l 
nella  formola  precedente , avremo  por  la  gamma  di  Legendre 

r(/)}=1.2.3...(D— 1),  e inoltre 

Jo 

ogni  qualvolta/)  sia  intero  e positivo. 

S95.  Passiamo  finalmente  alla  pratica  dell’  integrazione 
sotto  il  segno  J'. 

Essendo  por  »i ^ 0,^y^  x'"dx  = ^^^,  se  molliplicbiamo 

i due  membri  per  dm,  e poscia  integriamo  per  rapporto  ad 
m fra  i limiti  i*  e v , avremo 

,/I‘ 

dm 

J IX  m-hl  M-I 

y ^ 

dove  è da  osservare  che  l’integrale  indefinito  J^^—j^dxh 

incognito , e che  ciò  nondimeno  si  è potuto  conoscerne  il 

61 
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valore  tra  i limiti  speciali  0 ed  1 : osservazione  coimioc 
anche  agl’  integrali  del  n“  seguente. 

'*‘1)96.  Moltiplicando  per  da,  e poscia  integrando  per  rap* 
porto  ad  a,  e fra  i limiti  ^ e e i due  ra«nbri  dell'  equazione 


r °°  e~~^*  rfar  = - , si  ottiene  P 

Jo  a J o X 

Trattando  similmente  l’ equazione 

f ** e~“*  cos  xx.dx  = ■ , 


oc  . ,c 

0 


, 1 1 • ^ 
c08Mr.</a:.=^ /-q-^  j 


c in  egual  modo  l’equazione 


**  c“^*sen  xx.dx — 


dà 


f. 


ooe“*^-e-« 


sen  X x.dx^  are  tan  - — are  tan  - . 


Quest’  ultima  al  supporre  à = 0 e c — co  diviene 


00  senso;  , «r 

dx  — ±^-  , 

X % 

risullamento  notevole  perchè  non  dipende  da  a se  non  nel 
segno,  che  vuol  essere  il  + quando  * è positivo,  e il  — 
quando  x è negativo , a motivo  che  nel  valore,  da  cui  si  è 

desunto,  la  tangente  - è + oo  nel  primo  caso,  e — oo  nel 

secondo , essendo  sottinteso  che  c è positivo  al  pari  di  b- 
'*^97.  Potendo  essere  cosi  utile  nella  ricerca  degl’ integrali 
defluiti , la  dirPcrenziazionc  o la  integrazione  relativa  ad  al- 
cuna delle  costanti  indeterminate  che  trovansi  nella  funzione 
soggetta  al  segno  f,  faremo  brevemente  vedere , seguendo  la 
scorta  di  Legendre , come  si  possano  introdurre  o rendere 
più  numerose  tali  costanti . 

Sia  i’ integrale  ^ J*’ dx  C)  {x)  = A •. 
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scomponendo  il  corso  della  variabile  in  due  parli , una  da 
0 ad  , e r altra  da  m a oo , avremo  ( n“  483  ) 

dxìì{x)+  dm  {x)=  A. 

Or  se  nel  primo  di  quegl'integrali  facciamo  x=niz,  c nel 

secondo  x=s  — , avremo  dopo  facili  riduzioni 

integrale  dove  si  ravvisa  la  costante  m che  non  era  nel 
proposto. 

Viceversa , da  un  integrale  defìnilo  fra  0 ed  1 , se  in; 
può  dedurre  un  altro  fra  0 e oo  con  una  costante  dippiìi. 
Infatti , se  iieU’  integrale 

dx\{x)t=aB  si  ponga  ar=y-^^  , 

dove  n è una  costante  indeterminata , si  avrà  facilmente 

y'^oo  dz  I / \ 

0 (1-4-nz)*  \l-+-nz/  « 

398.  L’uso  degl’ intesali  defìniti  doppiò  anche  un  arti- 
fizio, usalo  pel  primo  da  Laplace,  e die  riesce  felicemente 
a dare  alcuni,  integrali  defìniti,  dilBcili  ad  ottenersi  con  al- 
tri metodi.  E chiaro  che  ogii'  integrale  definito  semplice 

j'*  Xdx  si  possa  far  dipendere  in  infiniti  modi  da  un  inte- 
grale definito  doppio , sia  perchò  si  potrebbe  moltiplicare 
per  un  altro  di  egual  valore  e di  forma  diversa , come 

/Ydy , ed  il  prodotto , per  la  natura  di  ogn'  integrale 
definito  ( n.  481  ) , non  sarebbe  diverso  dall’  integrale  doppio 
fa  fa  XYdxdij  ; sia  generalmente  perchè  X si  può 
in  moltiplici  modi  scrivere  sotto  fòi’ma  di  un  integrale  de- 
finito. Or  supponendo  che  questo  integrale  sia  f{x,y)dii , 
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• il  risiillalo  della  sostiluzione,  f{x  ,y)dy  è 

in  generale  identico  a dxj{x,  y),  c può  bene  av- 

venire che  le  due  integrazioni  non  eseguibili  giusta  il  primo 
ordine  possano  eseguirsi  giusta  il  secondo  : c quando  ciò 
avvenga  ognnu  vede  che  il  problema  è risoluto. 

Sia  per  esempio  l’integrale  deflnito^y^*^ lo  ri- 
durremo ad  un  integrale  doppio  moltiplicandolo  per  l'altro 

/<%  QQ  g 

c~^  dy , e r integrale  doppio  sarà 
^ dy  I o vero  , cacciando  sotto 

il  secondo  segno  S > dx  s:  e dy.  Or  questo  fa- 

cendovi y = tx  si  volta  ( n”  1)76  ) nell’  altro 
dx  p x<H , 

il  quale  invertendo  l’ ordine  delle  integrazioni  diviene 

r^dt  r^e-<'+^>'xdx. 

J 0 J o 

Wa  per  le  formolo  conosciute  abbiamo 

J xax—  ^ , 


* .-I 


e xdx— 


f»oc  <h 


e quindi  J' 

dunque  / di  f xdx=  / . — 

J O Jo  Jo  2(14-<*)  4 

ed  essendo  (pieslo  il  quadrato  del  riebiesto  integrale  , avremo 
dx=  — ’ accordo  col  d“  563. 

t/  o 2 

599 . Finalmente  nella  ricerca  degl’  integrali  definiti  può 
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essere  anche  utilissimo  1’  uso  circospetto  degl’  immaginari , 
in  quanto  conduce  talvolta  con  somma  speditezza  a risultati 
che  per  altra  via  si  otterrebbero  lentamente. 

Sia  per  esempio  da  trovarsi  l’integrale 

°°  dx  cos  2nar.  e”®* . 

Surrogando  a cos  2njr  la  sua  espressione  in  esponenziali  im- 
maginari ( n"  120  ) , esso  diviene 

rJ'J^flx  e-**-*-*«*>/^  -I-  \f^dx  , 

o pure  , moltiplicando  e dividendo  per  e”"*  a fine  di  ren- 
dere quadrati  perfetti  gli  esponenti  di  e sotto  i segni  f, 

ma  nel  n"  precedente  si  è trovato  = , il 

che  prova  ancora  che  dx  perchè  dx 

è ugualmente  differenziale  di  a;  c di  x-^-c,  qualunque  sia  la 

costante  c : dunque  sostituendo  •+■  n\^ 1 a c,  l’espressio- 
ne precedente  del  cercato  integrale  diverrà 


dx  cos  2nx.e  **  = ^ e "* 
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•CAPITOLO  XV. 

Applicazioni  analitiche  degT  integrali  degniti. 

Fra  le  moltiplici  applicazioni  analitiche  degl’integrali  de- 
finiti , le  tre  delle  quali  andiamo  a tratteirc  qui  appresso  ci 
sembrano  le  più  im^rtanti. 

1.  Determinazione  del  retto  delle  serie  di  Taylor  e di  Stirling. 

600.  Nell’  espressioni  dei  resti  delle  serie  di  Taylor  c di 
Stirling , date  nel  capitolo  XVII  del  Calcolo  difTerenziale  , 
intervenendo  una  frazione  incognita  0 o 6,  , dovrà  tenersi 
come  un  notevole  miglioramento  della  teorica  risguardanle 
quelle  serie  lo  esprimere  i detti  resti  con  quantità  tulle  co- 
gnite. Or  questo  si  ottiene  con  una  delle  più  facili  applica- 
zioni del  calcolo  degl’integrali  definiti  ; e con  ciò  si  viene 
anche  a dare  una  nuova  dimostrazione  delle  formole  di  svi- 
luppo. 

Infatti , essendo  evidente  che 

/ rfz/ ( ar -I- A — z ) = — /(  ar -f  A — z ) , 
avremo  subitamente 

dzf  [x  + h — z)=f{x  + h)—f{x) , e quindi 

f{x  + h)=f{x)+ J'J'dzfi.x  + h—z).  (I) 

Questa  formola  ci  mostra  sin  da  ora  qual  sia  il  resto 
dolio  sviluppo  di  f[x-\-h),  allorché  questo  sviluppo  vuoisi 
arrestare  al  primo  suo  termine  /(  a:  ).  Or  procederemo  in- 
nanzi colla  integrazione  per  parti  : questa  ci  dà 

fdzf{x  + h—z)=zf{x  + h—z)-\-fzdzf'{x-\-h—z), 
e definendo  l’integrale  fra  i limili  0 ed  A, 

fyzf[x^h-z)=hS\x)^  fj^zdzf"{x^h-z)  ; 
dunque  sostituendo  nella  formola  (1)  avremo 
f(x  + h)=f{x)  + hf{x)+  fj'zdzf'^x^^h-z),  (2) 

t'  " 
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dove  lo  sviluppo  di  Tajlor  si  scor^.  esteso  al  secondo  ter- 
mine, e completalo  da  un  integrale  definito. 

In  egual  modo  l’ integrazione  per  parli  dà 

e fra  i limiti  0 e 4 

zdzf\*+h-z)^  S/'(x)+ 

dunque  sostituendo  ancora  nella  formola  (2) , avremo 

f{x+h)==f(x)+hf{x)+^nx)+  \fj^:^dzf"{x+h-^zy, 

e nulla  impedendo  di  procedere  innanzi  allo  stesso  modo , 
sarà  generalmente 

f{x+h)=f{x)+hS'[x)+jf'{x)+^^r'{x)+  ...  -f- 


2. 3 . . 'l)"^  ' ' 2.3, 

formola  che  ci  presenta  la  serie  di  Taylor  protratta  innanzi 
quanto  si  vuole,  e completala  da  un  integrale  definito. 

601.  Da  essa,  ponendo  ar  = 0 ed  h=x , si  desume  la 
serie  di  Stirling  terminata  egualmente  da  un  integrale  de- 
finito , 

/(z)=/(o)  + t/'(o)  + ^/'(u)+~/"'(«)  + *..  + 


2.3..  .(n—l) 


2 .3 > • .(«— 1), 


dzf'\x-zy. 


e per  tal  modo  i resti  delle  serie  di  Taylor  e di  Stirling  , 
ohe  indicheremo  rispettivamente  con  cu  r tornano  espres- 
si da 


« = ix:^,  fo  > 

602.  Queste  espressioni  presentando  integrali  definiti,  pos- 
sono come  questi  essere  trasformate  in  altre  equivalenti , cam- 
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blando  i limiti , o la  variabile  a cui  si  riferisce  l’ integra- 
zione. Ci  limiteremo  a notare  che  ponendo  z = /^  in  R , 
e z = xt  in  r,  esse  divengono 

In  fine  con  questa  seconda  espressione  di  ^ , e con  por- 
re h = y — X , dove  y è una  nuova  indeterminala  , lo  svi- 
luppo di  Taylor  dà  la  formola 

/■(y)=/(a?)  + (y— a7)/(ar)-f  ^ (y— ir)V"(J^)  + . . . + 

( y-ar  (a,)  _|_ 


' 2.8...(»i— 1) 

che  ad  eccezione  del  resto  si  accorda  perfettamente  colla  (1) 
del  n“  193. 

2.  Sviluppo  delle  funxioni  in  serie  Irigonomelriche. 

603.  Supponiamo  che  la  funzione  Ji^x)  pei  valori  di  x 
compresi  tra  dati  limili , che  da  principio  supporremo  esse- 
re 0 e vr  ^ si  conservi  finita , e possa  esprimersi  con  una 
serie  convergente  della  forma 

J{x)  = A^ienx-\-At  sen2x-fy^,sen3ar-(-. . . -}-/^,sen*ir-|-ec. 
e proponiamoci  di  determinare  i coefficienti  A^  ^ A, , A^,. . . 

moltiplicando  la  supposta  equazione  per  r/r senta:  si  à 
dx  sen  ix -fix) =A^dxianx  sen  ix -|-  A,  dx  sen  2a:  sema:  -f- 
A^  </xsen3a:senia:-j-...^.  sen*ia:-f-ec. 

e questa  si  dee  tenere  sussistente  come  la  proposta  per  tutti 
i valori  di  x compresi  tra  0 e ir.  Dunque  integrando  fra 
questi  medesimi  limiti  avremo 

*dx  sen  ix  .f[x)  =A,  J'*dx  sen  x sen  ix-^-A^J'^ dx  sen2a:  sen  ix 

-f  A , dx^nZx^n  ix-\ — Ai^^dx9cn*ix-\-(x. 
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Or  col  melodo  indicato  nel  n.*  454  si  à 

fdx  senù:  seni''ar  ==  ^/rfarcos(i — i‘)x — \fdx  cos  (i  + i^)  x ' 


Ben  ( I — i'  ) a?  sen  ( i -f-  i'  ) x 
2(i  — I')  2(i-H.')  ' 


e quindi  si  scorge  cbe  per  Talori  diversi  di  t c i'  questa  in- 
tegrale è nullo  fra  i limili  0 e n*.  E dal  n,°  456  avendosi 
l’integrale  indefinito 


J’dxscn'ix= 


X 

2 


8Cn  IJ?.C08  ÌX 
2^ 


ne  consegue  </a:  sen* iar=  - ; dunque  sarà 

Ai  = dx  sen  ix  ,f  {x) , 

da  cui  si  desumono  con  tanti  integrali  definiti 

=^J*J^dx^Tix^f{x),A,  = ^ ^^dxico2x.f{x),... 

604.  Allo  stesso  modo,  supponendo  che  la  funzione  f{x) 
abbia  valore  sempre  finito  tra  i limiti  0 e ^ di  :r,  e si  possa 
sviluppare  in  una  serie  convergente  della  forma 

f{x)=Ao-\- A tCosx AtCOi2x . . . y^.eosiir-f*.. , 
i coefficienti  Ao,  Ax  j A,  , ...  saranno  dati  dall’ equazioni 

Ao  = \J**  f{x)  , Ai  — dx  co^ix.J{x). 


S.*  Forinole  o teoremi  di  Lagrange , c di  Fourier. 


605.  Scrivendo  i valori  ò\  A^  , A^  , A,  trovali  al 
n°  603  nella  serie  quivi  considerala , si  ottiene  la  formola 

f {x) = “l^seux^y^^^t/arsenar  -fix)  -j-  sen  dx%cx\  2x  .y(iz)-f-ec.  Jj , 

che  sussiste  per  tutti  i valori  di  x compresi  fra  0 e t , c 
che  mutando  ( com'  <;  lecito  ) in  z la  ar  esistente  sotto  i se- 
gni y*,  può  ricevere  la  forma  compendiosa 

J {x)=  * . sen  J**  :f  i^)  > i^) 

62 
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indicando  colla  caratteristica  2^  la  somma  di  lutti  i valori' 

clic  prende  la  sottoposta  funzione  senix  J'J dz%cniz.f{z)  nel"’ 
ilare  a i tulli  i valori  interi  e positivi  da  1 a oo . 

Supponendo  ora  x = ~x'  e s = - s' , la  della  fcfmola 
compendiosa  diviene  . - 

/ (i *') = *' ““  i Al ‘ ) ■ 

ma  in  questa  nulla  impedisce  di  sopprimere  gli  accenti , e 
di  indicare  dopo  ciò  nuovamente  con 

J'{x)  e f{z)  le  funzioni 

A^) = ^ sen  ^ dz  sen  z ./(s) , (L) 

])cr  tulli  i valori  di  x compresi  fra  0 ed  a.  Or  quest’  altra 
ibrmola  o teorema  che  dir  si  voglia,  è dovuta  a Lagrangc 
che  la  pubblicò  nelle  antiche  Memorie  dell’  Accademia  di 
Turino. 

G06.  Scrìtto  il  teorema  di  Lagrangc  sotto  la  forma 

/(a-)=-2^ -sen  — a:  /***rfssen  — z./(z)  , 

supponiamo  che  a converga  airinfìnito.  Richiamando  che  i 
si  estende  da  1 a oc  per  ciascun  valore  di  a , dee  parer 

chiaro  che  per  infiniti  valori  di  c e di  i la  quantità  ^ possa 

riguardarsi  come  una  indeterminata  variabile , e l’ altra  - 
come  infinitesima  c dilfercnziale  della  prima  , a motivo  che 

«f  «'«  , ...  1 , 

- = ^ — ; dunque  indicando  tali  quantità  con  » 

e r/st , ed  osservando  die  allora  il  segno  2 si  volta  ( n®  481  ) 
in  f,  avremo 

= rfjt  sen  3-x  dz  sen  w./(z)  : 
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e COSI  il  valore  della  funzione  f{x)  tra  ì limiti  0 e oo  di 
X si  troverà  espresso  da  un  integrale  dellnito  doppio,  quan- 
do però  si  ammetta  che  questo  integrale , i cui  limili  supe- 
riori sono  infiniti , abbia  nondimeno  valor  finito  del  pari  che 
f{x).  La  formola  non  sussisterebbe  se  l’integrale  divenisse 
infinito  senza  divenirlo  anche  la  funzione /'(.r) . 

607.  In  modo  analogo  a quello  tenuto  nel  n"  precedente, 
dalla  serie  e dall’  equazioni  scritte  nel  n°  604  si  desumereb- 
be da  principio  la  formola 

indi  col  cambiare  aresin-are-sla  formola 

<i  a 


che  sussiste  fra  i limiti  0 ed  a di  ar,  compresi  questi  limi- 
li- e da  ultimo  col  far  convergere  a all’  infinito  si  desumc- 
rèbbe  la  formola 


dz  cosas./(z). 


608.  Una  formola  vieppiù  generale  di  quella  del  Lagran- 
gc  , ed  espressa  da 

dzco^»{z—x).f{z),  (F) 

fu  dipoi  ritrovala  da  Foiirier  ; c il  Deflors  ne  à data  la  se- 
guente dimostrazione  brevissima  c diretta. 

Sia  y=*=;y^“</»y^«^2Cos*(s— a-)/(2). 


Invertiamo  l’ ordine  delle  integrazioni , ed  effettuando  quella 
relativa  ad  » , che  in  allora  è la  prima , contentiamoci  da 
principio  di  estenderla  da  0 ad  » : il  risultato  di  questa  in- 
tegrazione sarà 


(l»cos  x{z — x) 


> 
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e quindi  ci  sarà  lecito  scrivere 


1 /•oo  , sen«(z — x)  ,,  , 


purché  si  esprima  convenevolmente  che  nella  funzione  sotto- 
posta al  segno  f debba  essere  a =oo . Or  ponendo  . a oue- 
sto  fine,  r , 'i 


9.{z  — x)==.^ , sì  à z = T-f-,  c , 

» * 

di  che  risulta 

e quando  si  pone  * = » viene  -f  ^ ^ =f{^)  eccetto 
pei  valori  di  f infiniti  ancor  essi  ; ma  si  può  fare  astrazio- 
ne da  questi  valori , perchè  il  fattore  che  allora  è in- 
finitamente piccolo,  rende  pure  infinitesima  la  parte  corrispon- 
denle  dell  integrale,  a motivo  che  l’ integrazione  cade  sopra 
un  infinitesimo  di  secondo  ordine:  dunque  al  supporre  as=oo 
I equazione  precedente  dee  tenersi  ridotta  ad 

^ = i/Z  < w = i / w/-»  "r  • 

Ma  essendo  pel  n”  b9i>, 

= ne  risultay;_“ 

a motivo  che  -yX  non  cambia  segno  con  e quindi  l’in- 

te^nle  dee  prendere  lo  stesso  valore  da  0 a oo  che  da  — oo 
a Oj  dunque  finalmente. 

y=  ;/(x).  «•=/(t). 
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609.  Noi  abbiamo  tralasciati  vari  particolari  concernenti  la 
formola  di  La^ange  , e l’altra  (K)  che  la  precede  nel  n°  603 

{>erchè  ci  sembrano  sconfinare  cogli  elementi.  11  primo  o 
órse  il  più  rilevante  di  essi  b la  ricerca  del  limite  al  quale 
crescendo  » converge  la  serie  indicata  dal  secondo  membro 
della  formola , limite  che  trovandosi  essere  generalmente 
y(2r) , si  assicura  legittima  la  supposizione  per  noi  fatta  sul 
cominciar  del  n"  603  circa  la  convergenza  della  serie.  Un 
tal  limite  però  non  è altrimenti  J [x) , ma  si  bene  0 pei 
valori  0,  ir,  2ir  , ... , — ir  , — 2ir  , ...  di  ^ , ondechè  la  for- 
mola non  sussiste  per  questi  valori  speciali , come  sussiste 
per  tutti  quelli  compresi  tra  essi , e pei  quali  la  funzione 
j{x)  si  conserva  finita  e varia  con  legge  di  continuità.  E 
se  restando  finita , accada  che  per  un  valor  particolare  a 
passi  di  salto  da  un  valor  finito  ad  un  altro , cioè  a dire 
se  ai  valori  a — <»eda-f-<»dÌ3:,  dove  a può  supporsi 
arbitrariamente  ed  anche  infinitamente  piccola  , corrispon- 
dano valori  di  f{x)  diversi  tra  loro  per  una  quantità  finita, 
allora  il  limite  al  quale  converge  la  serie  a seconda  che  x 
avvicinasi  ad  a non  è /(a) , ma  si  bene  la  semisomma  di 
quei  due  valori  della  funzione 

610.  E inoltre  a riflettere  che  la  serie  è una  funzione 
periodica  di  x,  laddove  la  funzione  y(a:)  può  benissimo  non 
esser  tale.  In  conseguenza , quando  questa  funzione  non  si 
annulla  pei  valori  speciali  0 , ir , 2ir , ...  — ir , — 2ir , ... 
la  curva  {Jig.  86  ) espressa  dell’  equazione 

y — \'^  sen  dz  sen  j3./(z) 

sarà  formata  di  archi  disgiunti , e posti  alternamente  dalle 
due  parli  dell’  asse  delle  x : e in  tal  modo  la  serie  non 
dando  pei  punti  di  separazione  o di  rottura  , come  ad  esem- 
pio Zf  e 4 r ordinata  AB  e l’ altra  Ab  , ma  la  loro  semi- 
somma che  in  valore  algebrico  è 0 , si  desume  che  i punti 
A , A' , ...  A, , Al,  . . . possano  in  certo  modo  riguardarsi 
come  punti  isolati  della  curva. 

611.  Non  è lo  stesso  della  prima  formola  scritta  nel  n"  607 
che  altresì  pei  valori  0,  ir,  2ir,  ...',  — ir  , — 2ir  , . . . di 
X ha  per  limite  f{x)-  Perciò,  osservando'  che  la  serie  indi- 
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cala  dal  secondo  membro  è insieme  una  funzione  periodica 
e pari  di  , la  curva  (^.  87  ) espressa  dall’  equazione 

y = \fo  * 

non  avrà  punti  di  rottura  corrispondenti  a quei  valori  di  x, 
c inoltre  giacerà  simmetricamente  rapporto  all’asse  delle  y. 

612.  Dopo  ciò  non  si  durerà  pena  ad  intendere , che  la 
linea  {Jìq.  88)  di  cui  l’ordinala  corrispondente  ad  un’ascis- 
sa qualunque,  fosse  la  scmisomma  di  quelle  che  nelle  delle 
due  curve  corrispondono  alla  medesima  ascissa , verrà  com- 
posla  da  un  sistema  di  archi  disgiunti...  B,,  YB,  ffB", ... 
c dalle  parli ...  y/,  0,  AA',  ...  dell’asse  delle  x , comprese 
Ira  le  ordinalo  dei  punti  dove  questi  archi  s’  interrompono. 
L’equazione  di  colai  linea  sarebbe  ij  = 


dzf{z)-+-  - j^sen  »s./(s)-i-  eoe  ix dz  cosiz./(;)J 


o più  semplicemente , 


cacciando  sen  ix  e cos  ix  sotto  i segni  y,  e riducendo  colle 
note  formole  trigonometriche. 
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SEZIONE  QUARTA 


^i«tejta%tOHe  dei  di^eteH»iafi  a più  vattaGifi  | e defC  ei|ua»ioiii, 
dt^ecen&iafi  a due  vaciaGifi. 


CAPITOLO  XVI. 


Integrazione  dei  differenziali  di  primo  ordine 
a più  variabili. 


613.  Dopo  aver  integrali  finora  i dificrenzinli  delle  funzio- 
ni di  una  sola  variabile , e per  ciò  della  forma  dx  f{x) , è 
naturale  clic  si  passi  alla  integrazione  di  quelli  i quali  con- 
tengono più  variabili. 

Siano  da  principio  due  queste  variabili,  proponendoci  di 
integrare  l’espressione 

Pdx+Qdy,  (1) 

in  cui  P=(p{x  ,y),  e = ,y}- 

Osserviamo  innanzi  tratto  che  non  sempre  vi  ba  ( come 
altrimenti  potrebbe  credersi)  una  funzione  di  x o y,  di  cui 
la  proposta  espressione  sia  il  differenziale.  Infatti  dinotando 
con  u questa  funzione , dovrà  essere 


onde  siccome  abbiamo  (n“  94)  -7— r 

axay 


</y  etx 


d*u 

dydx' 

(C). 


(2) 

bisognerà  clic  sia 


Se  dunque  le  funzioni  P c Q non  verificano  questa  equa- 
zione di  eondizione  , non  vi  sarà  funzione  di  x c y che 
abbia  per  differenziale  la  espressione  Pdx  4-  Qdy.  Ria  per 
contrario  noi  andiamo  a vedere  che  quando  la  detta  condi- 
zione c adempiuta , la  funzione  cercata  esiste  necessariamen- 
te , c la  sua  determinazione  si  riduce  ad  integrazioni  da  farsi 
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per  rapporto  ad  una  sola  variabile , o , come  suol  dirsi , 
alle  quadrature. 

Moltiplicando  la  prima  dell'  equazioni  ( 2 ) per  dx , e 
poscia  integrando  rispetto  ad  x si  ottiene 

fz=  f^’Pdx  + Y, 

dove  per  è lecito  sostituire  qualunque  valor  particolare , 
ed  in  luogo  di  una  semplice  costante  abbiam  potuto  scrive- 
re una  funzione  arbitraria  di  y indicata  da  / , perchè  l’in- 
tegrazione si  è fatta  rispetto  ad  x ; ma  questa  funzione  Y 
non  sarà  del  tutto  arbitraria , dovendosi  anche  soddisfare  la 
seconda  dell’ equazioni  (2).  Infatti,  derivando  Tequazione  pre- 
cedente per  rapporto  ad  ^ si  ha  ( n®  38o  ) 


o pure  , in  virtù  dell’  equazione  (C) , 

dy  Jx,  dx  dy  ’ 


o finalmente 

^ = ^(x,fy)-i(xo,fy)-h^- 
Ma  per  la  seconda  dell’ equazioni  (2)  abbiamo 

*=e=4.(*.y). 

dunque  converrà  che  sia 

4'(^o,y)  = o,  donde  Y , 

e si  potrà  scrivere  per  y*  qualunque  valor  particolare. 
Quante  volte  dunque  l’ espressione 

, y)  dx  ^x  , y)  dy  , o vero  Pdx  -f  Qdy 
è tale  che  si  verifichi  la  condizione 

à.^{x,y)  dP  HQ 

dy  ~ dx  ' ° dy~dx' 
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sarà  essa  integrabile , e la  sua  funzione  prùnitira  verrà  in- 
dicata da 

J'^<>t{x>y)dx+J'jMr,,y)dyJrC,  o àaJ'J‘Pdx+^^J QJy-\-C 

dove  per  x,  ed  Vo  è lecito  prendere  due  costanti  particolari 
qualunque , e C dinota  una  costante  arbitraria. 

Net  caso  in  quistione , che  è ancora  il  più  ovvio , con 
ragionamento  ben  facile  si  può  dimostrare  che  la  primitiva 
ammette  la  forma  vieppiù  semplice 

fPdx  +/l?y  dy+C,  0 pure  / Qdy  +fP^  efe  -f-  C , . 

dove  Qy  indica  i termini  di  Q indipendenti  A&  x , e Pj. 
i terrnini  di  P indipendenti  da  y. 

£d  in  vero , esistendo  per  ipotesi  una  funzione  u di 
e y , che  differenziata  dà  Pdx  -|-  Qdy , tutti  i termini  di  u 
affetti  da  x son  quelli  che  colla  differenziazione  debbono 
dare  Pdx  : essi  dunque  si  troveranno  con  la  integrazione 
di  Pdx  per  rapporto  ad  t ; c per  completare  u , cioè  a dire 
per  aver  i termini  di  u affetti  solo  da  y,  basterà  integrare 
per  rapporto  ad  y la  parte  di  Qdy  indipendente  da  x,  che 
e quella  per  noi  indicata  con  Qydy.  Sicché  la  regola  per 
integrare  la  formala  Pdx  -j-  Qdy  quando  è un  differenziale 
esatto , riducesi  ad  integrare  Pdx  rispetto  a ar , e la  parte 
di  Qdy  indipendente  da  x rispetto  $ y , ed  unire  i due  ri- 
sultati e una  costante  arbitraria. 

*614.  La  difficoltà  non  cresce  col  numero  delle  variabili 
indipendenti.  Sia  per  esempio  l’espressione 

Pdx  -f  Qdy  + Rdz  , (1) 

dove  P=<^{x  ,y  ,z),  Q = ^{x  ,y  ,z) , R = %{x,y  , z). 
Osservando  pria  di  tutto  che  essa  non  può  essere  il  diffe- 
renziale completo  di  veruna  funzione  di  x,y,z  senza  essere 

Pdx  + Qdy  , Pdx  + Rdz  , Qdy  -f-  Rdz 

i rispettivi  differenziali  della  medesima  funzione  per  rappor- 
to ad  a:  e y , ad  X e z,  e ad  y e z,  ne  vengono  quali  con- 
seguenze del  caso  precedente  le  tre  equazioni  di  condizione 
dP_d^  ^ ^ ^ dR 

dy  d»  ’ dt  dx  ’ dz  dy  ^ ' 

63 
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le  quali  sono  da  tenersi  neeettarie  e in  uno  tufficierUi  per 
la  integrazione  dell’espressione  (1). 

Infatti,  ammesso  che  le  meaesime  siano  soddisfatte,  se 
noi  chiamiamo  u la  cercata  funzione  di  ar , y , a , avremo 

£ = | = = 

e dovendo  essere  primamente 

~ :=  Pdx , 

dx 

integrando  questa  equazione  per  rapporto  ad  x , avremo 

« = Z'*  Pdx  -f-  V.  (2) 

In  questa  il  simbolo  t>  dinota  una  funzione  delle  sole 
variabili  y e z tenute  costanti  nella  integrazione , e la  stessa 
deve  determinarsi  per  modo  che  si  abbiano  ancora 


/ì  D 


Perciò , adoperando  la  derivazione  sotto  il  segno  /*,  e 
avendo  anche  riguardo  all’  equazioni  (C) , avremo 

e qiiìndi  s.irà  necessario  e sufficiente  che  la  funzione  v sod- 
disfaccia alle  due  condizioni 

do  .do  . . 

or  questo  richiamandoci  al  caso  precedente , avremo 
V = i ( a-o , y , z ) rfy  + J[* X ( » y » > * ) i 

c quindi  tornando  all’ equazione  (2)  sarà 

{x,y, z)  dx  -I-  4- {x„y,%)  dy  + * x (ar„yo,z) <sfe-f  C. 
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Questa  à dunque  ta  funzione  primitiva  della  proposta  espres- 
sione differenziale , quante  volte  si  verificano  le  tre  eondi- 
aioni  di  sopra  trovale. 

io  simil  modo  il  caso  di  n variabili  si  ridurrebbe  al  ca- 
so di  ft  — 1 , purché  i coeiBcieoli  P , Q , Ji  , ...  rendessero 
soddisfatlc  le  condiziooi  e^rimenli  che  le  derivate  di  secon- 
do ordine  della  funzione  cercata , prese  in  tutti  i modi  per 
rapporto  a due  variabili  diverse,  siano  indipendenti  dall’ordine 
delle  difierenziazioni : il  che  fa  che  il  numero  di  tali  con* 

..  . . . n(n— 1) 

oiziom  sia  — • 

2 


CAPITOLO  XVII. 

Nozioni  generali  tuli'  equazioni  derivate  o differemiali 
a due  variabili , e tulle  loro  primitive. 

61S.  Equazione  derivata  o differenziale  di  una  data 
equazione  primitiva  é non  solo  quella  che  si  ottiene  culla 
derivazione  o differenziazione  immediata  di  questa  , ma  ogni 
altra  desunta  in  qualunque  modo  dalla  primitiva  e dalla  sua 
derivata  o diflèrenziale  immediata.  Tra  questi  modi  è spe- 
zialmente osservabile  quello  che  consiste  in  eliminare  una 
delle  costanti  racchiuse  nella  primitiva  , tra  questa  e la  sua 
derivata  o il  suo  differenziale  immediato  ; e ciò  perchè  il 
risultamento  della  eliminazione  essendo  lo  stesso  per  tutti  i 
valori  particolari  della  costante  eliminata , ognun  vede  che 
ha  una  significazione  infinitamente  più  generale  della  pri- 
mitiva. L’equazione  differenziale  così  ottenuta  è di  primo 
ordine , al  pari  di  quella  che  nasce  dalla  differenziazione 
immediata , ma  può  essere  di  grado  supcriore  al  primo  ri- 
spetto ai  differenziali  delle  variabili.  Inoltre  essa  torna  di- 
versa se  si  elimina  una  diversa  costante. 

In  simil  modo , se  si  differenzia  n volte  di  seguito  la 
primitiva , si  potranno  eliminare  n delle  costanti  in  essa 
contenute  , avendosi  così  una  equazione  differenziale  dell’  or- 
dine , racchiudente  n costanti  di  meno  ; e si  avrebbe 
una  equazione  differenziale  diversa  ma  del  medesimo  ordi- 
ne supponendo  maggiore  di  n il  numero  delle  costan- 
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ti , e cangiando  una  o più  delle  n costanti  da  eliminarsi  tra 
le  medesime  equazioni. 

Fissate  che  siano  le  n costanti  da  eliminarsi,  la  derivata 
dell'  ordine  n , che  è il  risultamento  della  loro  eliminazione 
tra  la  primitiva  e le  n derivate  successive,  è una  sola;  ma 
quelle  dell’  ordine  n — 1 , in  ciascuna  delle  quali  esiste  tut> 
tavia  una  sola  di  tali  costanti , sono  come  queste  di  nume- 
ro n ; dunque  la  detta  derivata  dell’ordine  n,  e con  n co- 
stanti di  meno  della  primitiva , può  riguardarsi  come  de- 
sunta da  n derivate  diverse  dell  ordine  n — 1 per  la  eli- 
minazione di  una  costante  ; e viceversa  , la  primitiva  con  n 
costanti  dippiù  della  derivala  di  ordine  n , può  desumersi 
dalle  dette  n derivale  dell’  ordine  n — 1 , eliminando  fra 
queste  gli  n — 1 coefficienti  differenziali  che  vi  si  contengono. 

616.  Equazione  derivata  poi  semplicemente  della  jra  la 
variabile  x e la  funzione  y e ogni  equazione  tra  x ,y , 

^ I ^ > cc.  scritta  in  un  modo  assolutamente  arbitrario. 

dx  dx* 

E per  conseguenza , equazione  differenziale  semplicmente 
detta  fra  le  stesse  xeyh  ogni  equazione  tra  x,  y,  dx,  dy,  ec. 
omogenea  per  rapporto  alla  caratteristica  d considerata  co- 
me una  quantità. 

617.  Reciprocamente , integrale  semplicemente  dello  di 
un  equazione  differenziale  qualunque  a due  variabili  è 
ogni  equazione  tra  queste  variabili , o , in  linguaggio  geo- 
metrico , è ogni  curva  che  rende  soddisfatta  l’ equazione 
differenziale.  Nondimeno  si  vogliono  distinguere  con  atten- 
zione r integrale  completo  o generale , l’ integrale  portico^ 
lare,  e l’integrale  singolare , Asilo  anche  meglio  soluzio- 
ne singolare.  Il  primo  è quell’integrale  che  racchiude  n 
costanti  arbitrarie , ossia  n costanti  dippiù  che  non  sono 
nell’ equazione  differenziale;  il  secondo  è quello  che  nasce 
dall’  integrale  generale  attribuendo  valori  particolari  ad  una 

0 più  dmle  costanti  arbitrarie  ; il  terzo  finalmente  ò quello 
che  non  è contenuto  nell’  integrale  generale,  quali  che  siano 

1 valori  particolari  dati  alle  costanti  arbitrarie. 

Per  esempio  l’equazione  xdx-t^ydy=dyV -^-y* — 

divisa  pel  radicale  dà  subito  per  suo  integrale  completo 
r equazione 

V X*  y*  — a*  = y C,  ossia  x'  — a*  = 2Cy  -|-  C*, 
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la  quale  stante  la  C arbitraria  dinota  infinite  parabole  arenli 
per  parametro  2C.  È poi  suo  integrale  particolare  l’equa- 
zione x'  — a*  = 0,  che  esprime  due  rette,  e nasce  dall’in- 
tegrale completo  ponendovi  C'=0.  Ma  oltre  ai  già  detti  in- 
tegrali essa  vien  pure  soddisfatta  dall’  equazione  x'-\-y'=ia'-, 
che  dicesi  ed  è realmente  una  di  lei  soluzione  singolare, 
perchè  esprimendo  un  cerchio,  non  nasce  nè  potrebbe  nascere 
dall’  integrale  completo  col  dare  a C un  valor  costante  par- 
ticolare, non  essendo  possibile  che  una  parabola  si  volti  in 
cerchio  mediante  una  particolare  determinazione  del  parametro. 

618.  Bisogna  inoltre  osservare,  di  accordo  con  quel  che 
abbiam  detto  sul  finir  del  n“  61ì> , che  una  derivala  dell’or- 
dine n""“  ammette  n integrali  dell’  ordine  n — 1 , ciascuno 
con  una  costante  dippiù  , i quali  diconsi  integrali  primi  di 
essa  ; e che  laddove  questi  fossero  noli , basterebbe  elimi- 
nare tra  essi  gli  « — 1 coefficienti  differenziali  che  vi  si  con- 
tengono per  aver  l’integrale  completo  o generale,  che  por- 
ter^be  n costanti  dippiù  c quindi  arbitrarie  , c che  dicesi 
ancora  integrale  primitivo  ou 

619.  Ciò  posto  convien  sapere  che  non  è dell’  equazioni 
cerne  dell’  espressioni  differenziali.  Nel  primo  ordine , per 
esempio,  abbiam  veduto  ( n*  613)  che  l’ espressioni  diffe- 
renziali non  sono  punto  integrabili  se  non  si  verifica  una 
certa  condizione  ; ma  , per  contrario , è dimostrato  che  l’e- 
quazioni  differenziali  a due  variabili  , di  ordine  qualunque 
ammettono  sempre  un  integrale  generale  : e noi , limitan- 
doci qui  a considerare  1’  equazioni  di  primo  grado  rispetto 
al  differenziale  di  y dell’  ordine  più  elevato  , ce  ne  possia- 
mo assicurare  facilmente  per  via  di  considerazioni  geome- 
triche , le  quali  potrebbero  anche  fornire  una  soluzione  ap- 
prossimativa del  problema. 

Scrivendo  l’ equazione  differenziale  di  primo  ondine  sotto 
la  forma 

(1) 


possiamo  rappresentare  la  prima  volta  x e y colle  coordi- 
nate rettangolari  OPa , PqMo  {Jìg-  89)  di  lunghezze  arbi. 

trarie;  e l’equazione  (1)  determinando  il  valore  di  co-  . 
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Dosceremo  la  posizione  della  retta  M,  T,  cbe  s’ inclina  all’asse 
OX  sotto  l’angolo  la  cui  tangente  trigonometrica  è il  detto 
valore. 

Su  questa  retta  preso  il  punto  31,  vicinissimo  ad  M» , ci 
saranno  cognite  le  sue  coordinate  OP,  ,P,31,  , e dandoci 


queste,  mediante  l’equazione  (1)  un  secondo  valore  di 


sapremo  parimente  la  seconda  retta  M,  T,  inclinata  ad  OX 
sotto  l’angolo  che  ha  per  tangente  trigonometrica  questo 
secondo  valore.  E nulla  impedendo  di  proseguire  allo  stesso 
modo  , è manifesto  che  il  poligono  MaM,  M,. . . avrà  per 
limite  una  curva  (prossimamente  rappresentala  dallo  stesso  po- 
ligono ) di  cui  le  coordinate  e loro  differenziali  rendono  sod- 
disfatta la  proposta  equazione. 

620.  In  simil  modo  partendo  dall’equazione  di  secondo 
ordine 

S=/(^.y.E).  (2) 

potremo  la  prima  volta  assumere  ad  arbitrio  x ,y  e 


ciocchi  equivale  a prendere  come  piò  si  vuole  un  punto  M» 
della  curva  che  si  vuol  fare  corrispondere  all’equazione  (2), 
e la  tangente  M^To  di  essa  in  tal  punto.  Allora  qu^ta  equa^ 


zione 


determinando  il  valore  di 


dx'* 


sarà  determinato  al- 


tresì il  raggio  del  cerchio  osculatore  della  curva  in  M» , per 
la  nota  forinola  che  lo  esprime  in  ^ e ^ ; onde  un  arco 


picciolissimo  Mo3f,  di  tal  cerchio  farà  conoscere  approssf- 
mali  vomente  il  punto  M,  consecutivo  ad  31  o . 

Dopo  ciò  le  coordinate  OP,  , P,  31,  del  punto  3f,  , e 
la  tangente  trigonometrica  dell’  angolo  che  la  tangente  al 
detto  cerchio  in  31,  forma  coll’asse  OX , presi  rispettiva- 


mente per  valori  di  a: , y e ^ , determineranno  mediante 

</*£/ 

l'equazione  (2)  un  secondo  valore  di  — corrispondente  al 
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secondo  punto  : il  che  servirà  a troTàrne  similmente  un 
terzo , e così  di  seguito.  É dunque  palese , che  il  {raligono 
curvilineo  così  formalo  avrà  per  limite  una 

curva  ( rappresentata  da  esso  con  approssimazione  più  gran- 
de ancora  che  nel  caso  precedente  ) capace  di  soddisfare 
alla  proposta  equazione. 

621.  Questo  metodo  di  costruire  approssimativamente  l' e- 
quazioni  differenziali  a due  variabili , il  quale  si  potrebbe 
■con  faciltà  estendere  agli  ordini  superiori  al  secondo  mediante 
le  cose  dichiarale  nel  n°  264,  ci  fa  iu  altro  modo  vedere  che 
r equazione  primitiva  avrà  una  costante  arbitraria  quando 
r equazione  differenziale  è di  primo  ordine  , no  avrà  due 

J|uando  è di  secondo  ordine,  e così  di  mano  in  mano.  In- 
atti nel  primo  caso  è arbitrario  il  primo  punto  della  cur- 
va, eh’ è quanto  dire  sono  arbitrari  i valori  di  x,  Q y»‘, 
nel  secondo  sono  insieme  arbitrari  il  primo  punto  e la  tan- 
gente in  esso  , vai  dire  z’» , , c (I).  ; e così  di  segui- 

' to  : le  quali  circostanze  equivalgono  ad  altrettante  costanti 
indeterminate  delle  corrispondenti  primitive.  In  conclusione 
dunque  non  v’à  equazione  differenziale  a due  variabili,  che 
non  ammetta  nn  integrale  generale. 

CAPITOLO  XVIII. 

■Integrazione  delV  eguazioni  differenziali  di  primo  ordine 
a due  mricdnli , immediata  • mediarUe  la  teparatione 
delle  variabili. 

622.  Quando  nell'equazione 

Pdx+Qdy  = fS,  (1) 

dove  PsB^{  x,y)  e |pas.|(,ar , y),  si  verifica  la  condizione 

— ^ 
dy  dx  ’ 

il  primo  membro  di  essa  è ( n°  613  ) il  differenziale  della 
espressione 

o vero  ffPdr-^-  fJ*Q,dy-^C. 
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Allora  dunque  arremo  senza  più  la  prinaitÌTa  generale  del- 
r equazione  (1)  eguagliando  a zero  questa  espressione , cioè 
a dire  scrivendo  l' equazione 

e pure  Pdx  + Qo  dy  + C=  0. 

623.  Fatta  poi  astrazione  da  questo  caso , la  prima  idea 
che  si  aflaccia  alla  mente  per  la  integrazione  dell’  equazio- 
ne (I)  è quella  di  separarne  le  variabili , cioè  a dire  di 
ridurla  ad  un’altra  della  forma 

rfr  $ (a:)  4*  (y)  = 0 . 

Ecco  ora  i principali  casi  nei  quali  tal  separazione  si  può 
effettuare. 

Il  primo  è quando  l’equazione  proposta  (1)  à la  forma 
XYdx-\-XJ^dy  = Ò, 

dinotando , come  altre  volte , X ,X^  funzioni  della  sola  x., 
eà.  Y,Y^  funzioni  della  sola  y.  infatti,  dividendo  questa 
equazione  per  X^Y , si  ha 

^dx  + ^dyr=Q, 

che  è una  equazione  a variabili  separate. 

624.  11  secondo  caso  ha  luogo  quando  la  proposta  equa- 
zione (1)  è omogenea  per  rapporto  alle  variabili.  Allora  di- 

notando  con  Ax  y , Bx  y , ...  i coefficienti  di  dx  o dy 
nei  vari  termini  dell’  equazione , avremo 

A-fA  = ff»-f-n  = =y» 

esprimendo  con  g il  grado  costante  di  tutti  i termini  per 
rapporto  o.  x e y. 

Supponendo  y=:zx , i detti  coefficienti  divengono 

^x*+*s*=  , Ar’"'^"z"=  , . . . 

acquistando  cosi  tutti  il  fattor  comune  Dunque  per  effet- 
to della  sostituzione  di  zx  ad  y la  proposta  equazione  si  vol- 
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Icrà  in  un' altra  tlivisibiie  per  a:^,  e il  risultato  avrà  da  pri- 
ma la  forma 

2rfr-fZ.rfy  = 0,  (2) 

dove  Z c Z,  esprimono  funzioni  della  sola  z ; ma  essendosi 
posto  y=.zx  t si  ha  pure  dij  = zdx  -f-  xdz  ; dunque  sosti- 
tuendo a dy  questo  valore  , avremo 

2^-\-Z^{zdx-\‘Xdz)=iQ,  cioè  (Z-fZ,z)rfjr-|-Z,arrfz=0,(3) 

equazione  le  cui  variabili  ar  e z si  separano  pel  caso  pre- 
cedente dividendola  per  x{Z  -\r  Z^z) , e diviene 


dx  , Z,di 
'x  Z+Z~z  '' 


:0. 


(4) 


Or  nell’ integrale  di  quest’ ultima , che  si  può  indicare  con 
si  sostituirà  - a z ; e il  rlsultamento  in  x , ^ e C sarà 


l’equazione  primitiva  e completa  della  proposta. 

Si  noli  che  se  nell’ equazione  (4)  si  riponesse  - in  vece 

di  z , il  risultato  polrebbesi  tenere  desunto  dalla  proposta 
equazione  (1)  divisa  per  Px Qy.  Infatti  l’equazione  (2), 
o la  sua  equivalente  (3)  si  è cavala  da  (I)  col  divider  que- 
sta ( dopo  la  sostituzione  di  zx  ad  y)  por  x^  ; e in  seguito 
abbiamo  desunta  l’ equazione  (4)  da  (3)  dividendo  questa  per 
x(Z-}-Z,z).  Dunque  l’equazione  (4)  può  in  sostanza  te- 
nersi dedotta  dalla  (1)  dìviuendo  questa  per 

x^  ,x(Z-f-Z,z)=x^  .x^Z-t-Z,0=x^Zx-(-x^Z,y=/lr-f 


625.  Conteremo  per  secondo  caso  quello  in  cui  l’ equa- 
zione proposta  c di  primo  grado  rispetto  a x ed  ^ , come 

{a  + mx-{-ny)dx-\-{b+px  + qy)dy  — Q.  (1) 
Allora  supponendo 

x = » + u,  y — ^ + v, 

dove  u e V sono  due  nuove  variabili , ed  a e /3  due  costanti 

64 
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iiidelorminnic , avremo  dx  = dti,  ily  — dv,  e la  proposta 
ecjui'izionc  diverrà 

(rt+w«+7/(3-|-7«?<  + iiv)dtt-\-  {b  -\-p%-\-(]^-\-pu-\-qv)dv=(ì . 
Or  supponendo 

a + mx  + 77,3  = 0 , b p%  rj^  = Q , (2) 

r e(|unzione  precedente  si  riduce  all’  altra  omogenea 
( 77777  -f  nv ) du  + {pu  qv)dv  = 0 , 
la  quale  , dopo  che  si  sarà  integrata  col  metodo  del  caso 
procedente  , si  ridurrà  in  a:  e y sostituendovi  per  «eoi 
valori  X — * , y — /3  , e per  » e /3  i valori  desunti  dall’  e- 
quazioni  (2). 

G26.  Se  questi  valori  di  « c ^ risultassero  infiniti , come 
accade  quando  mq  =np , cioè  a dire  quando  m : n : : p : q, 
il  detto  metodo  d’integrazione  sarebbe  in  difetto.  Ma  allora 
mediante  l’ equazione  niq  = np  si  può  eliminare  uno  dei 
coelFicienti  m,n,p,q  dalla  proposta  equazione  (1^ , e do- 
po ciò  basta  una  sola  in  vece  di  due  sostituzioni.  Eliminando 
per  esempio  q,  il  risultato  si  può  scrivere  sotto  la  forma 

adx  -f  bdy  -f  ( mx  + »U){d^  + idy)  = Q, 
c basterà  porre 

, , . , dz  — mdx 

mx  + ny  = z , da  cui  dy  = , 


a fiue  di  separare  le  variabili  x c z.  Infatti  l’equazione  ri- 
sultante , sciolta  rispetto  a dx  dà 


dx  -f 


{bm-\-pz)  dz 


m[an  — òm  + {n  — p)  z] 


0. 


627.  Un  terzo  caso  di  separazione  delle  variabili  ha  luo- 
go nell’  equazione 


, dy  -f-  Xydx  = X,  dx  , (I) 

che  impropriamente  suol  dirsi  lineare , per  essere  di  primo 
grado  rispetto  a y c </y  considerale  come  due  ignote  distinte. 
Supponiamo  che  il  valore  di  y in  x atto  a soddisfarla  sia 
y = %(V,  ■ (2) 
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dinolando  u e v due  funzioni  ignote  di  x.  Sostituendo  tw 
ad  ^ , ed  udv vdu  a </y , l’ equazione  (1)  diverrà 

udv  4-  vdu  -}-  uvX dx  = X^dx  ^ 
e insieme  con  questa  potremo  supporre  che  si  abbia  ancora 
du  4*  uXdx  = 0 , (3) 

per  esser  due  le  funzioni  da  ritrovarsi.  In  tal  modo  la  pri- 
ma si  riduce  ad 

udv  = X^dx,  (4) 

e mediante  la  separazione  delle  variabili  queste  due  ultime 
ci  danno  successivamente  u e v.  Infatti  le  variabili  ti  ed  x 
dell’ equazione  (3)  si  separano  col  semplice  dividerla  per  u, 
e dopo  ciò  integrando  si  à di  mano  in  mano 

lu-\-f  Xdx  = /c  , — — f Xdx  , u — , 

dove  e esprime  una  costante  arbitraria.  Sostituendo  ora  que- 
sta espressione  di  u in  ar  neH’equazione  (4)  die  presenta  le 
tre  variabili  u , v , x , si  à l’ equazione 

dv  = X^  dx 

Ira  le  due  t>  ed  a: , le  quali  si  separano  dividendo  l’equa- 
zione per  In  questo  modo  si  ottiene 

dv  = ^ X^dx  , e quindi  v = ^f  e-!^^^X^dx-\-  C. 

Da  ultimo  dunque  , sostituendo  in  (2)  i ritrovati  valori  di  u 
e »,  r integrale  completo  dell’ equazione  lineare  (1)  sarà 

y = ( y:  ef^''^X^dx  + C ) , 

dove  si  è scritto  semplicemente  C in  luogo  di  cC  per  essere 
costanti  arbitrarie  le  c e 6’  scritte  nell’  espressioni  di  u e ». 
Togliendo  ad  esempio  l’equazione 

dy — my  ^ -f-  ndx  — 0 , 

che  si  presenta  in  alcune  quislioui  di  Meccanica , si  à 
X=  — '^,X,  = — n,fXdx  = ^mlx  = — l.x”', 


Digitized  by  Google 


ELEMENTI 


- «08 


<|ulndi  e I*" , ^ , 

A-.rfr=/’=^  * ‘ 


(m— 

e dopo  ciò 

y = x"Y ?? 4-cW— + Cx“. 

628.  L'equazione  più  generale 

dy  + Xydx^X,y^-^^dx, 

trattala  pel  primo  da  Ciac.  Bernoulli,  si  riduce  alla  prece- 
dente lineare  con  porre 

I I 

y““  = z,  donde  y = z ",  e rfy  = — -s  " dz. 


Sostituendo  e riducendo  trovasi  l'equazione  lineare 
dz  — nXzdx  = — nX,dx  ; 
ma  per  la  formolo  precedente  l’integrale  di  questa  ò 

z = ( C — nfX,  dx ) , 

dunque  rimettendo  t/~"  luogo  di  z , quello  della  propo- 
sta sarà 

y-"  = {C  — nfX,  dx  ) . 

629.  La  soluzione  del  così  detto  problema  della  trajetio- 
ria , celebre  in  sul  nascere  del  Calcolo  infinitesimale,  esige 
ordinariamente  l’ integrazione  di  una  equazione  diflerenzime 
omogenea.  In  esso  problema  cercasi  la  curva  che  intersega 
sotto  un  angolo  dato  tutte  (|uclle  che  nascono  da  una  data 
(H]  nazione 

l’\x  ,y  ,ci)  = 0 , (1) 

con  atlrilniire  al  parametro  a , costante  in  ciascuna  rispetto 
i\  X c y , lutti  i valori  possibili. 

Sia  * r angolo  dato  , e per  un  punto  qualunque  M della 
Irajcltoria  RMS  {Jìy.  90  ) dinotiamo  con  9 e >|.  gli  angoli 
che  la  tangente  della  trajettoria,  c la  tangente  della  curva 
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LMN  quivi  intersegala  formano  coU’  asse  positivo  delle  or. 
Avremo  per  una  cognita  formola  di  trigonomalrìa 


tan  x=z 


tan  <p  — tan  I 


1 tan  <p  tan  4> 

ma  supponendo  rettangolari  gli  assi  coordinali , la  derivala 

dP 

dx 

deir  equazione  (I)  dà  — per  tangente  trigonometrica  dcl- 

r angolo  che  la  tangente  di  LMN  in  un  punto  qualunque 

dP 

'dx' 

{x,t/)  forma  coll’asse  OX,  e quindi  dà  tan>|.=— per 

l’angolo  corrispondente  al  punto  M della  traiettoria ^ di  cui 
distingueremo  le  coordinate  con  ar'  e i/'  ; e a altra  parte  la 

</«' 

tangente  trigonometrica  di  è indicata  dal  simbolo  ■—  : dun- 
que sostituendo  nell’ equazione  precedente  quest’ espressioni 
(li  tan  9 e tan  -4. , c liberando  da  rolli  avremo 


(dP  dP  dy>\  _ I 

dy'  dx'  dx'  y 


(A) 


Questa  equazione  esprime  bene  la  condizione  che  la  cur- 
va JÌMS  intersoga  l’ altra  LMN  sotto  l’ angolo  » ; ma  espri- 
me ciò  rispetto  alla  sola  LMN,  corrispomienle  al  valore  di 
a particolare  a questa  curva  : essa  dunque  si  potrà  tenere  per 
la  derivata  della  trajctloria  supponendola  resa  indipendente 
da  a mediante  l’equazione  F [x',  y' , a)  —0 , che  ha  luogo 
nel  tempo  stesso  perchè  ogni  punto  della  trajeltoria  è comu- 
ne ad  una  delle  curve  intersegale. 

630.  Merita  di  esser  distinto  il  caso  in  cui  l’ angolo  dato 
* è retto  : allora  la  trajctloria  diccsi  ortogonale , ed  essen- 
do tan»  =00,  la  derivala  si  riduce  all’equazione 

dJi_dJ^djl  - (B) 

dy>  dx'  dx'  ’ ^ ^ 
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che  nasce  dividendo  la  (A)  per  tan«,  e che  si  snppone  in- 
dipendente da  a. 

631.  Supponendo  nullo  l’angolo  dato,  cioè  a dire  sup- 

ftouendo  tan  » = 0 , la  trajettona  diviene  tangente  di  tutte 
e curve  die  nascono  dall’  equazione  (1) , e la  derivata  della 
trajettoria  tangenziale  si  avrebbe  per  la  eliminazione  di  a 
tra  r equazioni 


dx>  “*■  dtji  d? 


0,  F{x',y',a)  = 0 ; 


ma  la  primitiva  ordinaria  o completa  di  tal  derivata , non 
risolverebbe  altrimenti  il  problema  , perchè  sarebbe  equiva- 
lente alia  stessa  equazione  F {x',  y',  a)  = 0 , di  cui  raltra 
è ad  evidenza  la  derivata.  Ciò  si  spiega  benissimo,  osservan- 
do che  in  questo  caso  la  trajettoria  non  è punto  diversa 
dall’  inviluppo  ( n°  289  ) delle  curve  nascenti  dall’  equazio- 
ne (1)  prese  come  inviluppate , ed  anche  ( siccome  vedremo 
appresso)  dalla  soluzione  singolare  della  derivala,  di  cui 
l’equazione  F (x‘,  y',  a)  = 0 è l’integrale  completo;  onde- 
che  r equazione  ( meglio  che  la  aert'ro/a  ) della  traiet- 

toria tangenziale  si  può  avere  ( u“  289  ) mediante  la  semplice 
eliminazione  di  a tra  l’ equazioni 

F{x',y',a)  — 0 , e ^ = 0- 


632.  Per  dare  qualche  esempio  supponiamo 

F {x  ,y  , a)  = ax”* — jry"=0.  (1) 

Avremo  ~ = max”'~'  , onde  1’  equazione 

( A ) diverrà  sulle  prime , tolti  via  gli  accenti , 

^max”'~'  -f-  ny"~'^  tan*  = ^ — map”‘~'  ; 


ma  poscia  eliminandone  il  parametro  a con  sostituire  ^ 

X 

in  sua  vece  , si  avrà 

( ^ ~ ^ 
eh’ è una  equazione  omogenea. 
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Ciò  poslo  , se  per  venire  ad  un  caso  più  particolare  fac- 
ciamo m=n=t,  l’equazione  (1)  diverrà  y==ax,  espri- 
mendo cosi  tutte  le  rette  menate  per  la  origine  ; c d’ altra 
parte  l’ equazione  ( 2 ) diverrà 

( 4"  ) tan  « = xdy  — ydx , 

ma  questa  , divisa  per  y'  -}-  x"  si  cambia  nell’  altra 


ydt/-\-xdx  xdy— ydx 

-+-  X*  ^ y*  -H  X*  ’ 

dove  le  frazioni  esistenti  nei  due  membri  sono  i differeziali 


esatti  di  l.\/x'-\-xf,  ed  are. tan  dunque  integrandola 
sarà 


x*-+-u*  y 

tan  »./  — = are. tan  - . 

C X 

Or  facilmente  vedremo  ebe  questa  equazione  esprime  una 
infinità  di  spirali  logaritmiche  aventi  per  polo  comune  l’ori- 
gine delle  coordinate  : infatti , passando  dalle  coordinate 
rettangolari  alle  polari  mediante  le  forraole  T = rcos®, 
y = r sen  a> , trovasi 

f*  f* 

tana./- = 05,  donde  / ^^  = <» cot a ; 
c c 


e quindi  passando  dai  logaritmi  ai  numeri  avremo  l'equazione 
r=Ce'^^^\ 


che  per  essere  C una  costante  arbitraria  esprime  infinite  spi- 
rali logaritmiche. 

633.  Supponiamo  ora  che  la  trajettoria  debba  essere  or- 
togonale. L’ equazione  ( B ) diverrà  nxdx  -h  mydy  = 0 , ed 
avrà  per  integrale 

nx'  my*  = C ; 

ma  secondo  che  m ed  n hanno  segni  simili  o contrari  que- 
sta equazione  esprime  una  infinità  di  ellissi  o d' iperbole  ^ 
simili  e similmente  poste  e concentriche , e d’  altra  parte 
l’equazione  (1)  esprime  una  infinità  di  parabole  o d’iper- 
bole ; dunque  le  delle  ellissi'  o le  dette  iperbole  avranno  la 
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n rietà  (li  tagliare  ad  angoii  retti  queste  parabole  o que- 
Ire  iperbole. 

634.  Sic(»me  casi  vieppiù  speciali  di  trajettorie  ortogo^ 
naii  noteremo:  1°  che  quando  »j *=  n = 1,  l’equazione  della 
trajcttoria  diviene  x'-\-y'=C,  esprimendo  così  dei  cer(Jii 
aventi  per  centro  la  origine  delle  coordinate,  el’eq^uazione 
( 1 ) ritorna  y=.ax  e dinota  le  rette  menate  per  la  detta 
origine , e perpendicolari  evidentemente  alle  circonferenze 
di  quei  cerchi;  2°  che  quando  m = l ed  n——l,  l’equa- 
zione della  trajetloria  diviene  x' — y'=C,  e l’equazione 
( 1 ) diviene  axy  = 1 : di  che  nasce  che  le  iperbole  equi- 
latere aventi  per  asintoti  gli  assi  coordinati  , vengono  ta- 
gliate ad  angoli  retti  dalle  iperbole  equilatere  aventi  per 
asintoti  le  bisecanti  degli  angoli  compresi  da  tali  assi , a 
simiglianza  di  ciò  che  avviene  dei  rispettivi  asintoti. 


CAPITOLO  XIX. 


Ricerca  del  fatiore  atto  a rendere  immediatamente 
integrabile  una  qualunque  equazione  differenziale. 


633.  Una  equazione  differenziale  a due  variabili  che  non 
è il  differenziale  immediato  di  un'altra,  può  divenir  tale 
ove  sì  moltiplichi  per  una  certa  funzione  delle  variabili. 
Così  r equazione 


ydx  — xdy  = iì  divisa  per  diviene  _ q ^ 


ò l’immediato  differenziale  dell’equazione  -=<7.  Laonde  , 

siccome  l’ equazioni  differenziali  immediate  possono  inte- 
grarsi ( n’  613  ) indipendentemente  dalla  separazione  delle 
variabili , sarà  utile  dimostrare  generalmente  l’ esistenza  di 
quel  fattore , e trovar  poscia  l’ equazione  che  lo  determina. 
Sia  al  solito 

Pdx  + Qdy  = Q (1) 

la  proposta  equazione  differenziale , ed  avendo  dimostrato 
( n"  619  ) che  ammette  sempre  un  integrale  completo  la  cui 


Digilized  by  Coogle 


DI  CALCOLO  integrale. 


jfl3 


forma  generalo  sarebbe  /'(ar , y , C)  = 0 , ci  sarà 
supporre  che  questo  iutegrale  sia  ridotto  alla  forma 

11=  C , 


lecito 


dinotando  u una  funziono  di  x e y.  Allora  il  differenziale 
immediato  di  questa  equazione , cioè 

e l’equazione  (1)  dovendo  essere  di  accordo  fra  loro,  i va- 
lori di  ^ cavali  da  esse  , e il  primo  dei  quali  è indipen- 


dente da  C come  il  secondo,  saranno  eguali  uno  all'altro, 
cioè  a dire  sarà 


Ju  du P 

dx  ' dtj  Q’ 


e quindi  ^ : P 


Ora  ponendo 


dx  dy  ^ 


V, 


du  „ du  _ 

avremo  — = e per  conseguenza 

V ( Pdx  + Qdi/  ) = ^dx  di/  — du  = 0. 


(3) 


(4) 


Adunque  il  fattore  v , in  virtù  di  cui  la  proposta  equazio* 
ne  diventa  il  differenziale  immediato  di  un’altra  u=C,  ba 
una  esistenza  egualmente  certa  die  quest’  altra  ; e laddove 

3uest’  altra  fosse  cognita , quel  fattore  sarebbe  determinato 
a una  dell’ equazioni  (3). 

636.  Passando  ora  alla  ricerca  della  equazione  che  deter- 
mina V indipendentemente  dall’ integrale  generale,  osservia- 
mo che  per  essere  l’ equazione  (4),  ossia  vPdx-^-vQdi/=0 
un  differenziale  immediato,  è necessario  e sufHciente  ( n”  613  ) 
che  si  abbia 

d.vP  d.vQ 
dy  dx  ’ 

cioè  a dire , sviluppando  le  differenziazioni  indicale , 


dv  (dQ  dP\ 

^ d.r~'^\dx  dy) 
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Questa  dunque  è l' equazione  atta  a determinare  il  cercalo 
fattore  v ; se  non  che,  la  medesima  essendo  a dilTcrenze  par- 
ziali quando  v dee  contenere  nel  tempo  stesso  x a ^ , la 
sua  integrazione  sarà,  generalmente  parlando,  piu  difficile 
che  non  è quella  della  proposta  equazione. 

637.  Quando  poi  v non  dovesse  racchiudere  che  una  sola 
variabile  , per  esempio  x , la  sua  determinazione  si  ridur- 
rebbe alle  quadrature;  perchè  allora  svanirebbe,  e l’c- 
quazione  precedente  ci  darebbe  tra  diflerenziali  ordinari 

Si  vede  nel  tempo  stesso,  che  la  condizione  da  verificarsi 
acciò  il  fattore  v contenga  soltanto  x , è che  l’ espressione 


V rfy  dx  ) 


(V 


sia  parimente  una  funzione  della  sola  x ; e in  questo  caso 
indicandola  per  brevità  con  i^(x),  l’equazione 


^ = (ix  '^f{x)  dà  subito  v=e'^^o 


dx^(x) 


Dopo  ciò  , l’equazione  (lì  moltiplicala  per  questo  valore  di 
col 


V , e poscia  integrata  col  procedimento  del  n°  613  dà 


dx»t(x)  dx^x) 

e^Xo  dx-^-edXo 


C=0. 


La  discussione  sarebbe  la  stessa  pei  fattori  che  potessero 
essere  funzioni  della  sola  y. 

638.  Quando  l’equazione  da  integrarsi  è posta  sotto  la 
forma  dy  -+•  Pdx  = 0 , o che  torna  lo  stesso , quando  nel- 
r equazione  (1)  si  suppone  1^=1  , la  formula  (7)  si  riduce 

a ^ , e però  la  condizione  che  devesi  verificare  acciò 

equazione  moltiplicala  per  una  funzione  della  sola  x diven- 

dP 

ga  un  differenziale  immediato,  si  riduce  a dire  che  -r-  sìa  indi- 

dy 
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pendeste  da^;  ma  questo  si  verifica  supponendo  P=Xy-\-X  ^ , 
ed  allora  — =X;  dunque  l’equazione 

dij  4-  ( Xy  4-  A\)  dx  = 0 

diverrà  un  difTerenziale  immediato  se  si  moltiplichi  per 
È chiaro  infatti  che  l’equazione 

e^^'^^dy  4-  ye^^‘^Xdx  4-  e^^'^^X.dx^d 
b r immediato  difTerenziale  dell’  altra 

la  quale  per  ciò  vuol  tenersi  come  integrale  coinplclo  del- 
r equazione 

dy  4-  Xydx  4-  X,dx  = 0 , 

di  accordo  con  ciò  che  si  è detto  nel  n“  627. 

639.  È utile  osservare  che  quando  fosse  nota  una  espres- 
sione del  fattore  v , sarebbe  agevole  dedurne  infinite  altre. 
Infatti  essendo  v ( Pdx  4-  Qdy)  = du  , moltiplicando  per  una 
funzione  qualunque  di  u , avremo 

tf(u)  ( Pdx  4-  Qdy  ) =f{u)  du  ; 
ma  il  secondo  membro  di  questa  equazione  si  reputa  esser 
sempre  un  differenziale  immediato  , dunque  io  sarà  egual- 
mente il  primo  ; e per  ciò  anche  vf  (u) , che  può  variare 
all’ infinito  con  /(«),  sarà  un  fattore  in  virtù  di  cui  la  pro- 
|X)sta  equazione  (1)  diventa  un  differenzialo  immediato. 

640.  In  virtù  dell’ equazione  (4)  si  ha 

Pd.r  4"  Qdy  = ^ = 0 . 

Dunque  la  proposta  equazione  sarà  egualmente  soddisfalla 
dall’equazione  u=C  che  nasce  dal  porre  du=Q  , e dalla 

equazione  ^ = 0 ; ma  la  prima  di  queste  ne  sarà  l’ integrale 

generale  , e l’altra  un  integrale  singolare  se  non  è contenuto 
nella  prima.  Cosi  nell’  esempio  yax  — xdy  = 0 recalo  da 

principio,  e pel  quale  u=-,  r = , T equazione  - = C, 
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0 che  torna  Io  stesso , y = Cx  h \‘  integrale  completo  ; ma 

1 = :t*  = 0,  non  è altrimenti  un  integrale  singolare,  perchè 

V 


nasce  dal  completo  ponendo  C = oo.  Or  l’ equazione  u=C 
avendo  per  conseguenza  necessaria  l’ equazione  y(«)  = Cost., 
e quest’  ultima  ottenendosi  dall’  eguagliare  ad  una  costante 
arbitraria  il  rapporto  dei  due  fattori  vj'{tt)  e v , potremo 
affermare  che  quando  si  conoscono  due  fattori  distinti  che 
rendano  differenziale  immediato  una  equazione  differen- 
ziale , si  avrà  /’  integrale  completo  di  questa  eguagliando 
il  rapporto  di  tali  fattori  ad  una  costante  arbitraria. 

641.  Termineremo  questo  capitolo  facendo  osservare,  che 
quando  l’ equazione  Pax  + Qdy  = 0 è omogenea  per  rap- 
porto alle  variabili  a?  e y , essa  diviene  un  differenziale  im- 
mediato se  si  divide  per  Px  -f-  Qg.  Infatti  l’ equazione 


dx  , dz 
T Z->rZ,z 


0, 


che  nel  n®  624  si  ebbe  in  vece  della  prima  col  porre  y — zx 
che  ad  evidenza  è un  differenziale  immediato  , si  vide  in 
quel  n“  non  esser  altro  che  il  risultato  della  divisione  del- 
r equazione  Pdx  -f-  Qdy  = 0 per  Px  -f  Qy.  Or  combinan- 
do questa  osservazione  con  quello  che  abbiam  detto  nel  n® 
precedente  , si  desume  che  se  Inequazione  Pdx  -|-  Qd\f=-^  è 
insieme  un  differenziale  immediato  ed  un’equazione  omogenea, 
il  suo  integrale  completo  sarà  Px-\-  Qyz=C  -,  perchè  in  tal 

caso  r unità  e la  funzione  „ ^ - son  come  due  fattori  distin- 

Px-\-Qy 

ti  che  la  rendono  un  differenziale  immediato. 
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CAPITOLO  XX. 


Integrazione  dell  equazioni  differenziali  di  primo  ordine, 
ma  di  grado  superiore  al  primo  rispetto  ai  differenziali. 


642.  Divisa  la  proposta  equazione  por  la  potenza  di  dx 
indicata  dal  grado  dell’  equazione  per  rapporto  ai  differen- 
ziali , ammettiamo  per  1“  caso  che  la  risultante  equazione  de- 


rivata possa  risolversi  rispetto  a 


h. 

dx 


Si  avranno  cosi  vario 


equazioni  di  primo  ordine,  che  si  procurerà  integrare  ad  una 
ad  una  coi  metodi  innanzi  dichiarati.  Or  supponendo  che 
r equazioni 

(^ > y > ^1  ( ^ » y I ^ » ) — 0 , . . . 

siano  questi  diversi  integrali,  e che  in  esse  le  e,e, 
denotino  costanti  arbitrarie  , è chiaro  che  tali  equazioni , sia 
considerate  separatamente  sia  moltiplicate  in  qualunque  numero 
tra  esse , costituiranno  altrettante  soluzioni  della  proposta  ; 
talché  la  soluzione  più  generale  di  questa  sarà  il  prodotto 
di  tutte,  cioè  a dire 

F{x  ,y  ,c).F,{x  ,y  ,Cr  (a: , y , c,). . . =0.  (1) 


643.  Importa  osservare  che  le  costanti  c , c,  ,c,  , ...  pos- 
sono aversi  come  equivalenti  ad  una  sola , conforme  al  prin- 
cipio dichiarato  nel  n”  613  ; talché  basterebbe  surrogare  c 
. ad  ognuna  delle  altre.  Infatti,  non  polendo  veruno  dei  ccn- 
nati  prodotti  soddisfare  alia  proposta  equazione  senza  sup- 
porre che  abbia  luogo  alcuna  delle  equazioni 


F{x,y,c)=0,  F,{x,y,c,)=0,  F,{x,y,c,)=0,  . . . 
e i simboli  c , e,  , c, , ...  non  esprimendo  particolari  quan- 
tità costanti , ma  ognuno  potendo  ricevere  tutti  i possibili 
valori  costanti,  ne  segue  che  il  significato  dell’ equazione  (1) 
non  è più  esteso  del  significalo  dell’ altra 

F(x  ,y  ,c).F.{x  ,y  ,c).F„{x  ,y  ,c)...  = 0.  (2) 

La  geometria  analitica  viene  molto  a proposito  in  appoggio 
di  questa  conclusione:  poiché  requazione  (2)  esprime,  com’é 
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noto , il  sistema  di  tutte  le  linee  rappresentale  ad  una  ad 
una  dall’ equazioni  separate 

/’(x,y,c)=0,  /’,(a:,y,c.)=0,  /’,(ar,y,c,)=0, . . . 

anzi , diremo  meglio,  il  sistema  di  tutte  le  famiglie  delle  linee 
rappresentale  da  tali  equazioni  ; perché  ognuna  può  darne 
infinite  per  gl’  infiniti  valori  particolari  e costanti  che  pos- 
sono attribuirsi  alle  e , c, , e, . . . Or  niente  di  meno  espri- 
me r equazione  (2),  quando  si  rifletta  che  in  ciascuno  dei  suoi 
fattori  il  simbolo  c benché  in  tutti  lo  stesso  , può  in  cia- 
scuno ricevere  tutti  i possibili  valori  costanti. 


644.  Sia  per  esempio  1 


Si  avranno  i due  integrali  separati 

y = aa;-fC,y  = — ax-fC.  , 
e quindi  ancora 

(y  — ax— C)(y-f  ox  — C',)  = 0, 
o più  semplicemente  e con  eguale  generalità 

[y  — ex  — C){jj  ax  — C)  = {y  — C)* — ^e*x*  = 0. 


Questo  medesimo  risultamento  sarebbesi  ottenuto  supponen- 
do dij=mdx.  Per  tal  mezzo  il  proposto  esempio  dà  m'—a', 
e ciò  assicurandoci  che  m sia  costante , ne  seguo  che  T in- 
tegrale della  supposta  equazione  dy=mdx  y=mx-^C , 
onde  la  eliminazione  di  m tra  l’ equazioni 

;rt*=  a*  ed  y = mx  -f-  C 

ci  darà  il  medesimo  risultamento  di  pocanzì.  E qui  giova 
osservare  come  ogni  equazione  la  quale  non  contenga  le  va- 
riabili , ma  i soli  diflcrenziali  di  esse , ammette  questa  ma- 
niera d’integrazione. 

64o.  Ponghiamo  per  2°  caso  che  l’equazione  derivala, 
emergente  dalla  proposta  equazione  differenziale,  non  possa 


risolversi  per 


dy 

rapporto  a 


dx' 


ma  s'i  bene  per  rapporto  ad  y 


o ad  X.  Si  dovrà  allora  considerare  funa  o l’altra  forma  di 
o(|uazionc 

y==^{x,p)  , x = -^{y,p),  (3) 
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dove  p = — . Nell’unac  neirallra  la  diOercnziazionc,  c poscia 

la  sostituzione  di  pdx&dy,  o di  — a (fr  condurranno  ad  una 

equazione  di  primo  ordine  tra  ^ ed  a: , o pure  tra  p ed  y. 
Or  se  lia  lecito  trovare  di  questa  equazione  un  integrale  che 
sia  distinto  dalla  proposta  equazione  derivala , e che  possia* 
mo  indicare  con  una  delie  due  forme  generali 

^{x  ,p  ,C)  = 0 , i'{y,/>,C)  = 0, 

basterà  eliminare  p tra  1'  una  o l’ altra  di  queste  e la  deri- 
vala proposta,  per  avere  il  cercato  integrale  completo  di 
quest’ ultima.  Ed  ò chiaro  che  questo  metodo  si  riduce  ad 
una  quadratura,  allorché  il  secondo  membro  di  una  dell’e- 
quazioni  (3)  non  contiene  che  la  variabile  p , ossia  quando 
la  proposta  equazione  diiferenziale  contiene  una  sola  delle 
due  variabili  x , y oltre  ai  differenziali  di  tutte  due. 

646.  Appartiene  a questo  caso  l’equazione 
y=px 

che  merita  una  speciale  attenzione.  Essa , differenziata  dà 
dy  =pdx  + xdp  -f/'  {p).dp  \ 
c quindi , per  essere  dy  = pdx  si  riduce  a 
0=[  ^ +/'(/> 

Or  questa  equazione  può  essere  soddisfalla  in  due  modi  : 

1. ”  ponendo  dp=Q  si  ha  p—C,  ed  eliminando  p dalla 
proposta  si  à per  integrale  completo 

y==Cx  +f{C). 

equazione  che  può  aversi  dalla  proposta  col  semplice  can- 
giamento di  p in  una  costante  arbitraria. 

2. "  Ponendo  37 +/' (jo  )==  0 , .non  resta  che  ad  elimi- 
nare p tra  questa  equazione  e la  data  senza  veruna  integra- 
zione. Intanto  , siccome  il  valore  di  p fornito  dall’  equazione 
a: -f-/' (/)  ) = 0 è senza  dubbio  variabile;  e ciò  che  nasce 
sostilucndolo  nella  proposta,  non  differisce  punto  da  ciò  che 
nascerebbe  sostituendolo  in  vece  di  C nell’ integrale  comple- 
to y=Cx , è palese  che  l’integrale  così  trovato  non 
è altrimenti  un  integrale  particolare  della  data  equazione , 
ma  in  vece  un  integrale  singolare  (n”617). 
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647.  Trovasi  una  equazione  della  forma  y~px-\-f{p) 
nella  ricerca  della  curva,  dove  il  prodotto  delle  porpcndico* 
lari  abbassate  su  qualunque  di  lei  tangente  da  due  punti 
dati  è costante. 

Denotiamo  con  2e  la  distanza  dei  due  punti , e per  b* 
il  prodotto  costante  delle  due  perpendicolari.  Prendiamo  per 
asse  delle  x la  retta  che  unisce  quei  punti  , e per  origine 
delle  coordinate  il  di  lei  punto  medio.  L’equazione  alla  tan- 
gente di  una  curva  qualunque  nel  punto  [x,y),  essendo 
( n°  234  ) , y'  — y = n[x' — ),  e la  espressione  della  per- 

pendicolare abbassata  dal  punto  ( « , /3  ) sopra  una  retta  in- 
dicata dall’  equazione  7y'  =ax'  b essendo  (com’è  noto  dalla 
geometria  analitica) 

j3  — a%~b 
1 a* 

avremo  le  formole  delle  due  perpendicolari  abbassate  dai  punti 
dati  sulla  tangento,  surrogando  nella  recata  espressione  p ad 
a , y — px  ab,c  inoltre  sostituendo  per  * c /3  una  volta  c e 0, 
e un’altra  volta  — <?  c 0;  e il  prodotto  di  tali  formole  sarà 

1 -H 

Ma  siccome  le  due  perpendicolari  debbonsi  considerare  di 
segni  simili  o por  diversi  , secondo  che  sunpongonsi  cadere 
da  una  stessa  parte  o da  parti  opposte  della  tangente  , così 
l’equazione  derivata  della  curva  richiesta  sarà 

— ‘ 

Or  questa  equazione  risoluta  per  rapporto  ad  y , e sup- 
posto per  brevità  ± à’ -}-<?’'=  o*,  ci  dà 

y=px±^V  a*p‘‘  rhà* , (1) 

che  è un  caso  particolare  dell’ equazione  y ^ px  -]rf{p)> 
Pertanto  col  differenziarla  avremo 


c ne  sarà  integrale  completo  l’equazione 
y = Cx±  , 
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che  nasce  dal  porre  = 0 , e quindi  p=s  C.  Se  non  che 
questa  equazione  non  esprimendo  altrimenti  una  curva , ma 
81  bene  una  infinità  di  rette , si  scorse  che  la  genuina  so* 
lozione  del  problema  verrà  fornita  dalla  curva  di  cui  tutte 
queste  rette  sono  tangenti.  Ora  appunto  questa  curva  si  ot- 
tiene adoperando  l’altro  modo  di  soluzione,  vai  dire  ponendo 

^ — = 0,  (2) 

l^ay±6'  ' ' 

ed  eliminando  p tra  questa  e l'equazione  (1). 

Per  efiettuare  agevolmente  questa  eliminazione  si  egua- 
glino da  prima  Ira  loro  i valori  del  radicale  tratti  dalle  due 
equazioni  ; e il  risultamento  liberalo  da  rotti  sarà 

sn/=p{x*—  a'). 

D’altra  parte  l’equazione  (2)  partita  in  due  membri  , e po- 
scia liberata  da  radicali  e da  rotti  dà 

±6*x'=ay{a'—x')i 


il  perebb,  dividendo  membro  a membro  il  quadrato  della 
precedente  equazione  per  quest’  ultima  , sarà 


o vero 


a* 


b* 


Or  da  questo  risultalo  , sostitnendovi  ^ à’-f-  c*  in  luo- 
go di  o*,  venghiamo  a conoscere  che  quando  b è minore 
di  c la  curva  richiesta  potrà  essere  una  ellisse  o pure  una 
iperbole , secondocbè  vogliasi  che  le  perpendicolari  alla  tan- 
gente cadano  da  una  medesima  parte  o da  parli  opposte  di 
essa  ; ma  non  potrà  essere  che  una  ellisse  quando  b è mag- 
giore di  c.  I punti  dati  saranno  sempre  i Jtiochi  della  cu  - 

va;  saranno  poi  c b i semiassi  maggiore  e mino- 

re della  ellisse,  e V'c* — b'  e b i semiassi  trasverso  e non 
trasverso  dell’iperbole. 

*648,  Anche  quando  un’  equazione  differenziale  di  grado 
superiore  al  primo  rispetto  ai  differenziali  , non  conduce  a 
una  derivata  della  forma  discussa  nel  n°  646,  accade  qual- 
che volta  che  per  integrarla  giovi  cominciare  dal  prenderne 
il  differenziale  , potendo  incontrare  che  il  differenziale  di 

66 
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secondo  ordine  così  ottenuto  si  presti  facilmente  ad  unà  cata- 
plela  integrazione  ; e noi  col  fine  di  compiere  la  bella  ri' 
cerca  intrapresa  nel  n®396,  vorrem  dare  un  esempio  dell’ in- 
dicato procedimento  sull’ equazione 

Aocydrf  + ( Bx' — Ay'  — AB  ) dxdy  — Bxydx*  = 0 , (1) 

che  appartiene  alle  proiezioni  ( sul  piano  delle  xy  ) delle  li- 
nce di  curvatura  deli’  ellissoide  espressa  dall’  equazione 


-+^+-=1 
a*  ^ b'  ^ c* 


dove  si  suppone  a'^b'^e  , A 


a*— c* 


AV-^> 

3^-* 


Differenziando  l’equazione  (1)  sì  ha 
d*y  {iAxydy-^  {Bx* — Ay*—AB)dx\+  {Ady*-i-Bdx*)  (xdy—ydx)  = 0 ^ 


ma  r equazione  (1)  dà  {Bx* — Ay'~—AB)  ^ , 

dunque  la  precedente  potrà  ridursi  a quest’altra 

{ + Bdx*  ) [ xyd^y  + ( xdy  — ydx  ) rfy  ] = 0 , 

e non  potendo  esser  nullo  il  primo  fattore  che  per  la  natura 
à\  A c B b.  essenzialmente  positivo  , bisogna  che  sia  tale  il 
secondo.  Or  questo  diviso  per  x*  ci  dà  l'equazione 

se  X 

il  cui  primo  membro  è palesemente  il  difierenziale  del  pro- 
dotto I dy  ; dunque  integrando  avremo  l’ equazione 


ldy  = *dx,  (2) 

dove  « esprime  la  costante  arbitraria , e vedesi  moltìpiicafa 
pel  difierenziale  dx , egualmente  costante , affine  di  conser- 
vare nell’equazione  l’omogeneità  dei  due  membri. 

Dalla  stessa  equazione  (2)  si  desume 

ydy  = oixdx  , e integrando  y*  = nx*  -f-  j3,  (3) 

dinotando  /3  un’altra  costante.  In  questo  risultato  vi  à una 
costante  di  troppo , perchè  1’  equazione  che  Irattavasi  di  in- 
tegrare non  era  che  di  primo  ordine;  ma  noi  dobbiamo  ri- 
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tenere  (a)  che  per  la  sostituzione  dei  valori  A\  y e dy,  ca> 
vati  dall’ equazione  (3)  e sua  diflerenzialc  nella  (1),  debbano 
svanire  x e dx , e restare  una  equazione  fra  x e jì.  Così 
di  fatti  accade , e nei  caso  nostro  si  ottiene 

Ax^  + + ABx  — Q , d’onde  /3  = -^,  (4) 


talché  sostituendo  in  ( 3 ) questo  valore  di  j3  , non  rimane 
arbitraria  che  la  sola  x.  Questa  però  non  é tale  che  sino  a 
quando  si  tratta  di  soddisfare  solamente  all’  equazione  ( 1 ) < 
ma  cessa  di  essere  arbitraria  quando  si  suppongono  cognite 
le  coordinate  x\  yf  della  proiezione  del  punto  della  ellissoi- 
de pel  quale  si  domandano  le  linee  di  curvatura , e noi  an- 
diamo a vedere  ebe  da  ciò  nasce  una  equazione  atta  a de- 
terminare X , e che  fornisce  per  questa  costante  due  valori 
di  segni  contrari  : circostanza  importante  a verificare  , per- 
chè annunzia  che  le  due  linee  di  curvatura , relative  ad  un 
medesimo  punto  dell’  ellissoide,  restano  proiettate  in  due  cur- 
ve coniche  di  specie  opposta  sul  piano  degli  assi  medio  e 
massimo.  Infatti , sostituendo  nell’  equazione  ( 3 ) le  coordi- 
nate x',y',  e il  trovato  valore  di  /3  in  «,  avremo 


xx' 


ABx 


donde  con  risolvere  quest’  equazione  di  2°  grado  , nasce 


X 


Ay‘'—Bx'*  ~\-AB±y(Ay'*  — Bx'*-hABY-\- \ABx'*y>' 
~ 2Ax'* 


(S) 


(a)  Il  dovere  una  equazione  tra  x ,y  , e due  o più  costanti  , che 
dinotiamo  con  F{  x ,y  ,x  , p,  ...  ) = 0 soddisfare  ad  una  data  equa- 
zione derivata  di  primo  ordine  f{x,y,p)  = 0,  conduce  sempre  ad 
una  equazione  tra  a , p, . . . Difatti , avendosi  insieme  le  cinque  equazioni 
...)=0,  F,{x,y,p,  »,  p,...)=0,  F,{x,y,p,q,x,p,...)=0 
f{x,y,p)=0,f,(x,y,p,y)  = 0, 
dove  p e q indicano  le  derivate  di  primo  e di  secondo  ordine  di  y , 
r eliminazione  di  x,y,p  e q dee  necessariamente  fornire  una  equa- 
zione tra  »,  p , ; ma  quando  siesi  certo , come  nel  caso  nostro , 

che  r equazione /,=  0 nascerebbe  per  la  eliminazione  di  • e p dallo 
Ire  prime,  allora  si  può  fare  ammeno  dell’ equazioni  _/’,  = 0 e F,=  0 
• basta  eliminare  y ep  tra  1’ equazioni  F=zO,  F,=  0,/=0;  che 
X svanirà  da  sé , e il  risultato  sarà  pure  una  equazione  tra  «,p,... 
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ora  il  termine  essendo  necessariameute  posidro , 

è palese  che  la  parie  irrazionale  di  » sorpassa  la  razionale, 
e che  però  i due  valori  di  « sono  di  segni  contrari. 

Passando  ora  alla  costante  ^ , faremo  vedere  che  il  se- 
gno di  essa  tornerò  sempre  contrario  a quello  di  ».  Infatti 
r equazione  (4)  mostra  da  prima  che  quando  oc  è positiva , 
/3  esser  dee  negativa.  Inoltre  il  valor  negadvo  di  oc  rende 
ad  evidenza  positivo  il  numeratore  della  frazione  /3  ; ma  lo 
stesso  dee  anche  dare  Aa^  0 , perchè  questa  condi- 

zione equivale  all’ altra 

Ay-+  Bx'*+  ABy^  1/ ( Ay‘'—Bx"  ^ AB)* iABx'y 

che  mercè  l’innalzamento  dei  due  membri  a quadrato,  e le 
ovvie  riduzioni  si  scorge  soddisfatta  da  per  sè  stessa  ; dun- 
que sarà  positiva  quando  oc  è negativa , e viceversa  ; di 
che  trarremo  che  per  ogni  punto  dell’  ellissoide,  le  proiezioni 
delle  corrispondenti  due  linee  di  curvatura  sul  piano  degli 
assi  medio  e massimo,  vengano  espresse  da  due  equazioni 
della  l'orma 

/3',  ed  y*  = — .»'V-f /3», 

e che  però  le  dette  linee  sieiio  proiettate  in  una  iperbole  e 
in  una  ellisse , concentriche  alf  ellisse  mÌ7icipale  sita  nel 
detto  piano,  e di  assi  che  in  quanto  alla  direzione  coinci- 
dono cogli  assi  di  questa  curva  , e in  quanto  alla  grandez- 
za restano  determinali  dall’ equazioni  (4)  e (5). 

CAPITOLO  XXL 


Integrali  o soluzioni  singolari  dell  equazioni  differenziali 
di  primo  ordine. 

649.  Abbiamo  già  detto  nel  n®  617  che  si  dà  questo  no- 
me all’ equazioni  primitive,  che  non  si  possono  desumere  dal- 
r iutograle  completo  mediante  un  particolare  valor  costante 
attribuito  alla  costante  arbitraria.  Per  contrario  dunque  fa- 
remo qui  vedere,  che  le  soluzioni  singolari  possano  dedursi 
dall’  integrale  completo,  con  sostituire  alla  costante  arbitraria 
una  conveniente  funzione  delle  due  variabili  o di  una  sola, 
senza  che  il  risultamento  lasci  per  ciò  di  soddisfare  alla 
proposta  equazione  differenziale. 
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(1) 


Dinotiamo  al  solito  con  Pdx  + Qdy^Q 
questa  equazione  , e siane 

F{x,y,C)  = i)  (2) 

r integrale  completo.  Ciò  importa  che  eliminando  C tra  le 
due  equazioni 

/■(x,»,C)  = 0.ef  + ^|  = 0 (3) 

SÌ  abbia  un  risultamento  identico  o di  accordo  coll’equazio- 
ne (1).  Or  questo  fatto  fatto  può  aver  luogo  anche  quando 
C sia  una  funzione  àx  x e y convenevolmente  determinata  ; 
imperocché , sebbene  in  questo  caso  in  vece  dell’  equazione 
(3)  si  abbia 

dx  ^ dy  dx^  dc\4x  ^ dy  dx  ) ’ ^ ^ 

pure  i valori  di  ^ cavati  da  queste  due  equazioni,  i qua- 
li sono 

dx  ' dy  ' ^ dx  ' dy  </C  \ dx  dy  dx  ) ' dy  ’ 

coincideranno,  e l’ equazioni  (3)  e (4)  saranno  identiche,  se 
si  determini  C in  funzione  ài  x e y per  modo  che  torni 
soddisfatta  l’una  o l’altra  delle  due  equazioni 
dF  dF 

3c="-  « = "• 

Quando  la  funzione  F {x , y , C)  é algebrica,  e libera  da 
radicali  e da  denominatori  variabili , la  seconda  di  ^ queste 
equazioni  non  ammette  soluzioni  ; ma  generalmente  le  di- 
verse trasformazioni  praticabili  nell’equazione  (2)  potendo  far 
comparire  o sparire  denòminatori  o radicali , hanno  per  ef- 
fetto r introdurre  in  una  dì  (juelle  due  equazioni  le  soluzio- 
ni che  spariscono  dall’altra.  Altronde  convien  riQellere  che 
dP 

quando  la  derivata  — diviene  infinita  , dee  in  generale  av- 


d.F 


venir  lo  stesso  della  derivata  -r~ 

da. 


senza  di 

in  virtù  di  (3)  costantemente  zeco  in  vece  dì  esser  variabile 


che  ^ sarebbe 
dx 
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É conseguenza  di  ciò  che  abbiamo  detto,  che  eliminando 
C fra  l’equazione  (2)  ed  una  dell’ equazioni 

dF  - dF  dF 

- = 0,  _=oo,  - = oo, 

il  risultato,  che  possiamo  indicare  colla  equazione  ^(x,  y)=0, 
sia  una  soluzione  singolare  dell’  equazione  differenziale  (1) , 
quante  volte  esso  non  si  confonda  con  veruno  integrale  par- 
ticolare , come  avverrebbe  quando  il  valore  di  C desunto  da 
una  dell’ equazioni  (S)  fosse  o si  riducesse  ad  una  costante 
in  virtù  dell'equazione  9(ar,y)  = 0;  o che  torna  lo  stes- 
so , quando  questa  equazione  potesse  desumersi  dall’integrale 
completo  (2)  mediante  la  sostituzione  di  qualche  particolare 
valor  costante  di  C. 

650.  Inoltre  l’equazione  (3)  potendosi  riguardare  come  na- 
ta dall’equazione  (2)  tanto  nella  ipotesi  che  C abbia  un  qual- 
sivoglia valor  particolare  , quanto  nella  ipotesi  che  a C ven- 
ga sostituita  quella  funzione  di  a:  e y che  si  desumerebbe 
da  una  dell’ equazioni  (5);  e l’equazione  (2)  esprimendo  in 
generale  due  curve  distinte  iu  quelle  due  distinte  ipotesi , è 
chiaro  che  se  tali  curve  avranno  almeno  un  punto  di  comu- 
ne , in  cotal  punto  dovranno  toccarsi  a vicenda , perchè  il 

valore  di  ~ è lo  stesso  per  ambedue.  Ma  nella  prima  ipo- 


tesi la  curva  rappresenta  uno  degl’  integrali  particolari , e 
nella  seconda  esprime  l’integrale  singolare:  dunque  la  cur- 
va espressa  dall  integrale  singolare  e generalmente  tangen 
te  di  tulle  quelle  rappresentate  dagl’  integrali  particolari 
651.  Da  questa  proprietà  geometrica  degl’integrali  singo 
lari  si  desume  che  i medesimi  possano  generalmente  otte 
nersi  indipendentemente  daU’intcgrale  completo.  Infatti,  fin 
viluppo  che  rappresenta  l’ integrale  singolare  non  può  esi 
stere , se  non  quando  vi  ha  intersezione  tra  le  linee  che 
rappresentano  gl’  integrali  particolari  corrispondenti  a valori 
diversi  della  costante  arbitraria  : dunque  pei  valori  ài  x &y 


relativi  a questi  punti  d’ intersecazione , il  valore  di  ^ in 


X a y cavato  dall’  equazione  (1)  debb’  esser  multiplo  ; il  che 
importa  che  questa  equazione , supposta  algebrica , sia  di 


Digiti'ttd  by  Google 


DI  CALCOLO  IHTBGRALE. 


S27 


grado  superiore  al  primo  per  rapporto  a dopo  averla 

sgomberata  da  radicali.  Da  ciò  segue  che  in  generale  tatti 
i punti  corrispondenti  a valori  di  a:  e ^ che  non  rendono 

immaginario  il  coefficiente  differenziale  ~ , sieno  intersezio- 


ni almeno  di  due  linee  prese  tra  quelle  che  rappresentano 
integrali  particolari;  ma  pei  punti  dell’ inviluppo,  ossia  della 
linea  di  contatto  di  tutte  queste  curve  , non  vi  ha  interse- 
zione , 0 almeno  svanisce  una  intersezione  : dunque  c me- 
stieri che  l'equazione  (1)  scritta  sotto  la  forma 

{P)  /(ar,y  ,/))  = 0,  con  porre 


abbia  radici  eguali  rispetto  a p riguardata  come  incognita; 
ma  ciò  importa  che  sia  ( n°  117  ) 


dp 


(/>') 


dunque  reciprocamente  , questa  equazione  determinerà  in  gc- 
nérale , mediante  l’eliminazione  ai  p fra  {P)  e {P') , la  re- 
lazione tra  0^  e y che  caratterizza  la  linea  di  contatto , ossia 
r integrale  singolare. 

Così  per  esempio , la  derivata 

p*  — Axp-J(-^y—f{x,y,p)  = Q 
ci  dà  ^ =a  2/)  — 4x  = 0 ; e però  eliminando  jo  si  à per  so- 


luzione singolare  di  essà  derivata  l’equazione  y — ar*  = 0. 
Infatti  l’integrale  completo 

y — 2C’ar+  ~ , y , C)  = 0 , 

che  vien  dato  immediatamente  dal  n°  646  , riconduce  all’  e- 
quazione  y — a:*  = 0 con  la  eliminazione  di  C tra  esso  e 
dP 

l’equazione  ^ = — 2r  = 0,  la  quale  dà  per  (7 un  va- 


lor variabile.  E in  conferma,  l'equazione  y — espri- 
mendo una  parabola , non  può  desumersi  con  veruna  parti- 
colare determinazione  di  C dall’equazione  y — 2Cr-f-C*=0, 
che  pei  singoli  valori  di  C fornisce  una  retta. 
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6a2.  Jl  successo  di  questo  metodo  esige  che  la  proposta 
derivata  non  abbia  la  forma  ap  = ^{x,y);  e del  pari, 
r integrale  completo  di  essa , da  cui  si  desume  l' integrale 
singolare  col  metodo  esposto  nel  n°  648 , non  dee  avere  la 
forma  oC  = 4*(  a: , y ) ; poiché  sotto  queste  forme  è pale- 
semente assurdo  l’ eguagliare  a zero  il  coefficiente  differen- 
ziale preso  rispetto  a p , o rispetto  a C.  Ma  ognua  vede 
che  a cangiar  tali  forme  di  equazioni,  basti  ordinariamente 
il  liberarle  da  qualche  funzione  fratta  o da  qualche  radicale 
esistente  nelle  funzioni  ^ e ; c la  mancanza  di  funzioni 
frutte  o di  radicali  sarebbe  in  generale  un  indizio  , che  la 
proposta  equazione  derivata  non  ammette  soluzione  singola- 
re, sopra  lutto  quando  la  derivala  é algebrica. 

CAPITOLO  XXU. 

Principali  casi  nei  quali  le  equazioni  differenziali 
di  secondo  ordine  riduconsi  ad  altre  del  primo. 


6S3.  Siano  in  primo  luogo  le  equazioni 
— X e — — Y-  (al 

dove  X e V dinotano  al  solito  funzioni  rispettive  di  ar  sola, 
e di  y sola. 

Ponendo  ^=p,  donde  = » 

dx  ^ dx*  dx  dy 

queir  equazioni  ci  daranno  le  altre 

dp  = Xdx  , e pdp  = Ydy  , 

che  sono  di  primo  ordine  e tra  variabili  separale. 
Integrando  queste  si  ha 

p=fXdx  + C,  e p'  = 2/Ydy  + C, 
donde  , rimettendo  — in  luogo  di  p,  e poi  cavandone  dy  e dx, 


dy  =*  dx/Xdx  -f-  Cdx  , dx  = 


V2jydy  -4-  c 


(a)  Si  noti  che  queste  due  equazioni  non  si  suppongono  esistere  si- 
multaneamente , ma  disgiuntamente  : il  che  va  detto  pure  delle  due  che 
si  considerano  net  u*  6$5. 
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Dopo  ciò  integrando  di  nuovo , avremo 
y=fdxfXdx-\‘Cx-{-Ct,eA  ar=»  J*- 


V^2SYdy^C 


+ C.  : 


che  sono  gl’integrali  completi  delle  proposte  equazioni. 

■654.  Il  primo  di  questi  due  risultati  si  suole  indicare  più 
brevemente  con 

y =SfXdx'  -f  Ca:  + C.  = rXda^  + Car  + C. , 
e la  maniera  d’integrazione  tenuta  per  arrivani  si  applica 
egualmente  all’  equazione 

dx” 

di  ordine  qualunque , perchè  dal  supporre  come . pocanzi , 
^ si  à r equazione  X , la  quale  avendo  la 

stessa  forma  della  prima , ammette  una  simigliantc  riduzio* 

ne  col  porre  ^ = q ; e cosi  di  mano  in  mano.  Non  potreb- 
^ dx  * 

he  dirsi  lo  stesso  dell’  equazione  — ^ = F , la  quale  per  cf- 

dx”' 

rf”* — 'p  y 

fetlo  di  quella  sostituzione  si  cangia  nell’allra  — , 

la  cui  forma  più  non  è simile  a quella  donde  ebbe  origine. 
655.  Siano  in  secondo  luogo  le  due  equazioni 

. . du  j j JPu  dp  pdp 

La  medesima  sostituzione  — =/) , donde  ^ — > 

le  cangerà  nelle  altre  di  primo  ordine 

= e /{y  ,/),^)  = 0. 
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Dato  clic  di  (juesle  si  abbiano  gl'  integrali  completi , i 
medesimi  saranno  equazioni  della  forma 

F[x,p,C)  = 0,  e F{y,p,C)  = 0.  (2) 

Ora  nel  caso  clic  queste  si  possano  risolvere  per  rapporto 
a p,  avremo 

/j  = ^(a-,C),opure  ;>  = 9(y,C), 


donde,  riponendo  ^ in  vece  di  p,  e cavandone  dy  o «te, 
dx 

dy  = dxif[X  , C),  0 = ’ 

il  perche , integrando  di  nuovo  avremo  gl’  integrali  completi 


y =fdx  9f{x,C)  + C,  , o pure  x —J* + C. . 

Nel  caso  poi  che  l’ equazioni  (2)  non  si  possano  risolvere 
che  per  rapporto  ad  a* , o ad  y , avremo 

a-  = 4'(/>,  C),  o pure  y = >KjB,  C),  (3) 


ma 


d’altra  parte,  essendosi  posto  ^=/>,  ne  viene 


dy  = pdx  , o f/r  = ^ , 

e quindi  integrando  per  parti 

y^px  —fxdp  , od  a:  =1  + ; 

dunque  sostituendo  sotto  il  segno  f il  precedente  valore  d‘ 
a:  o di  y , avremo 

y=P^-f(fpMp,C)+C,,  o pure  x=^+ J'dpiriPjQ  ^ 


c in  conseguenza , eliminando  p tra  la  prima  di  queste  due 
equazioni  e la  prima  dell’  equazioni  (3) , o tra  la  seconda 
delle  une  e la  seconda  delle  altre , avremo  in  ambi  i casi 
Ira  ar,  y,  C e C,  l’ integrale  completo  della  prima  o della 
seconda  delle  proposte  equazioni  (1). 

Infìne,  quando  le  dette  eliminazioni  non  si  possono  eCrcl- 
tuare,  le  proposte  equazioni  (1)  verranno  soddisfatte  la  prima 
dal  sistema  dell’ equazioni 

i>^  = Mp,C),y=^p-\,{p,C)—fdp^{p,  C)  + C.  , 
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X 


+r- 


+ C,,y  = \.{p,  C).  (a) 


P »/  P' 

*656.  Supponghiamo  in  terzo  luogo  che  l’ equazione 

<«) 

sia  omogenea  per  rapporto  ai  simboli  y > ^ ^ conside- 
rati come  quantità  di  primo  grado. 

É chiaro  che  ponendo 

dy  d*y 

la  risultante  equazione  in  ti,v,x  y sarà  omogenea  rispetto 
ad  ^ , e però  divisa  per  la  potenza  di  y comune  a tutti  i 
suoi  termini  prenderà  la  forma 

^(«,D,ar)  = 0. 

Ma  essendo 

</*y  ,du  , d.uy  du  , dy  du  . 

= = ^ = -:rr=y  :j:  + » £ = + “ y . 


dx 


dx 


dx 


dx 


(3) 


ne  risulta 

» 

dunque 

equazione  di  primo  ordine  tra  u ed  ar. 

Sia  ^{u,x,C)  = 0 l’integrale  completo  di  questa 

equazione.  Restituendo  ad  u il  valore  avremo  l’equa- 


.1 

r = »+jr; 

?(«i  »'  + ^i  *)  = 0: 


zione 


(a)  Fornisce  una  equaiionc  Ira  y , (Lr  ,dy  e d*y  la  ricerca  di  una 
curva  che  tocca  nella  orisinu  dulie  coordinate  I’  asse  dello  ascisse  , ed 
in  cui  è costante  il  prodotto  dell'  ordinata  pel  raggio  di  curvatura  : 
curva  che  si  presenta  in  alcune  iinpurlanli  ricerche  idrauliche.  ( f^en- 
tvroli,  volume  2°,  n®  418.  ) 
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clic  i;  (li  primo  ordine  tra  le  variabili  primitive  ed  una  co- 
Klanle  arbitraria. 

Appartiene  a questo  caso  l’ equazione  semplicissima 
xd'y  = ydx',  o vero  ^ — \ , 


la  quale  per  cflctto  delle  notate  sostituzioni  si  cangia  da  pri- 
ma nell’  equazione 

vy  = - , ossia  t;  = i , corrispondente  a (2)  , 

X X 

e poscia , in  virtù  della  (3) , nell’  equazione  di  1“  ordine 
rr  -f-  — = - , 0 vero  du  -f  /rdx  = — . 

«X  X X 

Se  non  che  a questa  non  è applicabile  veruno  dei  melodi  sin 

Sui  dichiarali  per  l’integrazione  dell’ equazioni  dilTcrenziali 
i I®  ordine,  (a) 

*637.  Finalmente  supponghiamo  che  la  proposta  e(piazio- 
ne  dilTcrcnziale  di  secondo  ordine  sia  omogenea  per  rappor- 


(a)  Questa  equazione  di  primo  ordine  è un  caso  dell’  altra 
</u  -h  au'dx  — bx^dx , 

detta  equazione  di  Riccati  dal  nome  del  geometra  italiano  che  fu  il 
primo  ad  occuparsene  ; ma  non  é uno  di  quei  casi  pei  quali  è dimof 
strato  che  ammette  la  separazione  delle  variabili , casi  che  si  verifica- 
no quando 

— 

esprimendo  i un  qualunque  numero  intero  e positivo.  Noi  abbiam  cre- 
duto di  poter  omettere  la  discussione  di  questa  equeaione,  perchè  i casi 
nei  quali  può  integrarsi  sotto  forma  finita  non  s’ incontrano  quasi  mai 
nelle  applicazioni  : tra  essi  meritano  attenzione  per  la  loro  semplicità  i 
due  nel  quali  /»  = 0 , ed  m = — Z,  che  nascono  dal  supporre  > = 0, 
ed  I = 00  ; nel  primo  la  separazione  dello  variabili  è evidente  pel 
n°  623  , nel  secondo  poi  supponendo 


u h — si  ottiene  dx  = bdx  , 

ax  X*  X* 

che  è tra  x e s una  equazione  ditrcrcnzialc  omo£onca  . c però  sepa. 
cabile  (n®  624  ).  e i i 
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to  ai  simboli  x ,dx  ,dy  e (t‘y  , considerati  come  quan< 
tità  di  primo  grado. 

Ponendo  y^ux^  dy==pdx,  d^y~  ^ dx' , (1) 


la  risultante  equazione  in  p,u,v,x  q dx  dovrà  essere  omo- 
genea rispetto  eÀ  X e dx  -,  onde , siccome  tutti  i suoi  ter- 
mini debbono  essere  del  medesimo  ordine  infinitesimale , dx 
sparirà  necessariamente,  e per  conseguenza  anche  x.  Si  avrà 
dunque  una  equazione  della  forma 

Ora  in  virtù  dell’ equazioni  (1)  possiamo  avere  due  esprcs- 
sioni  di  — in  /)  ed  « : poiché  da  una  parte  abbiamo 


udx  -f  xdu  = dy  = pdx  , donde  ~ 
e da  un’altra  parte  abbiamo 

= donde 

X dx*  dx  ' XV 


Dunque,  uguagliando  Tuna  aH’allra  queste  espressioni  avremo 


du  ^ dp 

= — , da  CUI  I?  = ( n — u)  -f-, 

p — u » ’ ' du 

c quindi  f[u,p,{p — «)^]  =0:  equazione  di  primo 

ordine  tra  ed  u. 

Sia  /’  ( o , j9  , C ) = 0 r integrale  completo  di  que- 

dtt 

sta  equazione  ; e surrogando  in  <»so  a />  il  valore  «+arT- 


dx 


. dx 


che  si  desume  dalla  prima  espressione  di  — , avremo 
F(u  , u + x^,  0 = 0. 


Questa  equazione  è anche  di  primo  ordine  tra  u ed  x ; il 
perchè  , integrala  ne  avremo  un’  altra  della  forma 

F,(u  ,x  , C ,C,)  = 0 , 
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«love  e,  esprime  una  nuova  costante  arbitraria , e dove  non 
resta  che  surrogare  - ad  « per  aver  nell’  equazione 

l’integrale  completo  della  proposta,  (a) 

CAPITOLO  xxm. 

Integrazione  dell  equazioni  lineari  del  secondo  ordine. 


G58.  In  un  ordine  qualunque  m si  chiamano  equazioni 
lineari (\\xe\\c  che  sono  di  primo  grado  per  rapporto  ad  y, 


<r. 


dx” 


considerate  come  altrettante  incognite  diverse. 


Quindi  limitandoci  a considerare  quelle  di  secondo  ordine , 
la  loro  forma  più  generale  sarà 

% + ^t  + By  + r^o,  (I) 

dove  A ,B  ,V  si  suppongono  indipendenti  da  y.  Questa  e- 
quazione , per  la  sua  forma  particolare  gode  proprietà  no- 
tevolissime , e quando  A e É sono  costanti  può  essere  in- 
tegrata , o almeno  ridotta  alle  quadrature , con  metodo  assai 
semplice,  ed  applicabile  ugualmente  alle  lineari  di  ordine 
qualunque. 


(a)  Si  rirerisce  a (juesto  caso  il  problema:  trovar  la  curva  in  tutti 
^ t punti  della  quale  tl  raggio  di  curvatura  è ih  dato  rapporto  alla 

normale.  Per  le  note  formole  di  queste  due  linee  , l’ equazione  diffe- 
renziale della  richiesta  curva  si  trova  essere  dx* *  ==  •+■  myd*g.  dove 

• m esprime  il  rapporto  dato  , e dee  valere  ( n“  86  ) il  segno  + , o il 
segno  —,  secondo  che  la  curva  sarà  convessa  o concava  rispetto  all’as- 
I se  delle  x.  Nei  casi  particolari  e semplicissimi  di  m=l  ed  m = 2 le 

integrazioni  si  possono  compiere  sotto  forma  finita  , e si  ottiene  or  l’una 
or  r altra  delle  quattro  curve  : cerchio  , catenaria  , parabola  e cicloi- 
de. Sarà  bene  che  gli  allievi  per  loro  utile  esercizio  cerchino  di  veri- 
ficare queste  indicazioni. 
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659.  Osserviamo  da  prima  che  l’equazione 

g + ^|+fiS,  = 0 ^ (2) 

gode  della  proprietà  che  la  aofnma  di  più  integrali  parti- 
colari di  Cita  cogiitidice  un  altro  integrale  particolare. 
Infatti  se  y, , , ec.  son  funzioni  di  x che  rendono  sod* 

disfatta  l’ equazione  (2) , dovranno  essere 

^ +-#t+«y.=0,  Ì^+jÌ^+By.=0,  ec.  (3) 

Ora  è palese  che  sommando  queste  equazioni  si  avrà  lo  stesso 
risultamento  che  avrebbesi  per  la  sostituzione  di  + ad  y- 
Inoltre,  siccome  anche  i prodotti  C, y,  ìC,y,,  di  y,  e y, 
per  due  costanti  arbitrarie  soddisfanno  evidentemente  l’ equa- 
zione (2),  ne  segue  che  questa  verrà  pure  soddisfatta  dal- 
l' equazione 

y = y.+  C,y,  ; 

c che  però  se  si  conoscano  due  integrali  particolari  del- 
t equatione  (2) , includenti  ciascuno  una  costante  arbitra- 
ria, la  loro  somma  ne  sarà  V integrale  generale  o completo. 

660.  Un’altra  notevolissima  proprietà  dell’ equazioni  li- 
neari è , che  dall’  integrale  completo 

y — C,y,  + C,y^  (4) 

dell’equazione  (2)  può  desumersi  quello  dell’ equazione  (1) 
riguardando  C,  e C,  non  più  come  due  costanti  arbitrane, 
ma  sì  bene  come  due  funzioni  di  x da  determinarsi  conve- 
nevolmente. In  effetti , differenziando  l’ equazione  (4)  nella 
ipotesi  che  C,  e siano  funzioni  di  a; , si  trova 

dy  =M  C,dy C,dy^+  y ,dC,-\-  y ^dC^\ 

or  dovendo  le  funzioni  C, , esser  tali  che  l’ equazione  (4) 
soddisfaccia  alla  sola  equazione  (1),  e quelle  funzioni  essen- 
do due , nulla  impedisce  di  assoggettare  C, , (7,  alla  con- 
dizione 

y.rfC'.-fy.rfC,  = 0,  (S) 

per  avere  altrettante  equazioni  che  ignote.  Rimane  allora 
dy  =r  C,dy,  -f-  C,dy,  , (6) 
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come  se  e,  e Ct  fossero  state  costanti , e diflerenziando 
nuovamente  si  à 

(Py  = Cj<Py^+  C,rf*y,+  rfy.rfC.  + rfy.rfC. . 

Or  sostituendo  nell’  equazione  (1)  moltiplicata  per  dsP  i no- 
tali valori  di  y ,dy  e (Py , da  principio  si  ottiene 

e,  { (Py , -\-Jrty , dx-\-By , C,(  , +Ady^dx-\-Bytdx') 

+ rfy,rfC,+  dy^dCt-\-  Vdx'  = 0 , 

ma  poscia  osservando  che  i trinomi  chiusi  nelle  parentesi 
son  nulli  in  virtù  dell’  equazioni  (3) , rimano  soltanto 

dy,dCt-\- <^y%dCt+  f^dx*=0.  (7) 

Questa  equazione  e la  (S)  ci  danno  per  dC,  e dC,  valori 
della  forma 

dCt=  Xidx , dCt  = X,dx  , 
e però  integrando  avremo 

e.  = fX,dx  + c,  , e.  = fX^dx  + e,  , 

dove  e,  e e,  esprimono  due  vere  costanti  arbitrarie.  Adun- 
que colla  sostituzione  dei  trovali  valori  di  C,  e C,  nell’o- 
quazione  (4),  l’ integrale  completo  della  (1)  verrà  fìnalmenle 
espresso  da 

y = {fX,dx  + e,)y,+  (fX,dx  + c,)y,. 

*661.  Se  non  si  conoscesse  che  un  solo  integrale  partico- 
lare y,  dell’equazione  (2),  si  procederebbe  alla  ricerca del- 
r integrale  completo  dell’  equazione  (1)  nel  seguente  modo. 

L’ equazione 

t/  = C.y,  , 

riguardando  C,  come  una  funzione  indeterminata  di  ar , ci  dà 
dy=C,dy,  + y.rfC, , cPy=C,cPy,-^2dy^dCt  +y.</*C,, 
e però  la  sostituzione  di  questi  valori  di  y,dy,  c (Py  nel- 
r equazione  (1)  produce  quest’ altra 
C,  ( , (/x*)-t-y , </•  C, -t- 2 rfy , rfC,  , rfC,  dir -1- = 0 , 

che  in  virtù  della  prima  dell’ equazioni  (3)  si  riduce  a 
yt(PC,-{-2dyjdC,-\-  Ay^dCtdx  Fdx*=0. 

Ora  y,  essendo  per  ipotesi  una  funzione  conosciuta  di  x, 
questa  equazione  si  potrà  ridurre  alia  forma 
(PC,  -f-  UdC,  dx  V dx*  = 0 , 
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dinotando  V una  funzione  parimente  cognita  di  x.  Così  essa 
ci  presenterà  eziandio  una  equazione  lineare  di  secondo  or- 
dine tra  la  variabile  a:  e la  funzione  incorila  (7, , ma  sic- 
come non  contiene  che  i soli  differenziali  di  questa  funzione 
si  ridurrà  ( n°  6««  ) all’  equazione  lineare  di  primo  ordine 
dz-\- U%dx Fdx^Q  (8) 

col  supporre  rf<7,  = zdx  , e quindi  d*C,  = dzdx.  Ma  d' al- 
tronde sappiamo  ( n“  627  ) che  questa  lineare  dà  per  z una 
funzione  di  x affetta  da  una  costante  arbitraria  ; dunque  , 
se  dinotiamo  per  brevità  con  9 (a: , c,  ) questa  funzione, 
avremo 

dC,  = dx^{x,Ct),  e quindi  <7.  =/rfar 9 (x, c, ) + c,  : 

dopo  di  che  sostituendo  nell’ equazione  yz=C,y,  questo  va- 
lore di  (7,  , l’integrale  completo  dell’equazione  (I)  risulterà 
espresso  da 

y = [/«{ ir  , e.  ) ete  -f  c,  ] y . . 

*662.  Che  se  in  vece  dell’  equazione  (1)  si  trattasse  di  com- 
pletar r int^rale  della  stessa  equazione  (2),  mediante  la  co- 
noscenza del  suo  solo  integrale  particolare  y, , basterebbe 
supporre  F=0  nell’equazione  (8).  Si  avrebbe  così 

z = c,é~'^^^,  e quindi  C,=fzdx=c^fe~‘‘^^'^^dx+c^, 
onde  il  richiesto  integrale  completo  dell’equazione  (2)  tor- 
nerebbe espresso  da 

y ==  ( -f  c,  ) y . . 

663.  Ciò  che  finora  abbiamo  detto  sarebbe  a un  di  pres- 
so inutile,  quando  non  si  conoscesse  alcun  integrale  partìco- 
lorc  dell’equazione  (2):  c quest’ integrali  in  realtà  non  si 
conoscono  che  in  pochi  casi.  11  più  notevole  è quando  i coof- 
ficienti J e B sono  costanti  : allora  supponendo  y = dove 
m esprime  una  costante  indeterminala,  avremo  dy=e”*’‘mdx, 
e d*y  = e”^m*dx*  ; quindi  sostituendo  in  (2) , sarà 

d^dx'{rn‘-\-Jm-\-B)  = 0: 

equazione  che  si  troverà  soddisfatta  oualora  si  sostituisca  per 
m una  qualunque  delle  due  radici  delre([uazione  determinata 

r/i'-f  y/ffi -f  = 0.  (9) 

68 
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Se  dunque  denollamo  con  m,  ed  queste  due  radici  \c 
equazioni  ’ 

y = e ‘ , ed  y s e • 

saranno  due  integrali  particolari  della  (2) , e quindi  l’ inte- 
grale completo  (Il  questa  medesima  equazione  sarà  ( n”  659  ) 

y=  C.  C,  (10) 

G64.  È questa  la  forma  dell’  integrale  completo  (piando  le 
radici  z/i, , m,  sono  reali  e disuguali.  Quando  poi  queste 
radici  sono  immaginarie,  esse  hanno  , com’  c noto , la  torma 

= 1 , — /3i/nr, 

ed  il  trovalo  integrale  diviene 

y = C.  C. 

= C,  C.  , 

prendendo  cosi  una  forma  apparentemente  immaginaria.  Ma 
siccome  dal  n°  120  ab!>ianio 

e'’"'*^”'=cos/3a:+l/— IseniSj- , e“^'*^^=cos/Sx— l/Iirsen/Ja-, 
la  sostituzione  di  questi  valori  ci  dan\ 

y = c*^[(  C,  -f-  Ca  ) cos^jr-j-  (C,  — Ct  )l/-— 1 .sen/3ar]. 

Or  poiché  le  costanti  arbitrarie  spariscono  dall’ equazioni 
dilfercnziali  qualunque  siano  i loro  valori,  questi  si  potran- 
no supporre  tali  che  C,  + C,  , e (C,  — C,}ì^^  siano 
reali , e fare  in  conseguenza 

Ci  + C’,  = e,,  (C,  — C,  )t/ — l = c,  : 

con  che  l’ equazione  precedente  diverrà  sotto  forma  reale 

y = cos/3ar  + c,sen/3a:).  (11) 

Questa  equazione  può  anche  mutarsi  nell’altra 
y = c,  e"sen(C,  -f  /3x ) 

supponendo  c,  = C,  scn  C. , e c,  = C.  cosC,  : dove  C,  e C, 
son  di  nuovo  adoperate  per  indicare  due  costanti  arbitrarie 
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c reali.  Difalti  con  queste  sostituzioni  l’equazione  (11)  si  can- 
gia nell' altra 

y = C,  e'“(  sen  <7,  .cos/3a?  -f  cos  C,.scn/3x), 

die  per  le  note  formolo  di  trigonometria  equivale  alla  pre- 
cedente. ^ 

665.  Quando  finalmente  le  radici  m,  cd  m,  sono  eguali 
Ira  esse,  l’integrale  (IO)  da  prima  trovato  diviene 

y = (C. 

c dovendosi  contare  per  una  costante  sola,  questo 

integrale  non  presenta  più  due  costanti  distinte  , e non  è 
in  conseguenza  l’integrale  completo  delta  proposta  equa- 
zione (2). 

Per  trovare  quest’  ultimo  integrale  supponghiamo  da  prin- 
cipio »i,  =»i,  -f  h.  Sarà 


y=C,  C,  <7.  -f  C.  c^) 

= e”*** J <7.  -f  (7,  ( 1 -f  Y ■ 


4- 


et.)] , 


1.2  ' 1.2.3 

per  cui  se  facciamo  C,  -j-  f7,  = c,  , C,  à = e,  , avremo 
y = ^ e. -f  c,  a: -1- e.  ^ + c,  ^ -f  ec.) . 


Ora  essendo  C,  e C,  due  costanti  arbitrarie , lo  saranno 
parimente  e,  e e,  ; e l’equazione  (10)  soddisfacendo  all’e- 
quazionc  (2)  indipendentemente  da  C,  e C,  , lo  stesso  po- 
trà dirsi  del  precedente  sviluppo  , e ciò  per  qualunque  va- 
lore di  h.  Dunque  anche  quando  A = 0 l’ equazione  prece- 
dente , che  allora  diviene 


y = (e.  + e.  X )«"■*,  (12) 

verificherà  l’ equazione  (2) , e ne  sarà  l’ integrale  completo . 

666.  Nella  stessa  ipotesi  ài  Ae  B costanti  se  si  voglia  inte- 
grare l’equazione  (1),  e in  questa  non  sia  Scostante  (poi- 
ché diversamente  basta  supporre  By  -1-  V=  z per  ricadere 
in  una  equazione  della  forma  (2)),  s’introdurranno  nell’c- 
quozioni  (5)  e (7)  i valori  di  y,  e y,  , i quali,  per  le  cose 
precedenti  , nel  ca«)  di  m,  reali  e disuguali  sono 

e'”*”;  nel  caso  di  ed  w,  immaginari  sono  e‘^cos^x, 
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e*^scn^x  , e nel  caso  di  m,  ed  t»,  reali  ed  eguali  sono 

Trovali  in  ciascun  caso  i valori  di  dC, , dC,, 
c poscia  colla  integrazione  quelli  di  C,  , C,  t e infine  so- 
stituili  quest’ ultimi  nelle  rispettive  equazioni  (10),  (11)  e (12), 
tornerà  integrale  completo  dell’equazione  (1)  nel  primo  caso 
r equazione 

y = K ; 

OT,  — 


nel  secondo  caso  l’equazione 

‘**scn^.  y dx)  COS/3X-I-  F «fe)seD^  . 

V~^  — ’ 


0 finalmente  nel  terzo  caso  l’equazione 

y = (c.  —fé-”''^Vxdx)e”'^^-^{c^  +/e-”‘*r(te)are’"‘*. 

Togliendo  per  esempio  speciale  del  secondo  caso  l’ equa* 
zione 


2 + »’!'='". 


che  s’ incontra  spesso  nella  Fisica  celeste , si  ottiene 

/«  = it  o — 1 , c quindi  a = 0 , /3  = o.  Il  perchè,  la  se- 

conda dello  tre  ultime  formule  ci  darà  subitamente 


, , itnaxf  ydxcmax — cosaxf  Fdxscnax 

y=c , cosax  -f  c,  scn  ax  -| d 

a 

La  funzione  F à ordinariamente  la  forma 
L -i-JHco8fAx-hJV C08VX+  ec.  dove  L,  M,  N,  ec.  e /a,  v,  ec. 

esprimono  coolEcicnti  costanti  ; onde  le  integrazioni  accennato 
possono  effettuarsi  mediante  il  n“  454. 

*687.  É raro  che  l’ equazioni  lineari  possano  integrarsi  in 
termini  finiti  quando  i coefficienti  di  y ,dy , d*y  , . . . son 
funzioni  di  ar , ed  uno  dei  casi  più  notevoli  in  cui  ciò  si 
verifica  è quello  dell’equazione 

[a  bx)'  (Fy  -\-  A {a  bx)  dydx  -f-  By<lx'  = 0 , (1) 

e dello  analoghe  di  ordine  supcriore,  dove  .4  o.  B sono  tut- 
tavia costanti. 
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Supponendo  allora  « -|-  óx  = 2 , e con  ciò  cte  = — , 

l’equazione  (1)  si  cangia  nell’altra 

z'd'y  + j zdydz.  + ^ 0 , 

alla  quale  può  soddisfarsi  ponendo  ^ = 2”*,  e riguardando 
m come  una  costante  indeterminata.  Infatti , risultando  co- 
stante dz  al  pari  di  dx,  la  sostituzione  di  y e dei  suoi  dif- 
ferenziali dy  e <ty  nell’equazione  (1)  dovrà  produrne  un’al- 
tra divisibile  per  z*d^ , e quindi  libera  da  differenziali  c 
da  variabili,  ebe  sarà 

»,  ( OT  — 1 ) -f  j w» -f  ^ 1 Jffl-f  ^ = 0. 

Se  dunque  dinotiamo  al  solito  con  m,  ed  le  radici  di 
quest’  equazione  di  secondo  grado  , l' integrale  completo  della 
proposta  equazione  lineare  verrà  espresso  da 

y = (a  + òx^'+C,  (a-f-òx)"v 


CAPITOLO  XXIV. 

* Determinazione  delV  integrale  di  una  data  equazione  dif- 
ferenziale mediante  tma  serie-,  e,  viceversa,  determina- 
zione del  valore  di  una  data  serie  mediante  la  integra- 
tone di  una  equazione  differenziale. 

668.  Quando  l’ integrazione  di  una  equazione  differenziale 
non  si  può  efieltuare  sotto  forma  finita , si  cerca  di  eseguirla 
per  sene  , cioè  a dire  si  sviluppa  in  serie  infinita  la  fun- 
zione di  y determinata  dall’  equazione,  adoperando  la  formala 
di  Taylor,  0 quella  di  Stirling,  0 il  metodo  dei  coefficienti 
indeterminati.  Spesso  le  serie  così  trovate  riescono  inutili , o 
perché  non  esprimono  l’ integrale  completo , o perebè  non 
sono  convergenti  pel  valore  da  darsi  alla  variabile  ; ma  in 
ogni  modo  convien  dare  una  qualche  idea  di  questi  procedi- 
menti di  calcolo,  applicandoli  ad  alcuni  esempi. 
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Vogliasi  integrare  per  serie  colla  nota  forniola  di  Stìrling 

, </uo  , d*Uo  X*  , d*Uo  X*  , 

r equazione  differenziale 

*g  + y = *. 

Le  derivate  successive  di  questa  equazione  sono 

^ £y 

dx  ’ dx'  ^ dx  ’ 

dx^  ^ dx*  ^ 

I «*^*y  I 


X 


0 , ec. 


I 3u:  I 

dx*  ' dx*  ' dx* 

0 però  supponendo  in  tutte  ar  = 0 , avremo 

Q d'ya dya  d*yp 1 dyp 

y°^  ’ dx*  ~~  dx  * dx*  2 dx  ' 


d*t/o l_  ^ 

dx*  2.8  <£r  ’ 


ec. 


Or  la  sostituzione  di  questi  valori  nella  formolo  di  Stirling 
ci  dà 

di/o , X*  , t X*  l X*  , , 

*'  = *<^-T  + FT-|v?T  + “->’ 

c siccome  ha  un  valore  costante  non  determinato  da  ve- 
dx 

runa  condizione , esso  devesi  tenere  arbitrario , ed  indican- 
dolo semplicemente  con  A , sarà 

y—A^  2 2*  3 2V8*  4 "}"  ec- 

Ecco  dunque  integrata  per  serie  la  proposta  equazione  ; ma 
questa  serie  non  è che  un  integrale  particolare  dell’  equa- 
zione , perché  non  racchiude  che  una  sola  costante  arbitraria. 
669.  Integriamo  ora  l’ equazione 

^+11+^=»  (» 
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col  metodo  dei  coeGBclcnti  indeterminati,  facendo 

y = Ax^+  Cx^-\-  ec.  , 
c supponendo  che  questa  serie  sia  ascendente.  Essa  ci  dù 

- ^ = %Aax"^  + %Bbx'^  + 2Cex'““  + cc. 

X ax 

%=  Aa  -\-Bb  { b—\)  a:*““+Ce(c?— l)ar‘^*+  cc. 


onde^  in  virtù  dell’ equazione  proposta  dovendo  esser  nulla 
indipendentemente  da  x la  somma  dei  secondi  membri  di 

3ueste  tre  equazioni , ciò  esige  che  i coefficienti  dei  termini 
i gradi  diversi  siano  separatamente  nulli.  Adunque  il  mi- 
nore esponente  essendo  a — 2 , la  somma  dei  termini  di 
questo  grado  ci  darà  la  condizione 

o(o-fl)  = 0,  donde  a—0,  oppure  c = — 1. 

Sia  a=0.  In  questa  ipotesi  non  potrà  essere  b — 
perchè  ciò  esigereb^  che  tosse  parimente  nullo  il  coefficiente 

di  il  che  darebbe  d(A-l-l)=0,  ciocché  ripugna  per 

essersi  supposto  1*  esponente  b maggiore  di  a,  e quindi  posi- 
tivo. Ma  nè  anche  può  essere  a^b  — 2,  perchè  ciò  esige- 
rebbe che  fosse  A~Q,  il  che  è contro  la  ipotesi;  dunque 
non  resta  che  supporre 

d — 2s=o,  e quindi  c—~^=b,  d — 2=e,  ec. 

Gli  esponenti  a , b , c , d , ec.  avranno  dunque  i valori 
a=0,  d=2,  e = 4,  </=6,  ec. 
e dopo  ciò  i coeiiicienti  saranno 

B= — , C= , D=  — —4 — 5 . 

l.a.S  ’ 1.2. 3. 4. 5 ’ 1.2.3.. .7  ’ 


Quindi  sostituendo  gli  uni  e gli  altri  valori  nella  serie  adot- 
tata , verrà 


y 


1.2.3 


+ 


X* 

1.2. 3. 4. 3 


X* 

1.2.3.  ..7 


Anche  questo  non  è che  un  integrale  particolare  della 
proposta  equazione , perchè  racchiude  una  sola  costante 
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arbitraria  A \ ma  questo  integrale  polendosi  anche  scrivere 
sotto  la  forma  finita 

. senx 

è agevole  dedurne  sotto  simil  forma  l’integrale  completo  col 
metodo  esposto  nel  n”  661. 

Con  questo  metodo  il  valore  di  A che  si  considera  come  una 
funzione  di  ar,  trovasi  agevolmente  espresso  da  C-f~C, 
onde  sostituito  ad  y/,  si  ha  per  integrale  completo 


. seno; 


cosa? 


T C,  

“ ar  * X 

qual  si  troverebbe  eziandio  coi  metodo  dei  coelTicienti  inde- 
terminali, supponendo  o = — 1 in  vece  di  a = 0. 

Quest’integrale  completo  si  può  anche  ottenere  ponendo  y=  - , 

a? 

con  che  la  proposta  equazione  (1)  cangiasi  nell’altra 

il  cui  integrale  b dato  immediatamente  dalla  formala  (11) 
del  n°  664  : questo  infatti  si  trova  essere 

u = e,  sena:  -f  c,  cosa: , 

onde  poi,  restituendo  ad  u il  suo  valore, 

. c,senx+c,cosx 

a:y=e, sena:  + e,cosa:,  e quindi  y— 

670.  Passiamo  ora  al  problema  inverso , proponendoci  di 
ridurre  la  determinazione  di  una  data  serie  alla  integrazione 
di  una  equazione  differenziale  da  ritrovarsi  ; chè  allora , se 
questa  equazione  potrà  essere  integrata  completamente  e sotto 
forma  finita , sarà  facile  determinarne  le  costanti  arbitrarie 

mercè  la  conoscenza  dei  valori  che  prendono 

nel  dare  ad  x dei  valori  particolari  ; e dopo  ciò  si  saprà 
determinare  la  funzione  di  cui  aveasi  lo  sviluppo,  o almeno 
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questa  deleritiinazione  dipenderà  dalla  risoluzione  di  una 
equazione  di  forma  finita  e scevra  di  differenziali. 

Per  ottenere  la  richiesta  equazione  differenziale  si  egua- 
glia ad  tj  la  proposta  serie  in  or , e l'equazione  risultante 
si  assoggetta  una  o più  volte  alla  differenziazione  , e se  si 
crede  ad  altre  operazioni.  Ciò  si  esegue  per  modo  e col  fine 
di  riprodurre  la  data  serie,  o di  farne  comparire  un’altra  di 
somma  conosciuta  ; perchè  allora  sostituendo  y o questa  som- 
ma alla  serie  , si  sarà  ottenuta  sotto  forma  unita  la  richie- 
sta equazione  differenziale.  Tutto  diverrà  chiaro  mediante 
alcuni  esempi. 


Sia  la  serie 


X- 


+ 


1.2.3  ' 1.2. 3. 4. 5 
Eguagliandola  ad  y si  à l’equazione 

a;’  . x' 


oc. 


y = x- 


+ 


1.2.3  ■ 1.2.3.4.S  1.2.3. .7 

che  differenziata  due  volte  di  seguito  dà 


+ cc.  (1) 


fi, 

dx  1.2 

dx*  1.2.3 


X' 


.2.3.4  1.2.8. ..6 

x^ 


-f-  ec. 


(2) 


4-  oc. 


1.2. 3. 4. 5 

11  secondo  membro  di  quest’  ultima  equazione  presenta  di 
nuovo  la  serie  proposta  col  segno  mutato  : dunque  allo  stesso 
membro  sostituendo  — y , avremo 

d*y  d’tf  „ 

_=_y,  ovvero  ^ + y = 0, 

c sarà  questa  la  cercata  equazione  differenziale;  ma  l’integrale 
completo  di  essa  in  virtù  del  n“  664  è y=C,  cosa:-}- C,  sena:; 
dunque  non  resta  che  a determinare  le  costanti  arbitrarie.  A tal 
fine  osserviamo  che  in  virtù  dell’ equazioni  (1)  e (2)  si  ha  y=0, 

e ^ = 1 quando  a:  = 0.  Or  sostituendo  questi  valori  nel- 

r anzidetta  primitiva  completa  e nella  sua  derivata,  si  hanno 
immediatamente 

0=C,  , 1 = C.. 

Il  perchè , rimettendo  questi  valori  nella  stessa  primitiva,  sa- 
rà 7 = sena:,  come  altronde  era  nolo. 

69 
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071.  Sia  ancora  la  serio 


-»■ 


V' 


^ a-  , u u:  , 

1 4.  _ _ec. 


Da  essa  dcsuuicsi 

S=->+f-|  + T — = -*+'(*+")• 

Cosi  in  questo  caso  abbiamo  avuta  dopo  una  sola  differen- 
ziazione una  serie  diversa  dalla  proposta , ma  di  nota  som- 
ma ( n‘  200  e 201  ).  Or  la  trovata  equazione  differenziale 

= — 1 + / ( 1 -|-  X ) ci  dà  dij  = — dx  -{■  dx  l {I X ) , 

dx 

e poscia  mediante  la  integrazione  per  parti , 

y = 6’— 2x  + (l  -f  x)/(l  -f  x). 

Resta  che  si  determini  la  costante  C , e dalla  serie  propo- 
sta abbiamo  all’  uopo  la  condizione,  che  debba  trovarsi  y = 1 
quando  x = 0.  Poiché  dunque  1’  equazione  precedente  colla 
sostituzione  di  questi  valori  di  x e y ci  dà  C=  1 , sarà 
finalmente 

y = l — 2x-f  (I  +x)/(l  +x). 

672.  Sia  finalmente  la  serie 


_ 1 * _L  ^ 

y 9*  9»  A» 


2*  ' 2*. 4*  2*.4V6* 

Prendendone  la  derivala,  avremo 

*•  x~ 


-|-  ec. 


I 

dx  2"’"2V4 


+ ec.  , 


2V4\6 

e questa  novella  serie  sarebbe  paragonabile  alla  data,  se  si 
facesse  nella  medesima  sparire  l’ ultimo  fattore  di  ciascun 
denominatore.  Ora  è facile  vedere  che  ciò  si  otterrebbe  mol- 
tiplicandola per  X , e poi  differenziandola  di  l>cl  nuovo. 
Adunque  , eseguendo  queste  operazioni  in  ambidue  i mem- 
bri , avremo 


dx'  ^ dx 


. x'  x’ 


4-  ec. 
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Ricomparsa  cosi  la  scric  primitiva  , sostituendo  y alla  me 
desima , avremo 


X j - ~f“  — — xu  f ossia  *T-—  -f-  — “ Il  — 0 , 

dx'  dx  ' ' dx*  ^ xdx^  •’  ’ 


e sarà  questa  la  dimandala  cnunzione  difrcrcnzialc.  Su  non 
che  per  dedurne  la  somma  della  proposta  serie,  bisognereb- 
be conoscere  F integrale  completo  di  ossa  equazione , 


CAPITOLO  XXV. 


* Integrazione  dell  equazioni  differenziali  mediante  qV  in- 
tegrali definiti  \ e , viceversa , ricerca  degl  integrati  defi- 
niti mediante  la  integrazione  deli  equazioni  differenziali. 


673.  Essendo  possibile  il  porre  una  fuu2ione  di  una  va- 
riabile sotto  forma  di  un  integrale  deCnito  per  rapporto  ad 
un’  altra  variabile , b chiaro  che  se  si  supponga  essere 
y^f[x)  l’integrale  di  una  equazione  diflcrcnziale  , questo 
integrale  sarà  esprimibile  mediante  un  integrale  deGnito.  Or 
siccome  per  una  equazione  di  cui  non  si  ha  F integrale  sotto 
la  forma  Gnita  ed  esplicita  y —f(x) , può  almeno  aversi 
la  funzione y’(ar)  sotto  forma  di  una  serie,  così,  in  gene- 
rale , sarà  questa  la  prima  operazione  a farsi  per  raggiun- 
gerò lo  sco]^  di  esprimere  F integralo  di  una  equazione  dif- 
Icrenziale  con  un  integrale  deGnito.  11  più  dilGcile  sta  po- 
scia in  esprimere  la  somma  di  colai  serie  mediante  un  in- 
tegrale definito  : vi  si  riesce  agevolmente  quando  si  può  tro- 
vare una  funzione  di  ar  e di  un’altra  variabile,  tale  ebe  sotto- 
posta ad  integrazione  dcGnitn,  il  termine  generale  del  di  lei 
sviluppo  in  serie  , possa  eguagliarsi  al  termine  generale  della 
serie  in  ebe  y si  suppone  sviluppata.  Un  esempio  dicliiarcrù 
la  cosa , meglio  che  non  si  farebbe  con  molle  parole . 

Sia  1’  equazione 


£// 
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Gol  metodo  dei  coefficienti  indeterminati  si  trova  primamente 
r integrale  particolare 


- X 
2 


ip- 


4- 


(0- 


1.2.3.  (w-M)  (m-t-5) 


I.2.(ot-1-1)(»H-3 


1 . 2 . 3 . . .p{nHrl)  (m-l-3)  (»n-h5) . . . (ttH~2p—l)  J ' 

La  forma  della  serie  chiusa  in  parentesi  essendo  simile , 
quanto  ai  segui  e agli  esponenti  della  variabile  , allo  svi- 
luppo del  coseno  di  un  arco , scriveremo  questo  sviluppo  ; 
e alfine  di  provvedere  all’ adempimento  di  qualche  altra  con- 
dizione, introdurremo  nella  espressione  dell’arco  una  quan- 


tità indeterminata,  scrivendo 

o*cos®3  a*cos‘s 


cos(ccosa)=  1- 


(— o'/cos*'* 


1.2  '^1.2. 3. 4 


+•  ec. 


' 1.2.3.. .2;» 

Moltiplichiamo  questa  serie  per  dzcos”‘~~^z,  e integriamo  da 
zero  a ir , supponendo  m positivo  acciò  l’ integrale  sia  fini- 
to. Avuto  riguardo  alla  formola 

/**dzscv?z  cos®’a  = 1-3. s.. . (2i— i) P*dzse\^z 

Jo  (yÌr2)(y-f-4)(7-l-6)...(y+2.)ya  «««en  a, 

che  si  ottiene  coi  noti  metodi  di  riduzione  ( n"  455  ) , e in  cui 
dee  supporsi  — 1 per  evitar  l’infinito,  si  avrà 

r/zsen”’“'zcos(ccosa)=^y^Vascn'"“'a  — 

~ cfzsen”'~’acos*z  -f  • ■ • -f 

U)'f: 


(/ascn”*  'z 


-f-  ec. 


1.2.3. . .p.  (w-t-  1)(ot-h3)(»i-*-5)...  («j+2/>— 1) 

Or  qui  si  vede,  che  a rendere  questo  termine  generale  eguale 
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a quello  di  y basta  supporre  a—xVhi.  Il  perchè,  scrivendo 
J'* dzìXiv!^'z  a modo  di  fatlor  comune,  avremo 

dzsen”^^z  coi{xV'n  cosz)  = 

” « *v 

^ flfesen  z — 1,(^1)+ 1.2. (»h-i)(to^3)  ^ 

1.2.3..  ./».(m-+-l)(»«-hS)(»H-5)...(i7i-+-2/>— 1)  ^ J 

e questa  serie  non  ^sendo  diversa  ( a prescindere  dai  fat- 

tor  costante  che  si  trova  surrogato  da  y^*rfzsen’”~*z)  da 

quella  che  ci  esprimeva  y , possiamo  concludere  che  l’ inte- 
grale particolare  espresso  da  quest' ultima  si  potrà  scrivere 
sotto  la  forma 

y = A ^y^*Wzsen’''“'zcos(ar  \/ n cosz  ) , 
sempre  quando  sia  0 . 

Il  metodo  dei  coeQìcienti  indeterminati  dà  ancora  per 
la  proposta  equazione  l’altro  integrale  particolare 


. — bN-5 


(— ffi-h3)  ' 1.2.(-»H-3)(— w-4-5) 


tO’ 


V 

.2. 3. ../>.( — ffH-3)(— OTrfcS) . . . ( — J 
nx'  /nx*\* 

m-J  ' I F-*  ^ I \ 2 / 


— Bx~^'  Fi h- ’ 

F 1 . H3)  1.2.  (^iW“i-3^(— iw-f-5) 

1.2.3.  . ,p  (^-IW-+;3)(^I7I-+“3)  , . , (— J ) 
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c sotto  quest’  ultima  forma  si  vede , che  la  serie  conteaula 
fra  le  parentesi  nasce  dalla  serie  precedente  col  semplice 
cangiamento  di  m in  — m -f~  2.  Adunque  lo  stesso  cangia- 
mento ci  darà  sotto  forma  di  integrale  definito 

y = ar~**"**'^y^*^rfzsen"“"^*z.cos(a;  l^n.cosz  ) , 

purché  sia  — m -{-  2 ( in  che  si  è cangiato  m ) maggiore 
di  zero  , eh’  è quanto  dire  m ^ 2 . 

In  conclusione,  l’integrale  completo  dell’ equazione  pro- 
posta , ridotto  ad  integrafi  definiti  sarà  ( n”  6fi9  ) 

y = y^^y^*cfesen“~*a.cos(a:  l/«.cos5  ) 

</2sen'“"*z.cos(ar  P^n.cosz)  , 

quante  volte  m sia  compreso  tra  zero  e 2. 

674.  Con  particolari  artifizi  di  analisi , Ira  q^^uali  sono  da 
contarsi  la  differenziazione  sotto  il  segno  J*,  e l’integrazione 
per  parti  ; e con  mettere  a profitto  le  notevoli  proprietà  delle 
funzioni  esponenziali , si  può  anche  far  dipendere  da  inte- 
grali definiti  r integrazione  dell’  equazioni  differenziali  , in- 
dipendentemente dallo  sviluppo  in  serie.  Daremo  un  saggio 
di  quest’ altro  metodo  colla  integrazione  dell’equazione 

g— ay  = 0.  (I) 

Consideriamo  da  principio  l’equazione  più  generale 
‘‘^-xy  = A.  (2) 

e supponghiamo 

y = fe'‘Zdz, 

dove  Z esprime  una  funzione  indeterminata  di  z,  e l’inte- 
grale si  dovrà  prendere  tra  limiti  da  trovarsi  convenevol- 
mente. La  differenziazione  sotto  il  segno  f ci  darà 

onde  sostituendo  nell’ equazione  proposta  , avremo 
Se^Zz'dz  —fc^xZdz  = A. 
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Ma  efieltuando  per  parli  la  seconda  di  queste  due  integra- 
zioni, abbiamo 

fe’^xZdz  = fe^xdz.Z=^  e“Z  — fe’^dZ , 

dunque 

/«**(  Zz'dz  + </Z  ) — e*®Z  = A. 

Ciò  posto , i limiti  dell’  integrale  e la  funzione  Z essen- 
do indeterminati , disponiamone  in  modo  ebe  tra  gli  stessi 
limiti  l’integrale  sia  nullo,  e la  parte  scevra  dal  segno/, 

cioè  e”Z,  prenda  il  valore  — A.  La  prima  condizione  si 
troverà  soddisfatta  supponendo 

Z*Vs-f  rfZ  = 0, 

donde  Z=C’e  *,  e quindi  è^*Z=Ce  la  secon- 

da condizione  poi  si  verifìeberà  se  prendendo  2 = 0 , e 
2=  00  per  limili  dell’integrale,  si  supponga  inoltre  C=A, 
perchè 

a» 

Adunque  l’equazione  proposta  verrà  soddisfatta  dall’ assunta 

equazione  y =fe^Zdz,  se  per  e“Z  pongasi  Ae  * c^^dz  , 
e i limili  dell’integrale  siano  zero  e 00,  Epperò 

Z * 

y = A^^e  ^ e“^dz 
ne  sarà  un  integrale  particolare. 

2 3 

Per  averne  un  altro , osserviamo  che  Z=:Ce  ® non 
si  cangia  rimpiazzando  2 con  a,  2,  se  per  a,  si  prenda  una  ra- 
dice aeH’equazionc  a' — l=sO,  e che  allora  non  si  cangìa- 
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no  neppure  i limiti  dell’ integrazione.  Adunque  un  secondo 
integrale  particolare  dell’ equazione  (2)- sarà 

— 

y = Aj'^e 

Ma  d’altra  parte  c facile  vedere  che  se  le  funzioni  <?,y , e c,y, 
verificano  l’ equazione  (2),  la  loro  differenza  e,y. — e,y,  ve- 
rificherà l’equazione  (1);  dunque  possiam  dire  che  l’equazione 

sia  un  integrale  particolare  dell’  equazione  (1) , e che  A da 
cui  qucst’ultima  equazione  c indipendentCj  tenga  nell’ altra  le 
veci  di  costante  arbitraria. 

Ponendo  mente  al  binomio  racchiuso  nella  parentesi,  può 
dirsi  che  l’ unità  ( che  ò pure  una  radice  dell’  equazione 
a’ — 1 = 0 ) si  trovi  nel  primo  termine  al  modo  stesso  che 
a,  si  rattrova  nel  secondo  ; e da  ciò  segue  ad  evidenza 
che  un  altro  integrale  particolare  dell’  equazione  (1)  sia  pa- 
rimente 

*• 

y = " r * «.e**»"  ) , 

quando  per  o,  s’ intenda  la  terza  radice  dell’  equazione 
a’  — 1 = 0:  dunque  l’integrale  completo  dell’equazione  (1) 
sarà  ( n“  659  ) 

z> 

y "^e~^dz[{A+  B)e^—Aa.d''^—  /?a. 

o pure , sotto  forma  un  poco  più  semplice  , ponendo 

A + B^C,  A = -C,,B=-C,, 

z * 

y==  J'J*' r ^ dz{Ce^^+ 

dove  C C I 6’,  = 0. 

675.  Passando  al  problema  inverso,  osserveremo  che  le  de- 
rivate di  un  integrale  definito , prese  per  rapporto  ad  una 
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delle  costanti  sottoposte  al  segno  f,  sono  parimcate  (a“584)  inlc* 
grali  definiti  tra  gli  stessi  linaili.  Laonde,  so  riguardando  come 
variabile  una  di  quelle  costanti,  e cbianiando  y il  proposto 
integrale , si  cerchi  di  giungere  mediante  quelle  derivazioni 
ed  altro  operazioni  permesse,  ad  un  integrale  definito  di 
valor  cognito , o pure  si  - cerchi  di  riproilurro  l’ integrale 
proposto  ; nell’  uno  c nell’  altro  caso,  con  sostituire  nel  risul- 
tamcnto  quel  nolo  valore , o pure  y , si  avrà  tra  w e la 
costante  riguardata  come  variatile  una  equazione  differen- 
ziale, la  quale  ci  metterà  in  grado  di  determinare  l’inte- 
grale proposto,  mediante  l’ espressione  di  y cavala  dal  suo 
integrale  completo.  Vero  h che  questa  espressione  trovasi 
affetta  da  costanti  arbitrarie,  laddove  il  valore  del  proposto 
integrale  deve  andarne  scevro;  ma  tali  costanti  si  potranno 
determinare,  sostituendo  a quella  riguardala  come  variabile 
tali  valori  particolari , che  per  essi  1 mtcgrale  proposto  pren- 
da valori  noli , ed  eguagliando  questi  noti  valori  a quelli 
che  assume  l’ espressione  di  y colle  medesime  sostituzioni. 

Sia  per  esempio  l’ integrale  ^y^*’c“**o5rco82/nx.  Egua- 
gliandolo ad  y colla  equazione 

y * o~*'dx  cos  2///T  , 

avremo  , derivando  sotto  il  segno  j‘  per  rapporto  ad  m , 

■^  = — /*  * %c~’^xdx  sen  . 
dm  ,/  o 

Ora  r integrazione  per  parli  ci  dà 

xdx .sen2mx= —é~^*»en2mx+2mj'e~^  dxcoiStmx, 

c delle  due  parti  costituenti  il  secondo  membro,  si  vede  die 
'quella  la  quale  è libera  dal  segno  f svanisce  in  ombiduc  i 
limiti  zero  ed  oo  ; o l’altra , presa  tra  questi  limili  presen- 
ta di  nuovo  il  proposto  integrale.  Dunque  tornando  olrequa- 
zione  precedente,  avremo 

ì.=-^y- 

e sarà  questa  l’equazione  differenziale  da  cui  dipende  la  dc- 
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lerminazione  del  proposto  integrale  definito,  ta  medesima , 
posta  sotto  la  forma 

— = — Zmdm  , 

y 

ha  per  integrale  completo 

ly=  — CT*+  IC , donde  y = Ce””**  « 

e però  da  questa  espressione  di  y dee  potersi  desumere  il 
vafore  del  proposto  intesale  definito,  mediante  un  convene- 
vole valore  di  C.  Per  la  determinazione  di  questo  valore 
osserviamo  che  quando  m = 0 il  proposto  integrale  definito 

diviene  /***  e~~^*dx  =*  come  dal  n“  863,  e l’espressione 
generale  di  y si  riduce  semplicemente  a C.  Sarà  dunque 

C=  , e quindi^y^  ^ é~^*dx  cos  2mx  — ^ , 

di  accordo  col  n"  899. 


CAPITOLO  XXVI. 


Integrazione  delf  equazioni  differenziali  simultanee 
di  primo  ordine. 


676.  Continuando  a trattare  della  integrazione  dell’ equa- 
zioni differenziali  dove  la  variabile  indipendente  è una  sola, 
dovranno  esser  tre  le  variabili  contenute  nell’ equazioni  si- 
multanee , se  ( per  considerare  il  caso  più  semplice  ) queste 
equazioni  si  suppongano  esser  due. 

Delta  in  tal  caso  t la  variabile  indipendente , ed  or  e v 
r altre  due  variabili , le  due  equazioni  si  potranno  general- 
mente indicare  con 


Or  la  prima  idea  che  si  affaccia  per  la  ricerca  di  a:  e di  ty 
in  funzione  di  /,  è di  eliminare  x c o pure  V ® 
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riduceodosi  per  tal  modo  la  quistione  a dover  integrare  una 
equazione  tra  due  variabili  : ciò  che  ha  formato  il  soggetto 
dei  capitoli  precedenti.  Fa  ostacolo  alla  eliminazione  avere 
due  equazioni  in  luogo  di  Ire , ma  (osto  si  scorge  che  me- 
diante la  derivazione  si  possono  desumere  altre  equazioni 
dalle  due  proposte.  Siccome  però  derivando  una  sola , con 
una  nuova  equazione  si  avreobe  pure  una  nuova  quantità 


da  eliminare , cioè  ^ o ^ , 


è manifesta  la  necessità  di 


derivare  ambedue  le  proposte':  che  allora  dinotando  con 

J dt'  di'  dt>’  dr)  ^’ 

j d(‘)~  ’ 

le  due  nuove  equazioni , si  potranno  fra  tutte  quattro  clinii- 

dx  d*x  du  d*u 


Supponghiamo , per  fissare  le  idee , che  siano  quest’  ul- 
time le  quantità  eliminate  : l’ equazione  finale  sarà  di  2°  or- 
dine in  / ed  X,  ed  integrata  darà  una  equazione  delia  forma 

/’(/,  X,  C,  C.)  = 0. 

Or  questa  equazione , la  sua  derivala  che  possiamo  indica- 
re con 


dx 


C,C.)  = 0, 


e le  due  equazioni  proposte,  racchiudendo  oltre  di  / , C, 

anche  ^ ^ > y ® ^ > l’eh’niinazione  di  x,  ^ e ^ fra  esse 

darà  un’  altra  equazione  tra  i ,y , C , C, , che  possiamo  di- 
notare con 


F,{i,y,  C,C,)  = 0: 

e in  tal  modo  il  sistema  delle  due  proposte  equazioni  simul- 
tanee verrà  soddisfatto  dal  sistema  delle  due  primitive  c 
complete 

F{t,x,C,  C.)  = 0,  6’,  6’.  )=0. 
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677.  Col  metodo  esposto  si  fa  dipendere  una  ialegrazù^ 
da  un’  altra  ; ma  d’ ordinario  la  prima  torna  ineseguibile 
come  la  seconda.  Il  solo  caso  che  si  prola  generalmente  ad 
una  integrazione  effettiva , è quello  in  cui  T equazioni  son 

dx  dy 

lineari  cioè  di  1®  grado  per  rapporto  alle  quantità  a?,y, 

e dove  i coolTicicnti  di  queste  Quantità  sono  costanti.  In  tal 
caso  l’equazioni  sono  in  generate  della  forma 

dy  dx  « 

ma  nulla  impedendo  di  eliminare  tra  esse  ora  ora  c 
chiaro  che  possono  ridursi  alle  forme  più  semplici 

dove  i secondi  membri  possono  anclie  racchiudere  la  varia- 
bile indipendente  /,  come  quelli  dell’ equazioni  precedenti. 
Or  ecco  in  qual  modo  si  possono  queste  integrare  eongtun’ 
tamenie , senz’aver  bisogno  dell’equazione  finale  di  2“  ordi- 
ne, adoperata  nel  metodo  peanzi  esposto. 

Moltiplichiamo  la  scconua  equazione  per  una  costante 
indctcrnnuala  m,  ed  uniamo  il  prodotto  afla  prima  equazio- 
ne : verrà 

+ {A  + mA^)x  -\-{B  Iì,m)tj=  V +mF,. 
l’onghiamo  ora 

X 4-  nij/  = u , donde  x = u — ?ny  , 
dinotando  ti  una  variabile  ausiliaria;  sarà 

(fi  dt  dt 

c sostituendo  verrà 

-f  {A-\-»>A,  )u - r m {A^mA,  mZ?, ) ]//=  V^m  V. . 
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Or  so  la  Goslante  m si  determùii  mcdianle  l’ equazione  di 
secondo  grado 

m{A  -\-mA^)  — (5+ot^,)s=0,  (E) 

e ne  dinotiamo  i valori  con  »i,  ed  »i, , l’ equazione  prece- 
dente si  ridurrà  ad  una  qualunque  delle  due  equazioni  Imcari 

^ +(yf =a  r-f  , 

ma  gl’integrali  di  queste,  dinotando  con  »,  ed  ».  i valori 
di  u corrispondenti  ad  m,  ed  m,  , e con  C,  e (7,  due  co- 
stanti arbitrarie , sono  ( n°  627  ) 

»,  = c.  +/rf/(  r+  m.  j , 

dunque  in  virtù  dell’  equazione  « = ar  -f-  my  avremo 
a:-|-ff»,y  = tt,  ed  ar -f- »i,  y = »,  , 

ed  in  conseguenza 

OT.a,— M,tt,  “i 

^ *•-  k • 

IW,— OT,  OTg-a-  W, 

In  queste  formale  si  cangeranno  gli  esponenziali  in  seni 
c coseni  quando  le  radici  ^11' equazione  (E)  sono  immagi- 
narie. Nel  caso  poi  che  queste  radici  siano  eguali , suppo- 
nendo anche  tali , com’  è permesso , le  costanti  C,  e (7,  , 
r espressioni  di  ar  ed  y prenderanno  la  forma  indetermina- 
ta - ; ma  sparirà  la  indeterminazione  considerando  ;n,  co- 
me una  variabile  a cui  si  dà  il  valor  particolare  m, , o gio- 
vandosi dei  n'  144  e 58S. 

In  modo  consimile , ma  più  elaborato  , si  possono  trat- 
tare i casi  analoghi  di  tre  equazioni  fra  quattro-  variabi- 
li , di  quattro  equazioni  fra  cinque  variabili , ec.  nelle  quali 
ricerche  entra  come  ausiliaria  la  risoluzione  di  una  equa- 
zione di  terzo  grado , di  quarto , ec. 

Oltre  a ciò , il  caso  trattato  in  questo  n°  avrebbesi  po- 
tuto condurre  a termine  in  modo  affatto  analogo  ( e per  un 
numero  qualunque  di  equazioni  ) a quello  tenuto  per  Vequa- 
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zioni  lineari  fra  due  variabili  e a coeiBcienU  costanti , sup- 
ponendo prima  Tenuazioni  scevre  da  secondi  membri , e po- 
scia estendendolo  alla  ipotesi  contraria  mediante  una  conve- 
nevole determinazione  uelle  costanti  arbitrarie , considerate 
come  funzioni  della  variabile  iodipendente. 

678.  Siccome  l’integrazione  di  più  equazioni  simultanee 
tra  più  di  due  variabili,  una  sola  delle  quali  è indipendente 
si  può  ridurre , come  abbiam  veduto  ( n°  676  ) a quella  di 
una  sola  equazione  fra  due  variabili , ma  di  ordine  più  ai- 
to ; così , reciprocamente , l’ integrazione  di  una  o di  più 
equazioni  simultanee  di  ordine  superiore,  può  farsi  dipendere 
dalia  integrazione  di  un  maggior  numero  di  equazioni  simul- 
tanee ma  di  ordine  inferiore. 

Sia  per  esempio  l’equazione  lineare  di  secondo  ordine 

dove  P y Q G V esprimono  funzioni  qualunque  di  /.  Sup- 
ponendo 

dx  . ..  dy 

avrem  ridotta  l’integrazione  della  prima  a quella  delle  due 
cquazioui  simultanee  di  primo  ordine 

talché  potrebbesi  effettuare,  anzi  desumere  dalie  formoie  pre- 
cedenti q^uando  P e Q fossero  costanti. 

679.  Termineremo  questo  capitolo  osservando  che  noi  ci 
siamo  limitati  a considerare  due  soie  equazioni  simultanee  e 
di  primo  ordine , perché  soltanto  in  questo  caso  l’ integra- 
zione può  sempre  tarsi  dipendere  ( meuiante  la  eliminazione 
di  una  delle  due  funzioni  della  variabile  indipendente)  da 
quella  dell’  equazioni  di  secondo  ordine  tra  due  variabili  , 
la  quale  integrazione  é stata  pure  la  soia  da  noi  trattata  con 

Jualche  estensione.  Del  resto  , per  ciò  che  concerne  la  ri- 
uzione  di  più  equazioni  differenziali  simultanee  ad  una  sola 
tra  la  variabile  indipendente  ed  un’  altra , in  ciascun  caso 
particolare  si  vede  facilmente  a quali  c quante  altre  difife- 
renziazioni  successive  debbano  sottoporsi  l’ equazioni  date 
prima  d’intraprendere  la  eliminazione  fra  tutte. 
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Co^ , fingendo  che  di  due  equazioni  date  in  una 

sia  del  primo  ordine , e l’ altra  del  secondo  ; bisognerà  dif- 
ferenziar la  prima  due  volte  di  seguito  , e una  sol  volta  la  se- 
conda. Per  tal  modo  si  avranno  in  tutto  cinque  equazioni , 

Ira  le  quali  eliminando  per  esempio  ^ ^ ^ ^ fi* 

naie  sarà  di  terzo  ordine  in  / ed  x. 

Se  le  date  equazioni  fossero  ambedue  di  secondo  ordine , 
converrebbe  dinerenziar  ciascuna  due  altre  volte  : dopo  di 

che  , eliminando  y j ^ ^ ^ f*"*  tulle  le  equazio- 

ni , che  sarebbero  sei , la  finale  risulterebbe  di  quarto  ordi- 
ne in  / ed  X. 

Per  ultimo  esempio,  fingendo  che  l’ equazioni  siano  tre  e di 
primo  ordine  fra  le  variabili  i ,x  ,y , e z , bisognerà  diffe- 
renziar ciascuna  tre  volle  di  seguito , e poscia  eliminare  le 
otto  quimtità 

dy  <Py  d’ff  dz  d*z  d‘z 

^'’dl'~dè'~di^  '^*~di'~dé'‘  5F’ 

fra  tutte  le  equazioni  che  sommano  a nove  : e il  risultato 
sarà  una  equazione  di  terzo  ordine  in  t eà  x. 
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CAPITOLO  XXVII. 

Inlegrazione  delt  equazioni  differenziali  totali 
di  primo  ordine. 

681.  Sappiamo  dal  n°  104  che  ogni  emiazicmc  primitiva 
fra  tre  variabili  ammette  un’  equazione  differenziale  totale , 
c due  equazioni  differenziali  parziali.  Qui  dunque , coeren- 
temente a ciò , dobbiamo  distinsero  il  caso  in  cui  è data 
ad  inte^are  una  equazione  diflerenziale  totale,  da  quello 
in  cui  c data  una  so^  delle  due  equazioni  differenziali  par- 
ziali , perchè  se  ibsscro  date  ambedue , se  ne  dedurrebbe 
pel  citato  n°  la  totale.  É anche  mestieri  premettere,  analoga* 
mente  a ciò  che  si  disse  nel  n”  615  circa  l’ equazioni  diffe- 
renziali a due  variabili , che  per  equazione  differenziale  to- 
tale a tre  variabili  non  s’intende  solo  quella  che  nasce  dalla 
immediata  differenziazione  di  una  primitiva  rispetto  a tutte 
tre  le  variabili , ma  si  pure  ogni  equazione  che  nascerebbe 
combinando  in  qualsiasi  modo  la  primitiva  e la  differenziale 
immediata  ; cosicché  potendosi  con  questa  combinazione  eli- 
minare tra  le  due  equazioni  una  delle  costanti  racchiuse 
nella  primitiva , ne  viene  in  conseguenza  che  quando  da 
una  proposta  equazione  differenziale  totale  si  vuol  desumere 
la  corrispondente  primitiva  , questa  per  avere  tutta  la  possi- 
bile generalità  dee  racchiudere  una  costante  dippiìi  della  pro- 
posta differenziale , la  quale  costante  dee  perciò  tenersi  ar- 
bitraria. Con  questa  costante  la  primitiva  e rin/eyrc/e  co/n- 
pleto  0 generale  dell’  equazione  proposta , e senza  di  essa 
n’  è solo  un  integrale  particolare , chiamandosi  cosi  ogn’  in- 
tegrale che  nasce  dal  completo  attribuendo  alla  costante 
arbitraria  un  valor  particolare.  Può  anche  darsi  che  la  pro- 
posta equazione  differenziale  totale  ammetta  un  integrale  o 
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piulloslo  una  soluzione  singolare , con  che  ruolsi  intendere 
una  primitiva  che  non  si  può  desumere  dall’ integrale  com- 
pleto mediante  alcuna  particolare  determinazione  della  co- 
stante arbitraria. 

682.  Ciò  posto , sia 

Pdx  -|-  Qdy  -f  Rdz  = 0 (I) 

la  proposta  equazione  diflerenziale  totale , dove  Z’ , ed  li 
esprimono  funzioni  qualunque  Ai  x,y  e z.  Potremo  dimo- 
strare agevolmente  che  essa  ammette  un  fattore  che  la  rende 
un  diifcrenziale  esatto,  quando  si  conceda  che  la  medesima 
sia  integrabUe , cioè  a dire  che  possa  essere  soddisfatta  da 
una  sola  equazione  tra  x ,y  ,z  ed  una  costante  arbitraria  ; 
ma  poscia  vedremo  che  questa  condizione  è soltanto  ipoleli- 
ea , mentre  per  i’  equazioni  fra  due  variabili  è una  verità 
dimostrata  ( n"  610  ) . 

Sia  F{x  ,y  yZ  ,C)=i)  la  prioiitiva  completa  dell’ equa- 
zione (1)>  Supponendola  posta  sotto  la  forma  più  semplice 

«=6’,  (2) 

avremo 

du  = ^£dx  + py  + ^^^dz  = 0.  (3) 

Desumendo  da  (1)  c (3)  i valori  di  r/z,  ed  eguagliando  ruiiu 
all’altro  , si  ottiene 

du  du 

</z  dz 


TCi&  dx  c dy  sono  tra  loro  indipendenti  come  x cAy  , dunque 
avremo  parti  tamenle 

P du  du  Q dii  dii 

R dx  ’ dz  ’ R dy  dz* 

0 che  torna  k)  stesso 


du  „ du  ^ ^ du 

dx  ' dy  ' ^ dz 


: li. 
71 
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Ciò  esscmlo^  so  oliiamiamo  co  questi  tre  ((uozienli  fra  loro 
eguali , avremo 


e 1’  equazione 
lo  (fv  70  ) , 


</u  ,,  i/u  ,,  du  Tt 


(3) , die  senza  dubbio  h 
ili  verrà 


un  diflerenziale  esat- 


v/Wx  + i^'Qcf;/  + elidz  = 0 , 


ovvero 

co  I Pdx  + Qdy  + tidz  ) = 0 ; 

ma  quesla  nasce  dal  molliplicarc  la  proposta  (1)  pel  fat- 
tore ce,  die  sarebbe  noto  quando  (1)  fosse  integrabile:  dun- 
que resta  provato  il  primo  assunto. 

683.  Per  venire  al  secondo,  riebiamiamo  Tequazioni 
d,xP  d.v'Q  d ,^<>Q  d,!<'li  d.\^R  d.a>P 

dij  d.T  ’ dz  '^l/  ' * 

le  (piali  esprimono  ( n"  614  ) die  l’ equazióne  (3)  è un  diffe- 
renziale  esalto.  Sviluppando  le  differenziazioni  per  esse  in- 
dicate , avremo 


dP  . do  dQ  _ dv 

ce  — + P-r  — ce— -\-Q-r-, 
dtj  dy  dx  ^ dx  ’ 

*^  + ^*  = **  + "7, 


<l!/' 


(4) 


dR  (/v  dP  „ dv 


e sommando  i prodotti  di  queste  equazioni  per  le  rispettive 
(pianlitù  li,  P,Q,  troveremo  dopo  le  riduzioni 


Ecco  duiupie  una  equazione  la  quale  non  racchiudendo 
die  funzioni  cognite,  e nascendo  necessariamente  <ìb\\' 
lesi  die  1’  equazione  differenziale  (l)  ammetta  una  primitiva, 
costituisce  la  ccndizione , ovvero  il  carattere  a' integrabilità 
della  stessa  equazione  differenziale.  Quando  una  lai  condi- 
zione è soddisfalla  le  tre  equazioni  (4)  equivalgono  a due , 
e r integrazione  delle  stesse  equazioni  , che  sono  a differen- 
ze parziali  tra  le  variabili  x.y,z,  o la  ignota  funzione® 
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di  esse  determina  questa  funzione,  per  la  quale  inollipli- 
cala  Ja  proposta  (1)  diverrebbe  un  ditTeronzinlo  esalto  , e 
quindi  si  potrebbe  integrare  eoi  niclodo  esposlo  nel  n"  Gl  i. 

684.  Ma  in  vece  di  tener  (jueslo  modo  , noi  andiamo  a 
vedere  ebe  l’integrazione  dell  equazione  (1)  riducesi  a quella 
di  una  equazione  differenziale  tra  due  variabili. 

A tal  fine  sia  v il  fattore  clic  rende  v{  Pilx  -f  Qdij  ) un 
dilfercnzialc  esatto , quando  z si  riguarda  come  costante. 
Facendo 


f{vPdx-{-vQdij)  = u,  {lì) 

ci  sarà  lecito  supporre  che  la  primitiva  dcircquazione  (1)  sia 
« + Z = 0,  (6) 

mediante  una  convenevole  determinazione  di  Z in  funzione 
di  z. 

Infatti  differenziando  l’equazione  (G) , abbiamo 


Ty^y  X '^2  = ^ > 


dx  ' dy  ' th  ^ ^ ~ ^ * 

c d’altra  parte  moltiplicando  per  u l’ equazione  (I),  abbiamo 
vPtlx  + vQdy  + vfìdz  = 0 ; (8) 

ma  in  virtù  dell’  equazione  (5) , si  ha 

^ fifa:  = vPdx  , ^^dy  = vPdy  ; 

dunque  perche  l’ equazioni  (7)  ed  (8)  siano  d’accordo,  clic 
è quanto  dire  perchè  rc(|unzionc  (6)  sia  la  primitiva  dcl- 
r equazione  (1) , basterà  supporre 


du  dZ 

”'>=T^  + Ti- 


ovvero  — W 


Ora  si  vede  che  se  l’ equazione  (1)  è veramente  integra- 
bile (come  noi  suppongbiamo  ) , quest’ ultima  equazione  de- 
ve dare  per  Z una  funzione  soltanto  di  z , c perciò  deve 
potersi  liberare  dalle  variabili  x cA  tj  , e ridursi  a conte- 
nere le  sole  z e Z.  Falla  dunque  l’ integrazione  dell’equa- 
zione (9)  dopo  averla  ridotta  Ira  z o Z mediante  la  (6),  se 
il  valore  di  Z,  che  quindi  se  ne  può  desumere  in  funzione 
di  z c di  una  costante  arbitraria , si  sostituisca  per  Z ncl- 
r equazione  (6),  il  risultalo  sarà  la  primitiva  completa  deH’c- 
qnazionc  (t). 
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G8S.  Poi'  dichiarare  la  teoria  con  un  esempio , prendia- 
mo ]’c(jua2Ìone 

(2  — c)(  xdx  -f  ydy  ) — ( a:’-f  y ) afe  = 0,  (H) 

Paragonandola  aircquazionc  generale 
Pdx  -f-  Qdy  -f-  lidz  = 0 , 

si  vede  clic  Pdx-^Qdy  corrisponde  a {z — cY^xdx-^ydy), 
ed  P = — {x*+y").  Ora  essendo  {z^  e)  (xdx ydy) 
lina  formola  dilTercnzialc  esatta  rispetto  ad  ar  e il  fattore  v 
che  servirebbe  a renderla  tale  può  supporsi  essere  l’ unità  , 

e r integrale  della  medesima  essendo  (2 — e)  > questa 


espressione  dinoterà  u.  Sicchò  avremo 

i;  = l , u = (z—c)^^^,  (R) 

e 1!  equazione  generale  « -f-  Z = 0 corrisponderà  a 

(a_c)f^‘  + 2 = 0.  (L) 

Frattanto  l'equazione  (K)  dandoci 

tlu *• 

7z  2~  ’ 

r equazione  (9)  del  n®  precedente,  cioè  a diro 


dZ  _ dn 


colla  sostituzione  de’  notati  valori  di  f , /?  e ^ diverrà  sul- 

<iz 

le  prime 


ma  è chiaro  che  in  virtù  dell'  equazione  (L)  potrà  essere  libe- 
rala dà  X ed  y con  eliminare  tra  esse  la  quantità  x*-\-t/'. 
In  questo  mollo  si  ha 


dZ  __  3Z 
dz  2— e 
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cd  è questa  l’ equazione  che  serve  alla  ricerca  di  Z in  fun- 
zione di  z.  Difalti  separando  Ira  loro  le  variabili  z e Z , 
abbiamo 

dZ  8</s 


s — c 


e quindi  lZ^9i{z — c)  + C;  da  questa  ultima  con  porre 
la  costante  sotto  la  forma  IC , si  ha  facilmente 

Z={z  — eyC, 

il  qual  valore  sostituito  in  (L) , si  ottiene 

(z-e)^-f(z-e)*C=0, 

0 che  torna  lo  stesso 

(2_c.)jx*+y'4-C(z-e)*j  = 0. 

Di  quest’ ultima,  il  fattore  z — e=:0  è un  integrale  parti- 
colare della  proposta  equazione  (H) , e l’ altro  fattore 
ar*+  j/‘-fC(z  — c)‘=0 
ne  è r integrale  completo. 

*686.  Il  fattore  v che  rende  v{Pdx-\-  Qdy)  un  diHèren- 
ziale  esatto , avendo  ( n°  636  ) una  esistenza  certa , ne  vie* 
ne  in  conseguenza  che  se  tenendo  conto  dell’equazione  (6) 
si  può  dall’  equazione  (9)  desumere  Z in  funzione  della  sola 
z , la  proposta  equazione  (t)  sarà  certamente  integrabile  , 
perché  dipendente  da  una  equazione  tra  due  variabili  : e 
l’ integrabilità  di  questa  specie  di  equazioni  si  è dimostrata 
( 0°  619)  sempre  possibile. 

Or  perchè  dall’equazione  (9)  possa  trarsi  Z in  funzione 
di  z,  basta  che  il  secondo  membro  di  essa  si  riduca  ad  una 
funzione  di  z,  cioè  a dire  non  contenga  più  x,  dopo  aver- 
ne eliminalo  y mediante  il  valore  che  ne  uà  l’equazione  (6)  : 
dunque  considerando  y come  funzione  implicita  di  x c Z , 
r «{uaziono  di  condizione  suiliciente  all’  uopo  sarà  ( n*  63  ) 


= 0, 


dx  ' dy  dx 

ossia,  sviluppando  le  differenziazioni  indicale, 
«/•« 


dR  . do 


d*u  / dR  ^dv  d*u  \dy 
d^'^\^l^'^^dy~d^z)di~^' 
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IV  al(ra  parie  la  proposla  equazione  diircrenziale  , posta 
sollo  la  forma 


d,j=--dx-^-<h 


dà 


P 

dx  Q ’ 


e in  virlù  della  (S)  essendo  vP,  ^ = vQ,  avremo  puro 

rf* 

Tz 

0 finalmenle  il  fallorc  v rendendo  v{Pdx  + Q(/y)  un  dilfe- 
rciizialc  csallo  , dee  pur  sussisterò  ( n**  6|{6  ) 1’  equazione 


dzdx  dz  dz’  dzdu  ^ dz  ^ Tz  ^ 


„ dv  , f dP  dO\ 

la  quale  ci  dà 

dv P ^ V / dP  dQ\ 

Q dy~^  ’Q\7y~  a ) ' 


(13) 


d*u 
dzdy  ’ 


^ nella 

dx 


ma  sostituendo  questi  valori  di  — 

dx  dzdx  ’ _ 

suddetta  equazione  di  condizione , e fatte  le  debile  ridu- 
zioni , emerge  di  nuovo  l’ equazione  ( C ) : dunque  questa 
equazione  vuol  esser  tenuta  necessaria  e sufficiente  per  la 
integrabilità  deU’e(}uazione  (1),  comunque  talvolta  l’ integrazio- 
ne effettiva  di  questa  non  sia  fattibile  sollo  forma  finita. 

• vi'  compiere  ciò  che  riguarda  l’ equazioni  dilferen- 
ziali  di  primo  ordine  fra  tre  variabili , e di  primo  grado  ri- 
spetto ai  differenziali  di  queste , suppongbiamo  che  non  si 
verifichi  il  carattere  d’integrabilità,  ossia  l’equazione  di  con- 
dizione  (C),  Allora  è impossibile  soddisfare  a1re(|uazionc 

Pdx  -f  Qdy  + Pdz=z  0 (1) 

con  una  sola  equazione  tra  x , y , 2 , c C ; e ciò  si  rendo 
paleso  dalla  circostanza , che  Inequazione  (9)  non  si  può  in 
modo  alcuno  liberare  dalle  variabili  x ed  y.  In  tal  caso  non 
runane  che  il  parlilo  di  ammettere  vera  per  ì|>otesi  l’ equa- 
zione (9)  tra  X ,y  ,z,  c di  soddisfare  la  proposta  col  siste- 
ma delle  due  equazioni  simultaneo 


u + Z = 0,  ~ = 

Um  dz 


•A 
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Nondimeno  in  qucslc  la  Z può  essere  una  fiuuione  arbitra- 
ria di  z , ciò  clic  si  esprimerà  vie  meglio  scrivendo 

U + (^>(5)  = 0,  (f'(2)  = »/f  — 

Osserveremo  che  questa  seconda  maniera  d’integrare  Tequa- 
zione  (1)  ò meno  generale  della  prima.  Difatti  in  linguag- 
gio geometrico  la  prima  maniera  fornisce  una  infinità  di 
superfìcie  a motivo  della  costante  arbitraria  ; c la  seconda 
fornisce  una  infinità  di  curve,  poiché  la  forma  della  fun- 
zione 9(z)  può  variare  all’ infinito. 

Così  per  esempio  nell’  equazione 

{x—e){xdx  + ydy)-\-^x{x  — a)  -f- y (y— ^)  | </z=0 

la  forinola  Pdx Qdy  è la  stessa  dell’ esempio  procedente, 
c perciò  V ed  u restano  ancora  le  stesse  ; si  ha  poi 

R = x{x  — a)-\-y{y  — b)  , 
ed  in  conseguenza  1’  equazioni  generali 

» = 9(s)>  0('{z)==vR  — ^ 

divengono 

(s_e)(ar«4-y‘)  + 29(z)  = 0, 
x^+y'-\-2iif'{z)z=2x{x  — a)  -f  2y(y  — i ). 

Qualunque  grandezza  costante  , o che  sia  funzione  soltanto 
di  z si  sostituisca  per  ^(z)  in  queste  due  equazioni  , le  al- 
tre che  ne  risultano  renderanno  sempre  soddisfatta  l’ equa- 
zione proposta. 

•688.  Quando  in  una  equazione  differenziale  totale  e di 
primo  ordine  a tre  variabili,  i differenziali  di  queste  si  ele- 
vano a grado  snperiore  al  primo , non  è generalmente  una 
sola  r equazione  di  condizione  che  si  richiede  per  la  sua  in- 
tegrabilità. Per  dimostrarlo  nel  caso  dell’ equazione 

Pdx'-h  Qdy'-\-  fìdz*+2Sdxdy-\-2Tdxdz  -f  2Udydz  = 0 
osserviamo  clic  acciò  questa  possa  emergere  da  una  equa- 
zione M = C,  dinotando  u una  funzione  qualunque  di  x,  y,  z, 
è pria  di  tulio  necessario  clic  possa  ridursi  alla  forma 

P,dx  -f  Q,dy  -f  = 0 , 
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<a])rimcndo  P, , Q,  , R,  altre  funzioni  di  x ,y  ^z\  o , che 
torna  allo  «tesso , è necessario  che  risolTenm  la  proposta 
|)cr  rapporto  ad  uno  dei  dincrenzìali  dx  ,du  ,dz , gli  altri 
due  non  restino  impegnati  sotto  a segni  raoicali;  or  questo 
non  incontra  sempre , perchè  si  ha  az  =s 


— T<ìx—VJff±\/(  'T—PR)d3*-Jt-i{TU—RS)dxdy+{V'-~QR)élif^ 

R 

c se  la  quantità  csistenic  sotto  il  radicale  non  è riducibile 
alla  forma  ( Mdx  + Ndy  )* , dove  M ed  N possono  indi- 
care funzioni  anche  irrazionali  di  c z,  i differenziali 

dx  e dy  resteranno  soggetti  al  radicale  ; ma  per  la  indi- 
pendenza di  dx  e dy  aò  non  può  aver  luogo  senza  sup- 
porre pnrtitamcntc 

T’—Pfì==3r,  TU-RS=^MN,  U*^QR^N\ 

c quest' equazioni  col  paragonare  il  prodotto  della  prima  c 
della  terza  al  quadrato  della  seconda  ci  danno 

( T’*—  PR ) ( V—  QR)  = { TU^ RS)' , 

dunque  sarà  questa  la  prinra  equazione  di  condiziono,  che 
devesi  verificare  perchè  la  proposta  sia  integrabile. 

In  generale  può  affermarsi  che  qualunque  sia  il  grado 
dell’ equazione  differenziale  proposta  rispetto  a dx,dy,dz, 
è innanzi  tutto  necessario  per  fa  sua  integrazione , clie  or- 
dinata rispetto  a dz  possa  decomporsi  in  uitoii  della  forma 
dz+pdr  -\-(jdy. 

*6^.  Per  dire  anche  una  parola  circa  le  soluzioni  singolari 
dell’  equazioni  difTercnziali  totali  a tre  variabili , supponiamo 
che  , y , z , C)  = 0 sia  P integrale  completo  oell’  equa- 
zione Pdx+ Qdy  + Rdz  = 0.  Ciò  imporla  pel  n°  681  , 
che  eliminando  C Ira  l’ equazioni 

,y,z,  C)=3  0,  e ^ «te ^ -f  = 0 , 


debbasi  avere  Pdx  -f  Qdy  -f  Rdz  = 0.  Or  se  C si  conside- 
ri come  funzione  dì  una  sola  , o dì  due . u di  tulle  tre  le 
variabili  x ,y  ,z  , ma  funziono  tale  che  sia 


dF  dF  , , r/F  dF,  . dF.  . dF  . 


dx 


dC 


dx 


dy 


dz 
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sarà  lecito  sostituire  a C anche  tal  funzione  nell’  equazione 
F(x,  y ,Zf  C)=0;  e il  risultato  sarà  un  integrale  sin^Iare, 
eccetto  che  non  potesse  anche  nascere  da  qualche  particolare 
valor  costante  di  C.  Or  perchè  quella  riduzione  abbia  luogo 
dP 

è necessario  supporre  ® , e risolvere  questa  equazione 

rispetto  a C y dopo  averla  liberata  da  radicali  ove  ne  abbia; 
e da  ciascun  valore  variabile  di  C cosi  trovato  si  avrà  ge- 
neralmente un  integrale  singolare , mediante  la  sostituzione 
di  esso  nell’ integrale  completo. 

Sia  per  esempio  l’equazione 

xdx  -f  ydy  -f  zdz  — dz  V 3^ y'-\-  2* — «*  ; (A) 

dividendola  pel  radicale , il  risultato 

xdx->t-ydti->r%dz 
— — dz 

ci  mostra  evidentemente  nei  suoi  membri  i difTercnziali  esalti 
del  radicale  istesso  e di  s , onde  l’ integrale  completo  di 
essa  è 

Vx'-^  y'+  s*—  o*=  s -f  C , 
o vero , elevando  a quadralo  c riduccndo  , 

x'+  if—  rt'=  2Cz  -f  C' . (B) 

Or  la  derivata  di  questa  equazione  rispetto  a C,  vai  dire 
2z  -j-  2C’==  0 dando  C = — z,  la  sostituzione  di  questo  va- 
lor variabile  di  C nell’  integrale  completo  (B)  ci  darà  1’  e- 
quazionc 

x'+z/+z'=a\ 

che  si  dee  avere  per  un  integrale  singolare  della  proposta 
equazione  (A). 

Da  questo  c dal  n°  6^9  è evidente  che  l’esposto  metodo 
per  desumere  l’integrale  singolare  dal  completo,  può  appli- 
carsi ali’ equazioni  differenziali  totali  c di  primo  ordine  tra 
quante  si  vogliano  variabili. 


72 
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CAPITOLO  XXVHI. 

f nlegrazione  deli  equazioni  differenuali  parziali 
di  primo  ordine  e lineari 

690.  Analogamcnlc  a ciò  che  abbiani  dello  nel  n”  681 
circa  l’ equazioni  dilTcrenziali  totali,  sollo  il  nome  di  equa- 
zione iWi\eTcm\n\c  parziale , o,  come  anche  suol  dirsi,  e- 
quazione  a differenze  parziali  si  vuol  intendere  ogni  equa- 
zione Ira  X ,y , z,  e una  sola  o amendue  le  derivate  parziali 
di  una  di  cs«3 , per  esempio  z , riguardata  come  funzione 
dell’ altre  due.  Tale  equazione  si  uce  concepire  desunta  da 
una  primitiva  e dalle  mie  derivalo  parziali  di  questa  , com- 
binale fra  loro  in  qualunque  siesi  modo;  e quindi,  siccome 
Ira  queste  combinazioni  la  più  generale  e importante  è quella 
in  virtù  di  cui  può  eliminarsi  ( come  abbiam  veduto  nel 
n"  378  ) una  funzione  indeterminata  di  una  determinata 
espressione  di  x ,?/  c z ; cosi  la  primitiva  di  una  proposta 
equazione  differenziale  parziale  di  primo  ordine  sarà  gene- 
rale quanto  è possibile  , e si  dirà  integrale  completo  della 
proposta  quando  insieme  colle  variabili  racchiuda  una  fun- 
zione indeterminata,  e per  ciò  arbitraria  di  wna  espressione 
determinala  di  una  o più  di  esse;  c senza  questa  funzione 
arbitraria,  sarà  soltanto  un  integrale  particolare. 

691.  Ciò  posto  il  caso  più  semplice  è quando  nella  pro- 
posta equazione  vi  ha  una  sola  derivala  parziale.  Allora  ri- 
soluta rispetto  a questa , prende  la  forma 

% = f{T,tj,z),o\fatc  ~^=/{t,ij,z); 

e però  , dovendosi  tenere  siccome  costante  la  y nella  pri- 
ma , e la  ar  nella  seconda,  la  loro  integrazione  si  eseguirà 
come  quella  dell' equazioni  differenziali  a due  variabili,  con 
questa  sola  diversità  , che  le  costanti  arbitrarie  che  ammet- 
tono le  priniìlivc  complete  di  quest’ equazioni  differenziali, 
sono  nel  caso  attuale  funzioni  arbitrarie  di  y , o pure  di  x. 

692.  Quando  l’ equazione  proposta  contiene  ambedue  le 

derivale  parziali  ^ ^ j queste  non  vi  si  trovano  ( co- 
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me  supponehiamo  ) che  al  primo  grado , e non  sono  molti- 

Ìtlicate  fra  loro , aicesi  lineare  , e si  può  scrivere  sotto  la 
òrnsa. 

= ^ ' (*) 

dove  p a q tengono  , secondo  l’uso,  le  veci  di  ^ e ^ , c 

iP>  ^ possono  contenere  nel  tempo  stesso  le  variabili 
indijrandenti  x , y , e \a  funzione  z. 

Supponendo  essere 

F{x  ,y  ,z)  = Q 

r integrale  cercalo,  avremo  pel  n“  104 

'dF.dF  dF  dF 


dz 


in  conseguenza  di  che  eliminando  p e q dall’ cquaziuuo  (1), 
questa  prenderà  la  forma 


dx  ' ^ dy  ' dz 


(2) 


e il  problema  sarà  ridotto  a determinare  più  generalmente 
che  si  possa  la  fanzine  F che  soddisfaccia  all’equazione  (2). 

Or  se  noi  concepiamo  che  siansi  integrate  completamen- 
te r equazioni  differenziali  simultanee  contenute  nell’  equa- 
zione continua 


(3) 


dx  dy  dz 
~P~lj~R  ’ 
gl’integrali  si  potranno  mettere  sotto  la  forma 

/,{x,y,z)=C,,f,{x,y,z)  = C^,  (4) 

indicando  C,  c (7.  le  costanti  arbitrarie  date  dalla  integra- 
zione ; e si  avrà  in  conseguenza 


0. 
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Ma  eliminando  da  queste  i diflerenziali  dx  a dy  mediante 
l’ equazioni  (3) , si  ottiene 


dunque  l' equazioni  (4)  soddisfacendo  all’equazione  (2)  saran- 
no ancora  integrali  dell’  equazione  proposta  (1) , ma  integrali 
soltanto  particolari  ; poiché , stando  a ciò  che  fu  detto  nel 
n”  690  r integrale  completo  debb’  essere  una  cq^uazione  con- 
tenente una  funzione  arbitraria  di  una  determinata  espres- 
sione delle  variabili.  É facile  intanto  vedere  che  l’ integrale 
completo  si  può  desumere  dai  detti  integrali  particolari , 
percnè  una  funzione  arbitraria  dell’ espressioni  y,  ,y,,  e- 
^agliata  a zero  verifìca  egualmente  l’equazione  (2).  Infat- 
ti , se  si  uniscano  l’ equazioni  ( 5 ) dopo  averle  ^moltiplicate 


rispettivamente  per 


ne  risulterà 


dx  df,  dxdjJ'^^ \dy  dj\  dy  dfj^"  V dz  df,  dz  dfj 
o che  torna  lo  stesso  pel  n”  57  , 


fiA 


(/♦ 

7z 


0. 


Per  conclusione  dunque  l’ integrale  generale  della  proposta 
equazione  sarà 

‘^(/*  ./.  ) = 0 . o pure  f.  = (f  (/,  ) , 

dinotando  $ e 9 funzioni  arbitrarie  dell’  espressioni  deter- 
minate y ed  /, . 

693.  11  metodo  esposto,  con  culla  integrazione  dell’equa- 
zioni  a differenze  parziali  di  primo  ordine  , lineari  per  rap- 
porto alle  derivale  parziali  , dipende  dalla  integrazione  di 
un  sistema  di  equazioni  differenziali  simultanee,  è dovuto  a 
Lagrange , e si  applica  senza  veruna  diificoltà  al  caso  in 
cui  le  variabili  sono  di  numero  qualunque. 

Per  dare  qualch’  esempio  , prendiamo  l’ equazione 
dz  . dz 

^ ® + yy  = ”*• 
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In  questo  esempio  l’ equazioni  (3)  divengono 

dx  dy  dz 

X y ns  ’ 

epperò  gl’integrali  completi  delle  due 

dx  dy  dx  dz 

X y ’ X nz 

si  possono  facilissimamenle  ottenere  e scrivere  sotto  le  forme 


Dunque  l’integrale  completo  della  proposta  equazione  sarà 


vero  z = x”<^ 


il  che  equivale  a dire  che  la  funzione  z à\  x y capace  di 
soddisfare  alla  condizione  xp  -\-yq  — nz , è una  qualsivo- 
glia funzione  omogenea  e di  grado  « in  a:  ed  y. 

694.  É proprio  degl’  integrali  completi  (4)  di  soddisfare 
per  dir  cosi  immediatamente  all’  equazioni  (3) , nel  senso 
che  i valori  di  dx,dy,dz  cavati  dai  dilferenziali  dcH’oqua- 
zioni  (4)  rendono  identiche  le  equazioni  (3),  senza  che  faccia 
mestieri  di  tener  conto  delle  relazioni  stabilite  fra  le  varia- 
bili X ,y  ,z  dalle  stesse  equazioni  (4)  ; perchè  queste  rela- 
zioni dipendono  dalle  costanti  C,  , C,  , e l’ equazioni  (4) 
insieme  coi  loro  differenziali  debbono  verificare  l’ equazioni  (3) 
indipendentemente  dai  valori  assegnati  a queste  costanti  ar- 
bitrarie. Al  contrario , quando  1 equazioni  (3)  ammettono 
integrali  singolari  che  dinotiamo  con 

9.  (a:,y,2)==0,  ^,{x,y,z)  = 0,  (6) 

i differenziali  di  queste  non  verificano  l’ equazioni  (3)  ammeno 
che  non  s’ abbia  conto  dell’  equazioni  (6) , altrimenti  verreb- 
bero anche  soddisfatte  dall’ equazioni  9,  = C, , e 9,  = C,, 
le  quali  hanno  gli  stessi  differenziali  delle  9,=0,9,  = 0; 
e così  quest’ ultime  non  sarebbero  che  integrali  particolari. 
Così  essendo , l’ equazione  (2) , e quindi  la  proposta  (1)  di 
cui  la  (2)  è una  trasformata  , verrà  soddisfatta  da  ciascuna 
dell’ equazioni  (6)^  ma  no'l  polendo  essere  dall’ equazioni 
9, 1=  C,  , 9,  = C,  , mollo  meno  lo  sarà  da  una  uinzione 
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arbitraria  di  e eguagliata  a zero;  talché  l’ integrale 
completo  non  potrà  contenere  sotto  il  segno  della  funzione 
arbitraria  se  non  l’ espressioni  y,  , f,  esclusivamente. 

Sia  per  esempio  l'equazione 

III  virtù  dell’ equazioni  (3)  dovremo  integrare  l’ equazioni 
difTcrcnziali  simultanee 

dx  dì!  dx  dz  , , . 

— = — , — = — ■ » (A) 

La  prima  di  queste  ci  dà , come  nell’  esempio  precedente  , 
y — CtX\  c la  sostituzione  di  questa  espressione  di  ^ nella 
seconda  , cangia  quest’  ultima  nell’  altra 

dz  = ndx  1^1  + 6’,’ , donde  z = n\/\-\-  C,'.x  , 

ossia , restituendo  a C,  il  suo  valore  - , 

X 

z = n\/x'-\-  y*  + C, . 

Gl’  integrali  completi  dell’  equazioni  (A)  potendosi  dunque 
scrivere  sotto  le  torme 


? = c.  , z-nV'x'  + rf=^C,,  (B) 

se 


r integrale  generale  o completo  dell’ equazione  proposta  sarà 


s = M l/> -f  y*  + y 

Frattanto , in  questo  esempio , siccome  la  seconda  del- 
r equazioni  (A)  ammette  un  integrale  singolare , che  desun- 
to (ìair  integrale  completo  di  essa  cioè  dalla  seconda  delle 
(B)  viene  espresso  dall’ equazione  x*-\-y'~0,  cosi  questa 
equazione  , o piuttosto  il  sistema  delle  due  a*  = 0 , y = 0 , 
ci  darà  un  integrale  singolare  anche  della  proposta  equa- 
zione a differenze  parziali. 

69S.  Merita  riguardo  il  caso  in  cui  P,  Q,  R son  funzioni 
omogenee  di  x ,y , z.  Allora  indicandone  il  grado  con  n , 
e ponendo  x-=  nz  , y = vz  , l’ equazioni 


dx  dz  du  dz  d.uz 


dz  d.vz  dz 
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dinotando  P,,  Qi,  P,  funzioni  di  u e n ; ma  sopprimendo  in 

quest’  equazioni  il  divisore  z"  comune  ai  due  membri , e poi 
effettuando  le  differenziazioni  indicate , si  ottiene 

( /*,  — BtU  ) dz  = R^zdu  , {Qr  — PiV)dz  = R^zdv  : 
dunque  dividendo  quest’  ultime  l’ una  per  l’ altra  , e poi  li- 
berando da  rotti  avremo  tra  le  soie  variabili  m e n 


{ P,—  R ,u)  dv  — [Qr—  R ^v)  dii . 

Trovalo  che  sia  l’integrale  di  questa  equazione,  se  ne  farà 
uso  per  eliminare  « o « dall’ una  o dall’ altra  delle  prece- 
denti , per  così  avere  una  seconda  equazione  tra  due  varia- 
bili , di  cui  si  cercherà  l’integrale.  Dai  due  integrali  si  eli- 
mineranno poscia  u e V mediante  l’ equazioni  x — uz  ed 
y=vz  , e i risultali  scritti  sotto  la  forma  yl/=f7,  1V=C,, 
dove  C e Cj  esprimono  le  rispettive  costanti  arbitrarie,  avre- 
mo nell’ equazione  N = l’integrale  completo  della 

proposta  equazione  omogenea. 

Come  utile  esercizio,  cercando  nel  modo  dichiarato  l’in- 
tegrale dell’  equazione 

yzp  + xzq  = xy  , si  avrà  z’ — y’=  9 ( z“ — a-’  ) ; 
c cercando  l’ integrale  dell’  equazione 


Tzp  -f-  yzq  = jry , si  avrà 


696.  Quando  l’equazione  proposta  non  c omogenea  rispet- 
to alle  variabili  , e ninna  dell’  equazioni  (3j  del  n”  692  con- 
tiene due  sole  variabili,  nè  l’ integrazione  di  due  di  esse 
considerato  simultaneamente  rientra  nel  caso  risoluto  nel 
n"  677,  per  evitare  l’impiego  dell’ equazioni  differenziali  fli 
secondo  ordine  a due  variabili,  che  rare  volle  sono  integra- 
bili sotto  forma  Unita  , si  preferisce  ordinariamente  di  sod- 
tlisfare  alla  proposta  col  sistema  di  due  equazioni  fra  quattro 
variabili  , giovandosi  all’  uopo  della  integrazione  per  parti , 
e di  altri  artifizi  di  calcolo. 

Cosi  quando  l’equazione  proposta  è/j=ri(y),  <linolan- 
do  n (y)  una  funzione  qualunque  di  7 , I’  equazione 

dz  = pdx  ydy  diviene  rfe  = Il  (y)  dx  -|-  ydy, 

e integrata  per  parli  dà  l’ altra 

s = 17  (y).x  + 7»/  — /[  X n'(y)  -f  y ] dy  , 
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Il  soddisfar  la  quale  basla  supporre 
X n'(7)  + y = 9'(?)  » donde  z = U {q).x  + — ^(y)- 

Kiguardando  in  queste  due  la  7 come  una  quarta  variabi- 
le , c , al  solilo  , 9 come  simbolo  di  una  funzione  arbitra- 
ria , il  sistema  di  esse  soddisferà  alla  proposta  equazione , 
e non  sarà  gran  fallo  difficile  il  ravvisare  l’accordo  delle 
medesime  collo  (1)  del  n“  371. 

697.  Sia  ancora  più  generalmente 

f{x,p)—F{y,g). 

Col  i>orvc  f{x  ,p)=t  sarà  pure  F{y,q)  = i,  ed  avremo 

dinotando/,  ed  F,  funzioni  cognite  di  a:  e /,  e di  y e /; 
quindi  1’  equazione 

(ìz  — pdx qdy  diverrà  dz  = dxf^{x  ,t)  + dyF,{y  ,t). 

Or  se  dinotiamo  con  U c V gl’integrali  fdxf,(x,t), 
fdt/F,{yyi)  presi  nella  ipotesi  di  / costante,  quest’ inte- 
grali essendo  funzioni  anche  di  / , avremo 

e per  conseguenza 

ma  per  soddisfare  a quest’  ultima  basla  supporre 
dinotando  9'(/)  una  funzione  arbitraria  di  /;  ed  allora  si  ha 


essendo  parimente  9(/)  una  funzione  arbitraria:  dunque  la 
proposta  equazione  verrà  soddisfatta  dal  sistema  delle  due 

s + 9(0=^^  + ^ 
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698.  Noteremo  iiaalmente  un’  altra  maniera  di  soddisfare 
all’ eijuazione 

z=px  + qy^  F{p,g), 

di  forma  speciale  ed  analoga  a quella  considerata  nel  n*  646. 
Cominciando  dal  diflcrenziarla , si  ha 


dz  ^pdx  -f  qdtj  -{-xdp  + ijdq-\-  -^dp  +^dq  -, 
ma  è sempre  dz  — pdx  + gdy  , dunque 

(*  + |^)‘4-  + (y+0rfy=o. 

Or  a questa  equazione  può  soddisfarsi  in  due  modi:  1*  po- 
nendo p = yi  e g=B , dove  A e B esprimano  due  costanti 
arbitrarie , e in  tal  modo  si  ha  l’ equazione 

z = Ax  + By-\-  F{A,B), 

che  rappresenta  un  piano  variabile  secondo  una  legge  de- 
terminata dalla  forma  della  funzione  F -,  2“  stabilendo  le 
due  equazioni 


I A 


la  mercè  delle  quali  e dell’  equazione  proposta  eliminando 
/)  e y,  si  riesce  ad  una  equazione  senza  veruna  costante  ar- 
bitraria , e senza  funzione  arbitraria  di  alcuna  determinala 
espressione  variabile. 

Sia  per  esempio  l’ equazione 

z=px  + gi/  — cpg  (I) 

col  primo  dei  riferiti  modi  si  'avrò  l’ integrale 

z = Ax-\-By  — ABc.  (2) 

Nel  secondo  modo  poi  ottenendosi  l’ equazioni 
X — ey  = 0,  y — cp  = a , 

r eliminazione  delle  quantità  p e g dalla  proposta  desumen- 
dole da  queste  due,  ne  darà  l’altro  integrale 

cz  — xy  = Q.  (3) 

Or  questo  sembra  una  soluzione  singolare  della  proposta 
equazione  (1) , almeno  nel  senso  che  non  è possibile  desu- 


Digitized  by  Google 


S78 


ELKIUENTI 


mere  l’equazione  (3)  esprimenle  una  paraboloide  iperboli- 
ca , dall’  equazione  (2)  che  dinota  un  piano , mediante  par- 
ticolari valori  costanti  A g B. 

699.  La  funzione  arbUrarìa  senza  di  cui  l'integrale  di 
un’  equazione  difTcrcnziale  parziale  non  sarebbe  completo  , 
cessa  di  essere  arbitraria  quando  alcun’ fl//ra  condizione  si 
aggiunge  a quella,  die  l’integrale  completo  sottoposto  alle 
regole  della  difl'erenziazionc  debba  soddisfare  all’  equazione 
differenziale  parziale;  nò  quest’ a//ra  condizione  potrebb’ es- 
sere; che  quando  x = a ed  y=^b  fosse  z = c,  dinotando 
a,b  ,c  (piantità  date.  Questa  condizione  basterebbe  a deter- 
minare ( e Pia  utile  osservarlo  ) la  eostante  arbitraria  che 
dee  trovarsi  nell’  integrale  completo  di  una  equazione  diffe- 
renziale totale  ; c analogamente  a quel  che  fu  detto  nel 
n"  478,  si  può  affermare  che  in  linguaggio  geometrico  equi- 
valga a far  passare  pel  punto  ( o , ^ , c ) la  superficie  espres- 
sa dall’  integrale  completo.  Ma  nell’  integrale  completo  di 
un’equazione  a differenziali  parziali,  la  condizione  che  si 
può  aggiungere  per  determinare  la  forma  della  funzione  9 
( che  altrimenti  resterebbe  arbitraria  ) può  essere  questa  , 
die  quando  si  suppone 

/(ar,?/,z)  = 0,  sia  pure  /’(ar,y,2)  = 0, 

dinotando  / ed  F funzioni  di  forma  assegnata:  e ciò  corri- 
sponde in  linguaggio  geometrico  a far  passare  per  una  data 
curva  , espressa  dal  sistema  di  queste  due  equazioni,  la  super- 
ficie espressa  dall’integrale  completo.  Allora  supponendo  essere 
yV=9(J/)  l’integrale  comnleto  di  cui  si  tratta,  c chiaman- 
do u il  valore  variabile  della  nota  espressione  di  x ,y  ,z 
indicata  da  M , si  hanno  ad  un  tempo  le  Ire  equazioni 

Jtl=u  , f{x  ,y  ,z)  = 0 , F{x  ,y  ,z)  = 0. 

Ur  se  i valori  ò\  x ,y  g z \n  u desunti  da  queste  si  sosti- 
tuiscano nell’ integrale  completo,  avremo  per  ^(m)  una  co- 
gnita espressione  di  « ; e in  essa  basterà  riporre  M al  luo- 
go di  u per  conoscere  la  cercata  espressione  di  in 

X , y G z. 

Serva  di  esempio  l’equazione  px-^qy  = 0,  il  cui  in- 
tegrale completo  è z = C;)  ; e supponghiamo  che  il  co- 
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noide  redo  indicato  ( n‘  369  e 379  ) da  questa  equazione 
debba  passare  pel  cerchio  rappresentalo  dalle  due  altre 

ar  = a , y*  + a*  = A*.  Porremo  ® queste  tre  equazioni 


dandoci  x = a , y = au  , z=V^b'‘ — a*  u*,  l’ integrale  com- 
pleto diverrà 


V' b' — a'u'  = ^{u) , donde  = 

Dunque  sostituendo  questa  espressione  di  « (9  nel  mede- 
simo integrale,  avremo  z = b'  — ° vero,  liljeran- 

do  da  radicali  e da  rotti , 

z*x'  = b*  X* — a*y*  , 

che  è l’equazione  del  conoide  di  Wallis. 


CAPITOLO  XXIX. 

Cenno  di  vari  altri  metodi  in  uso  per  la  integrazione 
deir  equazioni  lineari  a differenze  parziali  , di  primo 
ordine  e di  ordine  superiore. 

700.  Basta  rileggere  il  n’  6S9  per  andar  persuaso , che 
la  somma  di  più  integrali  particolari  di  una  equazione  li- 
neare a differenziali  parziali,  sia  ancor  essa  ( come  già  nelle 
lineari  a differenziali  ordinari!  ) un  integrale  particolare 
della  medesima  equazione.  £ in  simil  modo,  basta  por  mente 
che  la  derivazione  delle  funzioni  esponenziali  riproduce  le 
stesse  funzioni , per  antivedere  che  quando  i coefficienti  di 
una  equazione  lineare  a differenziali  parziali  sono  costanti , 
si  possano  avere  quanti  si  vogliono  integrali  particolari  di 
esse  , supponendo  , analogamente  al  n*  662  , 



dove  ni  ed  n esprimono  costanti  indelerminafe. 
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Infatti , da  questa  supposiziona  risultando 


~ T «2 , 

dx  , ’ dy 

e per  conseguenza 

(/’t  dz  . d*s  dz  d*z  dz 

dx*  dx  dxdy  dy  dy*  dy 


■■  n 


è chiaro  che  la  sostituzione  di  questi  valori  nell’equazione 
lineare  darà  una  equazione  libera  da  z , ed  affetta  sola  dalle 
indeterminate  m ed  n;  talchi*  risultandone  n=J'{m),  sarà 

a = 

un  integrale  particolare  della  proposta  equazione  , e un  al- 
tro di  significato  più  esteso  ne  sarà  , in  virtù  della  prece- 
dente osser\'azionc , 

dinotando  con  2 la  somma  di  quanti  si  vogliano  termini 

della  forma  C , con  valori  costanti  di  C ed  m. 

701.  È cosa  notevolissima,  che  quando  in  virtù  della  men- 
tovata equazione  tra  m ed  n avviene  che  n sia  funzione 
lineare  di  m , vai  dire  n = am  -|-  à , l’ anzidetto  integrale 
particolare  fornisce  subito  l’ integrale  generale.  Allora  infat- 
ti si  ha 

^mx+{atnr^iìy 

ma  questa  somma  diviene  2.  «”*  al  supporre  m , 

e la  stessa , ammettendo  m infiniti  ed  arnitrari  valori  co- 
stanti , può  riguardarsi  come  una  funzione  arbitraria  di  « , 

ossia  di  , e per  ciò  ancora  di  a:  -f  ay  ; dunque  indi- 

cando questa  funzione  con  <f(ar  + oy),  avremo 

a =z  (7e*^q>(  ir -f  «y  ). 

Parimente  avrebbesi 

a=  Cc%(y  + ax), 

Quando  l’ equazione  tra  m ed  n desse  m = o/i  -f-  à ; c se 
ippiù  fosse  à = 0 , basterebbe  scrivere 

z = 9(.y  + 
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£ chiaro  altresì  che  se  vi  abbiano  v valori  lineari  di 
n in  tn , vai  dire  se  l’ equazione  lineare  proposta  sia  del- 
r ordine  v , indicandoli  con 

«.m.+  i,,  a,m,+  6, 

sarà 


a = C.c*‘^?.(ar+o.y)+C,e**^^.(a:4-o.y)H 

equazione  che  racchiudendo  v funzioni  arbitrarie,  può  aver- 
si in  conto  d’integrale  generale  della  proposta. 

702.  Applicando  l’esposto  metodo  all’equazione  di  secon- 
do ordine 


<nz  ,«T* 


(a) 


trovasi  fra  m ed  n 1’  equazione 

m* s=  o*n* , donde  m=±an: 
con  che  l’ integrale  generale  sarà 

2 = <?.(y + <Mr)  + — oar). 


In  questa  equazione  le  funzioni  indicate  da  9,  e 1^1,  sono  come 

abbiam  detto  arbitrarie,  come  a dire  l/  , log,  seti,  eoa,  ec.  ; 

ma  le  medesime  tornerebbero  di  forma  determinata,  quando 
per  un  valor  particolare  di  x si  conoscessero  i valori  as- 
dz 

sunti  da  2 e ^ in  funzione  di  y.  Supponghiamo  per  esem- 


pio, che  per  a:  = 0 le  forme  assunte  da  2 c ^ siano  rispet- 
tivamente fi{y)  c J',(y).  Le  funzioni  (f.  e 9,  dovranno  sod- 
disfare alle  condizioni 


9.(y)+9.(y)=/.(y),  f. '(//)  — <f.'(y)  = ^/.(y)- 


(a)  È questa  la  prima  eqiiaztono  a difTerenze  parziali  di  secondo 
ordine  che  sicsi  presentala  ai  geometri  , c serve  ad  esprimere  il  moto 
di  una  corda  in  vibrazione. 
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Integrando  i due  membri  di  quest’ ultima , e rappresentando 
l’integrale  indefìnito 

Jf,(y)dy  con  F,{y),  sarà  — '?>.{y)=  ^^.(y)+ C, 

ove  C dinota  una  costante  arbitraria.  Or  da  questa  equa- 
zione , e dalla  prima  delle  due  precedenti  si  desumono 

2?.(»)=/.(y)+ì^.(y)+c. 

ossia,  riponendo  y-\-ax\n  vece  di  y nella  prima,  ed  y — ax 
in  vece  di  y nella  seconda  , 

S^{y-*-ax)+  ^ F,(jrHiar)-t-C 
^.(y  + oa:)  = 

/,(y— a*)— ^ /’,(y— ox)— C 
q>.(y-aa:)  = ^ 

c però  il  valore  di  z,  capace  di  soddisfare  a tutte  le  con- 
dizioni sarà , 

/‘.(v-t-gg)-h/’.(y  — , ^.(y  + ax)— F«(y  — ax)  ^ 

2 2a  * 

703.  Se  la  proposta  equazione  a coeilicienti  costanti  avesse 
un  termine  costante  isolato,  cioè  a dire  se  avesse  per  esem- 
pio una  delle  forme 

// -I- z -I- ^ + ec.  = 0 , a:  + $ -f  ec.  = 0, 

ax  ay  dx 

si  comincerebbe  dal  porre 

H z = Z , o pure  ~ = Z , 

e la  determinazione  di  Z ( dopo  di  che  quella  di  z è visi- 
bilmente facilissima)  rientrerebbe  nelle  cose  già  dette. 

704.  Osscn'ando  che  nella  formola  ( n"  699  ) 

j _ V. 
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C potrebbe  avere  la  forma  e che  S può  anche  dinotare 

la  soma  degl’ infiniti  valori  assunti  da 

tra  due  valori  qualunque  di  m , è chiaro  potersi  anche 

scrivere 

a . dm . . 

E questa  osservazione,  combinata  con  dei  noli  integrali  de- 
finiti , serve  talora  ad  esprimere  z con  tali  integrali  defini- 
ti , che  presentano  una  funzione  arbitraria  di  2: , v e della 
variabile  a cui  siffatti  integrali  si  riferiscono  : eh’ e quanto 
dire  somministra  la  soluzione  generale  della  proposta  equa- 
zione. 

Per  esempio  l’equazione  (t) 

con  supporre  z = e"*'^“^  dà  la  relazione  ms=n',  e quin- 
di ( n”  699  ) z = 2.  Ce^'^.  (2) 

Ora  , avendo  noi  ( n®  563  ) 


(3) 


questa  equazione  ci  mette  nello  stato  di  ridurre  ad  espres- 
sione di  primo  grado  in  n l’esponente  di  e neH’equazione  (2), 
dopo  di  che  si  rende  facile  introdurre  una  funzione  arbitra- 
ria. Infatti , cangiando  <v  in  od  — nV^ y nell’  equazione  (3) , 
avremo 

p 00  _ j/-  ^ 

J — 00 


donde 


i/;./-oe 

e quindi  sostituendo  in  (2)^ 


t /•  00  — 


dx , 


00  — K* I 


»dx. 


Ma  la  somma  degl’  integrali  di  quante  si  vogliano  funzioni 


Digitized  by  Google 


ELEMENTI 


584 


difTerenzìali  è identicamente  la  stessa  che  l’integrale  della 
somma  di  tali  funzioni , dunque 


y:, ./  -00 

2 ^gn(x4-s«)l/y  ) 


da> 


Ma  essendo  arbitrarie  le  costanti  n e Cla  sommaS.C’e"^*^***^^') 
pub  riputarsi  equÌTalenle  ad  una  funzione  arbitraria  9 di 

x-\-2fXiVy,  dunque  sostituendo  tal  funzione  9(a:+2(»|/y) 
a quella  somma,  avremo  finalmente 

2 = ^ 9( ar  + 2®  l/y  ) c~*’V®. 

Osservando  che  potevamo  egualmente  cangiare  oo  in 
00  nl/y  nell’ equazione  (3),  può  scriversi  ancora 

2 = ^ — 2®  l/y  ) e“"*rf®  ; 

e meglio  di  ciascuna  di  queste  espressioni  di  2 conviene  la 
loro  scmisomma 

2 = ^y^“[9(ar  + 2®|/y)4-9(a:— , 

la  quale  si  applica  sotto  forma  reale  ai  valori  negativi  di  y 
sì  bene  che  ai  positivi  ; stante  che  i termini  i quali  diven- 
gono immaginari  quando  y ò negativa , si  distruggono  a 
vicenda. 

705-  Supponiamo  ora  che  gl’ integrali  dell’ equazioni  a dific- 
renze  parziali  si  vogliano  esprimere  con  serie  ordinale  secon- 
do le  potenze  di  una  delle  variabili  indipendenti.  A tal  fine  si 
suol  ricorrere  alla  formola  di  Taylor  o a quella  di  Stirling,  e 

rzialmenle  quest’  ultima , la  quale  allorché  2 é funzione 
X e y , e vuoisi  risolvere  in  una  serie  ordinala  secondo 
le  potenze  successive  di  y , si  può  scrivere  sotto  la  forma 


-|-  ec. 


DIoitii-* 
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Noi  l'applicheremo  primamente  alla  equazione 


d'z  _ 
dxdy~^  ’ 


(1) 


m 


che  ha  un  integrale  particolare  evidente  nell’  equazione 

e un  altro  infinitamente  più  esteso  nella  serie 
indicata  per  compendio  da 

dove  C ,m  ,n  possono  essere  costanti  qualunque , salva  la 
condizione  mn^l, 

L’ equazione  (1) , scritta  sotto  la  forma 

d— 

^=2,  ci  dà  ^dx==zdx-, 
dunque  ponendo  ^ = 0 sarà 


e integrando  per  rapporto  ad  x avremo 
L’  equazione  (1)  dà  puro 


d*z 


d^z 


dx*dy*  dxdy  ' 


d* — 
dy' 

ossia  -j  ■ ■ = z 

dar 


(a)  Si  noti  che  dovrebbe  farsi  y = 0 dopo  aver  preso  il  differen- 
. dz  . 

siale  di  ^ rispetto  ad  ar  ; ma  siccome  nel  prendere  tal  dilTerensiale 

la  y è tenuta  costante,  cosi  torna  indilTerente  il  supporre  y = 0 pri- 
ma di  eseguire  la  diSerensiatione.  Sarà  bene  rendersene  persuaso  con 

alcuni  esempi  come  sen.r.cosy,  ec.  presi  per  espressioni  di 

dy 

74 
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Dunque  ponendo  ,y  = 0 sarà 


dx*=  z„dx' , 


e per  conseguenza 

Similmente  troverebbesi 


(1^  ) = ///=;.*■,  (^)  oc. 

con  che  sostituendo  nella  precedente  formola  di  Stirling  , 
avremo  per  la  richiesta  funzione  z capace  di  soddisfare  al- 
l’equazione (1)  la  serie 

z = Zo  + yfzodx  + Yjffzodx^  + -^^fSf^odx*  -f  ec. 

Essendo  poi  Zo  una  funzione  di  x non  assoggettita  a veruna 
condizione , vai  meglio  indicarla  con  la  funzione  arbitra- 
ria 9(0;)  scrivendo 

= ¥.^)-\-yMx).dx+  ^ff^{x).dx'+  j~f/h{x).dx'  +ec. 


Sotto  questa  forma  l’ integrale  dell’  enuazione  (1)  non 
sembra  contenere  che  la  sola  funzione  aroitraria  (^(x) , la 
quale  esprime  il  valore  di  z per  y = 0.  Ma  bisogna  os- 
servare'clic  ciascuna  delle  integrazioni,  infinite  di  nume- 
ro, indicate  nello  sviluppo,  introduce  ( n°  6^  ) delle  costanti 
arbitrarie  moltiplicale  per  delle  potenze  di  r ; e che  però 
il  sistema  di  tutti  questi  prodotti  equivale  ad  un’  altra  fun- 
zione arbitraria. 

706.  Applichiamo  ancora  la  formola  di  Stirling  alla  c- 
quazione 

- = ^.  (1) 

dy  dx'  ^ 


Il  semplice  caugiaineiilo  di  y in  zero  in  questa  equazione 

= esprimendo  come 

nell’ esempio  precedente  con  <Sf{x)  la  funzione  di  x indicata 
da  z„. 
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Inoltre  l’ equazione  (I)  ci  dà 


d'z 

dx'dy 


dz 
dx*  ■ 


d^z 

dx* 


onde  al  supporre  y = 0 ne  vione 


V'V  A 


y=o 


dx* 


c siniilnienle  possono  aversi 

Adunque  sostituendo  nella  formola  di  Stirling,  avremo 


y' 


z = <f(x)  + y.(p"(a:)  + 9”(ar)  + ec. 

Questo  sviluppo  di  z secondo  le  potenze  di  y non  pre- 
senta cbe  una  sola  funzione  arbitraria,  cioè  a dire  ^(x)  ; 
ma  lo  sviluppo  secondo  le  potenze  di  x ne  contiene  due , 
senza  essere  più  generale  del  primo.  A ritrovarlo  , la  serie 
di  Stirling  devesi  porre  sotto  la  forma 


-f-  oc. 


--+KI).+o(è).+iS(S).+é;(^). 

dove  Za  indica  il  valore  di  z per  ir  = 0 , e conseguente- 
mente una  funzione  di  y,  cbe  dinoteremo  con  ^{y),  e dee 
stimarsi  arbitraria  ; e taìc  dee  pure  stimarsi  il  cociBcicntc 

di  X , cioè  iti  , perebèa  somiglianza  di  Zo  non  trovasi 

assoggettato  a veruna  condizione.  Ma  non  è lo  stesso  dei  coef- 
cienti  delle  potenze  successive  di  x:  infatti  l’equazione  proposta 
(1  ) col  farvi  x = 0 ci  dà 

\dx'/o  \dy/x^o  dy  dy 
ludi  dctia  4-(y)  l’altra  funzione  di  y indicala  da  (È).. 

r equazione  (I)  diffcrcuziala  rapporto  ad  x ci  dà  sulle  prime 


d‘z 

dx* 


ii^Z 


4. 


dydc  dy 
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e poscia  supponendo  r = 0 


Ancora , differenziando  due  volte  di  seguilo  l’ equazione 
(I)  rapporto  ad  x , troviamo  successivamente 

d—  d — 

d*z  d'i  dx*  A , A 

dtjdx'  dy  dy  dy*  ^ ‘ ’ 


dx* 


/ d*z  \ / d'x\  d*Zo  d*<f{y)  „ . 

presso.  Adunque  sostituendo  nella  formola  di  Slirling  avremo 
z = <f(y)+ j+(y)  + ~9'(y)  + 


dove  si  ritrovano  le  due  funzioni  arbitrarie  9(y)  e ^(y) , che 
esprimono  i valori  presi  da  z e da  ^ allorché  ar=0. 


707.  Termineremo  questo  capitolo  con  la  determinazione 
delle  funzioni  le  quali  completano  l' integrale , limitandoci 
al  caso  in  cui  le  caratteristiche  di  esse  affetlano  una  mede- 
sima espressione  di  t , y e z. 

Ridotto  r integrale  completo  alla  forma 

lx=U^{M)  + K\{]H),  (L) 

supponiamo , a somiglianza  del  modo  tenuto  nel  n°  G99  , 

1.”  che  /(a: , y , z)  = 0 dia  /’(ar , y , z)  = 0 , (A) 

Allora  posto  M=.u,  da  questa  e dall’ equazioni  (A)  si 
avranno  x ,y  ,z  in  « ; onde  sostituendo  in  ( L ) avremo 

1 = !7^(«)+  (1) 

dinotando  V c Cl  funzioni  cognite  di  ».  Similmente  l’ equa- 
zione A/ = » , e r equazioni  (A,)  ci  danno 

I = n,>|.{tt).  (2) 

Or  r equazioni  (1)  e (2)  determinano  9(«)  e \{n)  in  »,  e quindi 
in  X ,y,z  , col  riporre  JI  al  luogo  di  ». 
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SEZIONE  SESTA 


Tlìéetoòo  òeffe  <V^acia»iotii. 


. CAPITOLO  XXX. 

Natura  e ricerca  delle  Variazioni. 

708.  II  così  dello  metodo  o calcolo  delle  Variazioni  k 
per  oggetto , in  quanto  si  riferisce  alla  teoria , il  differen- 
ziare secondo  una  ipotesi  diversa  dall’  ordinaria , espressioni 
analitiche  di  due  o più  variabili  non  tutte  indipcnacnti.  La 
nuova  ipotesi  in  che  si  vuol  differenziare  è,  che  le  relazioni 
che  si  suppongono  esistere  fra  le  variabili  prendano  cangia- 
menti arbitrari  ed  infìnitesimi  ; e i cangiamenti  del  pari  in- 
finitesimi, che  per  effetto  di  ciò  subiscono  le  dette  espressioni 
diconsi  variazioni  di  queste,  e si  notano  colla  caratteristica 
S scritta  innanzi  alle  medesime. 

709.  Importa  moltissimo  l’avvertire  che  le  relazioni  che 
si  suppongono  esistere  fra  le  variabili , anzi  che  esser  note 
sono  propriamente  le  ignote  a .trovare  , in  modo  da  adem- 
piere a date  condizioni.  Quindi  nel  caso  di  due  variabili  x,  y 
aventi  fra  loro  una  relazione  ignota  ed  espressa  dalla  cur- 
va M'MM"  (^.  91  ) , dy  esprimerà  al  solito  il  cangia- 
mento infinitesimo  mr  dell’ordinata  PUl , dovuto  all’aumento 
infinitesimo  Vp=:dx  dell’ascissa  OP  , e non  al  cangiamen- 
to della  cercata  relazione  tra  x e y , ossia  della  curva  ; 
laddove  Sy  esprimerà  per  opposto  il  cangiamento  arbitrario 
e infinitesimo  nascente  da  quello  ddla  relazione  fra  x 
e y,  ossia  della  curva  M'MM"  che  si  cambia  nell’  altra  /z'jtx/*" 
infinitamente  vicina  alla  prima,  c non  dal  cangiamento  del- 
r ascissa  OP  che  potrebbe  restare  invariata. 

710.  Abbiamo  detto  che  nel  cangiamento  della  curva 
M'MM"  nell’altra  l’ascissa  OV potrebbe  restare  inva- 
riata , e non  che  resta  invariata  , perchè  quando  uno  o 
amendue  gli  estremi  M'  ed  M"  della  curva  richiesta  M'MM" 

7» 
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non  sono  dati,  o almeno  non  sono  condizionati  a giacere 
su  date  perpendicolari  all’ asse  delle  x,  bisogna  supporre 
elle  insieme  con  y varii  anche  x , allln  di  esprimere  nel 
modo  indicato  dàlia  fig.  92  che  la  curva  M'MM"  si  can- 
gia nell’ altra  «'?*?*''•  Qncsle  variazioni  inCnitamente  piccole 
ed  arbitrarie  di  y sola  , o insieme  di  z e y , indicale  da 
Ria  { fiy.  91  ),  o insieme  da  TU  c {Jìg.  92  ) si  sarel> 
boro  potute  esprimere  analiticamente  con  t<^(x')  ed  , di- 
notando i un  coellicienle  numerico  inilnilesimo,  c <s^x),  >}.(y) 
due  finizioni  arbitrarie  e indipendenti  fra  loro  ; ma  e invalso 
il  costume  di  indicarle  semplicemente  con  ix  e 3y , come 
piacque  a Lagrangc  che  fu  l’ inventore  del  calcolo  delle  va- 
riazioni. 

71 1 . Parimente  , se  entrasse  in  considerazione  una  terza 

variabile  z , e convenisse  riguardarla  come  un  altra  funzio- 
ne di  a: , la  sua  variazione  si  denoterebbe  con  Sz,  e si  ter- 
rebbe equivalente  ad  ix{z) , dinotando  j((-)  funzione 

arbitraria  di  z.  Ciò  corrisponderebbe  in  linguaggio  geome- 
trico al  cambiamento  di  una  curva  esistente  nello  spazio  in 
un’altra  infinitamente  vicina  e altronde  arbitraria;  se  non 
che,  la  X potrebbe  restare  invariata  quando  le  ascisse  di 
amendue  gli  estremi  M',  M"  della  curva  fossero  date , c 
dovrebbe  variare  con  y e z nel  ‘caso  opposto. 

712.  Nel  caso  stesso  di  tre  variabili  può  darsi  che  conven- 
ga riguardare  una  di  esse  come  funzione  dell’  altre  due  , o 
vero  che  non  s’ abbia  a trovare  se  non  una  sola  relazione  fra 
tulle  tre,  e che  questa  relazione  subisca  un  caugianacnlo  in- 
linitesimo  ed  arbitrario.  Ciò  corrispondo  a far  cambiare  una 
richiesta  superficie  in  un’’  altra  infinitamente  vicina  ; e si 
vede  facilmente,  che  nel  caso  in  cui  c assegnalo  il  contorno  della 
superficie  , o almeno  la  projezione  di  esso  sul  piano  delle 
xtj , basta  ad  esprimere  il  cangiamento  della  superfieie  il 
far  variare  la  z di  5z,  considerando  5z  come  una  funzione 
di  a:  e y,  arbitraria  e di  valore  infinitesimo;  ma  che  in  ugni 
altro  caso  bisogna  far  variare  anche  x e y insieme  con  s. 

713.  Uopo  CIÒ  che  precede,  passando  alla  ricerca  effet- 
tiva della  variazione  (li  una  data  funzione , dislin^er(|mo 
due  casi  ; quello  in  cui  si  tratta  di  funzioni  affette  da  diffe- 
renziali , c quello  che  riguarda  funzioni  affette  da  difleren- 
jiiale  c da  segni  d’integrazione;  tralasciando  siccome  inutile 
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il  caso  delle  funzioni  libere  ad  un  tempo  dal  segno  d , e 
dal  segno  f. 

Ora,  stando  alla  nozione  clic  abbiamo  data  delle  variazioni, 
basterebbe  alla  loro  ricerca  l'uso  delle  regolo  della  did'eren/iazio- 
ne  ordinaria,  se  per  avere  le  variazioni  di  d.r  , dy , d‘y 
bastasse  scrivere  Sete , orfy , W’y  , e se  parimente  ad  aver 

le  variazioni  di  integrali  covac  fydx  , f\/dx* dy* , 

bastasse  scrivere  Ifydx,  + ...  ; perchè  allora 

basterebbe  riguardare  le  quantità 

dx  , dy,d'y,...,  fydx,fV'(lx^  + dy\  ... 

come  variabili  distinte  , e difTerenziare  le  proposte  funzioni 
di  esse  adoperando  la  caratteristica  è in  vece  di  d,  3Ia  sic- 
come una  variazione  non  si  stima  trovata,  se  non  quando  la 
caratteristica  S affetta  immediatamente  le  solo  e semplici  va- 
riabili , cos'i  aH’uso  di  dette  regole  bisogna  unire  quello  di 
due  principii  generali  che  si  enunziano  : 

1. °  la  variazione  del  differenziale  di  ima  funzione 
gualimque,  è identico  al  differenziale  della  variazione  di 
questa  funzione  ; 

2. “  la  variazione  deU  integrale  di  una  espressione 
differenziale  qualunque , è identico  all'  integrale  della  va- 
riazione di  questa  espressione. 

714.  La  verità  di  questi  principii  è una  conseguenza  im- 

mediata degli  altri:  che  il  differenziale  o l' integrale  della 
somma  di  più  funzioni , è identico  alla  somma  dei  diffe- 
renziali o degC  integrali  rispettivi.  Infatti , per  le  variazio- 
ni prese  da  x , y , dx , dy  , d‘y  , ...  una  funzione  U di  esse 
diviene  U + ; dunque  il  dilferenziale  primitivo  dii  diver- 

rà </(£/+ 2^7)  ossia  dU-\-dòU-,  dunque  il  cangiamento,  ossia 
la  variazione  sofferta  da  dU  sarà  dòU : eli  è quanto  dire 
SdU—dàU.  E come  prima  conseguenza  di  ciò  vogliam  no- 
tare , che  siccome  dx  così  del  pari  Sx  debbasi  avere  per 
costante  quando  x è una  variabile  indipendente. 

715.  Questo  principio  apparisce  evidente  anche  dalla  geo- 
metria, nel  caso  di  una  variabile  or  o di  una  funzione  y di 
essa.  Infatti , il  differenziale  dell’  ascissa  , indicato  da  Vp 
{fg.  92  ) nella  curva  primitiva,  è indicato  da  FIiÀr  nella 
nuova  curva  , talché  Idx  = IT'x'  — Vp  ; ma  dall’  essere 
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òj:=On — OP  vien  pure  dlx=d.OTi — </.OP=IT«’ — Vp’, 
dunque  Mx  = d^x. 

E similmente,  il  diOerenziale  dell’ordinata,  espresso  da 
mr  nella  curva  primitiva  diviene  vp  nella  nuova  , onde  la 
variazione  di  esso  è vp  — mr  , vai  dire  Zdy  = vp  — mr  ; 
ma  essendo  hj  = ITpt  — PM  , si  ha  pure 

(By  = d.  ni*  — d.  PM  = vp  — mr  : 

dunque  Sdy  = dóy.  • 

Il  principio  di  cui  si  tratta  vale  ancora  pei  difTcrcnziali  di 
ordine  superiore.  Infatti  abbiamo  pel  secondo  ordine 
Sd'U=^d.dU=dS.dU=ddSU=d'SU]  e così  per  gli  or- 
dini seguenti. 

716.  Veniamo  ora  al  secondo  principio.  Pel  variare  della 
relazione  Ira  x,y,...  l’espressione  differenziale  U diviene 

dunque  l’integrale  fU  diverrà 

f{U-^iU)=fu+siu-, 

dunque  la  variazione  sofferta  da  CU  è flU , cioè  a dire 

sfà^fsu. 

Questo  secondo  principio  si  estende  agl’  integrali  di  or- 
dine superiore , come  il  primo  ai  differenziali  di  simili  ordi- 
ni. Infatti  abbiamo  successivamente 

SffU=Sf.fU=fS.fU=ffSU; 

UffU=UffU=fc.ffU=SfCW,  ec. 

717.  Non  sembra  egualmente  chiaro  il  principio  mede- 
simo quando  si  tratta  di  un  integrale  definito  , ma  lo  di- 
viene ricordando  che  ogn’integralc  può  generalraenlc  riguar- 
darsi ( n“  481  ) come  una  somma  , ed  osservando  che  la 
variazione  della  somma  di  quante  si  vogliano  funzioni  è 
identica  alla  somma  delle  variazioni  rispettive.  In  efTclti  , 
dal  citato  n*  si  a 

nx" 

Jx'  ^ . esprimen- 
do coi  simboli  U^, , U^„  i valori  pre- 
si da  £/^nel  dare  a t quelli  indicati  dax',x'-f  ...x". 
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c nel  dare  i valori  corrispondenti  alle  oltre  variabili  tenute 
come  funzioni  di  x.  Dunque 

^ ff^=  + • • • 

~ ( ^x'+àx  — ^ar/  ) + ( ^x'-\Sx+dx  ~ ^x‘-Hlx  ) + 

( ^'-+-Sa+2<£E  ”^^(ì"+Sìb“  ^x"') 

px"-hix  rr  \ /'*”+*•»  »rr  Px'',T 

“A'4-Sx  ^~Jh> 

la  variazione  essendo  infinitamente  piccola. 

718.  Dopo  ciò  che  precede  la  ricerca  delle  variazioni  non 
sarà  punto  difTicilc. 

1.”  Sia  come  pocanzi  U—f{x,y,dx,dy,d*x,d'y,...), 
dove  supponiamo  per  maggiore  generalità  e per  simmetria  di 
calcolo  , che  dx  sia  variabile  al  p.ari  di  dtj. 

Differenziando  come  se  x ,y  ,dx  ,dy  , d'x,  d^y,  ...  fos- 
sero variabili  distinte  , avremo 

dU=Mdx-^Nd'x-\rP(^Ji-{- 


dU  -,  dU 

dy  ’ '• 


, ,,  dU  ,,  dU 

dove  M — ■■  ) IV  "7^  j 

dx  Q*X 

e cangiando  l’ ultima  rf  in  5 , la  variazione  di  ''(J  sarà 

IU=  Mix  4-  Ndlx  -I \-M,hj+NM^y+... 

719.  2.”  Sia  ora  F =J{  x , y , p , o , r , , . . ) , dove 
p , q ,r , . . . esprimono  per  semplicità  le  derivate  successi- 
ve di  y. 

La  variazione  di  V avrà  da  prima  la  forma 

IV  = Mix  + Nly  Plp  + Qlq  -}-  Klr  -f-  ...  . 

. -,  dp  ,,  dV  „ dr  ^ dv  „ dv 

in  CUI  jV=— ,A'=^,/>=— ,e=-^,/(=-,  ... 

ma  perchè  la  caratteristica  l non  affetti  se  non  due  sole  va- 
riabili , osserviamo  che  variando  le  frazioni 

dxZdy — dytdx  dii/ — pdZx 

dx*  dx  ’ 


P dx 


Ip- 


dp  ' 

^ = Tx^ 

dq 

^ ~ dx 

ec. 


trovasi 


. dxidp — dpidx  dtp — qdtx 

^ dx*  dx  ’ 

dxt  dq — dqtdx  dtq — rdtx 

^ JP  di  ■ 

oc. 
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In  virtù  (li  queste  formolo  le  variazioni  di  r , » . . 

dipendono  rispettivamente  da  quelle  di  di  , di  y , . . . ; 
ma  noi  le  potremo  far  dipendere  tutte  da  quella  di  x e di 
un’altra  variabile  v — ^y — p^x.  Difatti,  colla  introduzione 
di  questa  variabile  avremo 
5y  + u , 


àp 


dp^x  + pdT,x  -4-  dr  — pd^x 
dx 


% = s + ''  s - 7''^*  ) = '■*^1+ è S ’ 


dx 


e la  sostituzione  di  questi  valori  di  Sy , Sp , Sy  j , . . nella 
precedente  espressione  di  darà  a questa  la  forma  sotto 
cui  d(>e  rimanere  per  le  applicazioni. 

720.  3.®  Tornando  al  caso  della  funzione  U,  c supponen- 
dola preceduta  dal  segno  f,  abbiamo  da  principio 


^/U=fS  U=fMòx  +fNd^x  +f  Pd^Sx  -h/Qd’‘Sx-\-  ... 


I primi  due  di  questi  integrali  non  ammettono  una  for- 
ma pili  semplice  , nulla  che  tenga  alla  integrazione  poten- 
dosi clfcttuare  sulle  formolo  3Ilx , M^hj,  per  essere  5x  e 5y 
funzioni  arbitrarie  di  e di  y ; ma  gli  altri  integrali  si 
possono  trattare  colla  integrazione  per  parli  fino  a ebe  x 
e y son  precedute  da  ainendue  le  caratteristiche  d e S.  (ion 
questo  mezzo  si  ha 


J"  IVdSx  ==  Nòx  — J'dJVsx  , 

J PJ*Sxi=f  Pd.dSs  = PJsx  — f dPdSx  = PdSx  — dPSx  ■+■ f d*Pix  , 
f Qd'5x=:fl^d.d^Sx=Qd‘Sx—fdQd*Sx=Qd*Sx—fdQd.dsx- 

= Qd‘Sx — dQdSx-*~f  d*Qdìx=Qd*ix — dQdSx-\-d*  Qdix  — f d*QSx; 


e in  simil  modo 


JN,diy  = A.Sy  — JdN^ny  , 

f P,<PSy=f  P,d.dRy=P^dSy— fdP,dSy=P,dSy^P,Sy-^fd’‘P,Sy  , 
SQ,J‘»y=fQ,d.(PSy=()J’Sy—fdQ,<PSy=Q,d‘Sy—fdQ,d.dSy 

= Qtd‘òy—dQ,dSy  +fd’  Q^dSy=Q^tPriy — dQ,dSy-^d*Q,iy — -/(PQ^Sy. 
Adunque  sostituendo  questi  valori  nella  precedente  espressio- 
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ne  di  ifU,  e raccogliendo  i Icrraini  afTelti  da 
Sx  , dSx  , d'Sx , , dSy  , d‘ltj , ...  avremo 

{N—dP-\-i'Q—  ... ) «ar-h( P-dQ-^ ...  ) d5xM  (>—•..)  d’Sx-i-... 
-t-  (/V, — dP,-\-iPQ, — ...)Sy-h(P, — dS;/-^{Q, — ...)  </'Sy-H... 
-»-/(  iU—dS->rd‘P—d'Q-ir  ...)  8x+-/(J/,—</iV.-l-£/’'A— ...)«y. 

Questa  formola  componendosi  di  due  parti  simili , una 
prodotta  dalla  variazione  di  x,  l’altra  da  quella  di  y , è 
chiaro  che  si  estenderebbe  ad  una  funzione  di  un  numero 
qualunque  di  variabili,  aggiungendole  per  ciascuna  termini 
simili  a quelli  forniti  da  a;  o da  y. 

721.  Se  bisognasse  trovare  la  variazione  dell’ integrale  dop- 
pio si  osserverebbe  (n°  716)  che  Iff  U=Sf.fi=fSfÙ-, 
ed  avendo  già  trovato  1’  espressione  di  ^fV,  basterebbe  in- 
tegrarla di  nuovo  : il  che  imporla  apporre  , senza  più  , il 
segno  / ai  termini  affetti  da  Ix  e hj , ed  applicare  il  me- 
todo per  parti  a quelli  che  presentano  i (lilferenziali  di  Ix  c 5y. 

722.  Quando  V espressione  differenziale  U h capace  di  es- 

sere scritta  sotto  la  forma  Vdx  (come  debb’ essere  acciò  f U 
dinoti  una  funzione  diar),  lo  sviluppo  di  lascia  scor- 

gere tra  le  quantità  che  moltiplicano  Sx  e 5y  sotto  il  se- 
gno /,  una  relazione  die  non  apparisce  dallo  sviluppo  pre- 
cedente di  SJ'U. 

Osserviamo  da  primq  che 

Sf  Vdx  =p  ( Vdx)=f  VdSx+fdx^F=  VSx+f{dxSV—dFóx). 

Ora  pel  n°  719  c per  l’cquazioni  dij—pdx,  dp—qdx,dq=rdx,... 

essendo  * ' . 

dV=Mdx-\-Nd(/-\-  Pdp-\-Qdq-\ — = {M  -\-Np+Pq-\-Qr-\ — )dx , 

sr=[u+Np+p,,+Qv+-)u+Nv+p%^  + ^y£+-, 


sostituendo  a dV  c SV  questi  valori,  avremo 

lfPj^=rSx+fl.Nv+P~  + £d't+...)fy-, 

ma  integrando  per  parti  i termini  che  presentano  differen 
ziali  di  t; , si  à 


fPdv  = Po—fvdP-, 


^ dx  dx  dx  dx 


dx 
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dunque  finalmente 

+/(iVrfr  — )v. 

Or  qui  rimettendo  per  v il  suo  valore  Sy—^pSx,  la  parte 
affetta  dal  segno  f prende  la  forma 

fi  JVdx—dP+d^ )Sy-f{Ndx—dP+d'^^ ) pSx, 

la  quale  fa  palese  che  i coedlcienti  di  Sy  e Sx  hanno  tra  essi 
una  relazione , per  cui  virtù  dello  IT  il  primo , V allro  ri* 
sulla  — Up  ; laiche  se  in  una  quislione  bisognasse  espri- 
mere che  della  variazione  di  fU=f  Vdx  la  parie  soggella 
al  segno  f debba  esser  nulla , sarebbe  iudiflerenle  il  porre 
ad  un  lempo  le  due  equazioni 

M _ dN  -f  (/•/’—  d'^Q  4- ...  = 0 , 

M,—  dN,-\-  tTP,  — d}Q,->r  ...=0  , 

dove  M , N , P , Q , . . . M,  , Nt  , Px  1 Qt  , - • ■ hanno  i si- 
gnificali del  n°  718 , o il  porre  la  sola  equazione 

Ndx  — dP  + d^  — '. . . =0  , 

ax 

dove  i significali  di  N , P , Q , . . > son  quelli  del  n*  719. 

723.  Se  in  si  conlcnesscro  un  altra  funzione  di  d;  e 
le  sue  derivate , indicandole  con  s , />i , . e supponendo 

dF  dF  . dV  , -, 

alla  precedente  espressione  di  If  Vdx  converrebbe  aggiun- 
gere dei  termini  in  iV,  , simili  a quelli  che 

vi  si  trovano  in  NxP,Q,-‘-v.  Con  ciò  la  parte  affetta 
dal  segno  f verrebbe  accresciuta  dell’  integrale 

fiNxdx—dPx+d^-^ )vx  ; 

e quindi , se  una  quislione  esigesse  che  la  parte  affetta  dal 
segno  y della  variazione  di  fU=fVdx  fosse  nulla,  ba- 
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stcrcbbc  porre , a causa  della  indipendenza  tra  o e v, , le  due 
equazioni  simultanee 

Ndx  — dP+d^ = Q,N^dx—dP, =0, 

ax  ax 

che  bastano  a determinare  le  funzioni  y e z.  k queste  due 
equazioni  sono  dunque  da  tenersi  equivalenti  le  tre 

M—dN->f(rP—d*Q+:==(i, 

]\L  —dN.  + 4-  - = 0 , 

3K-dN^ + <pp,-  ip.  + = 0 , 


che  si  avrebbero  (n°  720)  dalla  parte  affetta  dal  segno  f nella 
A’ariazione  dell’integrale  fVdx  lasciato  sotto  la  Torma yZ/: 
le  quali  tre  equazioni  si  prestano  talvolta  più  agevolmente 
all’  integrazione  che  non  le  due  prime. 

724.  Nel  caso  stesso  del  n“  precedente,  supponiamo  che 
le  due  funzioni  y e z Ai  x debbano  soddisfare  ad  una  data 
equazione  ^{x  ,y  ,z)  = 0.  Allora  le  variazioni  Sx  , Sy  , Sz 
non  sono  tra  esse  indipendenti , perche  la  detta  equazione 
dovendo  sussistere  quando  ad  x , y,  z si  sostituiscono  x-f-Sx, 
y + 2 4*  ^2,  ed  essendo  infinitesimi  i valori  di  Sx,  Sy,  Sz, 

^ avrà  luogo  ( n”  104  ) l’equazione 

Or  questa  ci  permette  di  ridurre  ad  una  sola  le  'quantità  v 
e V,  esistenti  ( n°  723  ) nelle  due  parti  delta  variazione  di 
fFdx , soggette  al  segno  f. 

Infatti  , sostituendo  nell’  equazione  (1)  i valori  di  Sy  e Sz 
cavati  dall’  equazioni  v = Sy  — pSx , »,  = Js  — p,Sx , si  à 
da  prima 

+ V)  + ^{pi^X  V.)-0  ; 


ma  questo  risultato  si  riduce  bentosto  a 

|„  + |.,=0.  (4) 

perchè  l’insieme  dei  coefficienti  di  è identico  alla  derivata 

76 
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rispetto  ad  x dell’ equazione  /(x,y,z)  = 0.  Da  un’altra 
parte  , ponendo  per  brevità 


mx-dP->rd^-T--' 

dx 


:L,  — .=Z„ 

aX 


la  somma  dei  termini  sottoposti  al  segno  f nella  variazione 
di  fVdx  diviene  Lv  -j-  Z,e,  ; dunque  sostituendo  in  que- 
sta il  valore  di  t?,  cavalo  dall’ equazione  (2),  tal  somma 
diverrà 

df  ' 


dove  più  non  si  ravvisa  v„  Di  che  segue  , che  se  per  la 
notula  della  quistionc  a cui  serve  la  ricerca  di  ty  e z , co- 
tal  somma  dovesse  esser  nulla , ciò  si  esprimerebbe  colla 
equazione 

T^J  T 

L Li  ~ , ossia 

di  dy 

( Ndx-dP+d  ^ )^={N.dx—dPi  -hd^' ) ^ , 

ax  az  ^ dx  dy 

la  cui  primitiva  unitamente  alla  data  equazione  J{x,  y,  z)=0 
determinano  pienamente  le  funzioni  y c z. 

72U.  Può  darsi  il  caso  che  in  o in  ^ si  contengano 
esplicitamente  i valori  che  prendono  le  variabili  x ,y,  . . . 
nei  limili  dell’ integrale  , cioè  a dire  a:',  y',  ...  or",  y",  ...  Al- 
lora, se  questi  valori  non  son  dati,  la  variazione  di  U do- 
vrà esser  accresciuta  dei  termini 

dU  ^ , .dU  ^ . . dU  ^ . dU  ^ . 

e di  termini  consimili  dovrà  esser  aumentala  la  variazione 
«li  Ma  siccome  le  variazioni  Sx',Sy',  ...Sx",Sy",  ...  so- 
no indipendenti  dai  valori  intermedi  x , y , . . . , esse 
passeranno  fuori  del  segno  J"  nel  prendere  gl’  integrali  dei 
delti  termini  ; epperò  la  variazione  innanzi  trovata  ai  fU  si 
dovrà  accrescere  dei  termini 

-di' + ^yj  ^y  - 

e un  aumento  consimile  dovrà  subire  la  variazione  di  f Vdx, 
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726.  Per  toccare  eziandio  del  caso , in  cui  la  proposta 
espressione  diflcrenziale  sogeetla  a Segni  d’ integrazione  con- 
tenga  più  variabili  indipendenti , supponiamo  che  V espri- 

’ ma  una  funzione  cognita  dia:,y,z,p  = ^,y=^;  e 

cerchiamo  la  variazione  che  subisce  l’ integrale  doppio 

dy  r*  vdx  = r^'dx  n-  vdy . 

Jy^  ^./x,  t/ar.  J y^  ’ 

3uando  la  sola  s prende  la  variazione  òz , che  serve  a in- 
icare  una  funzione  arbitraria  c infinitesima  di  x e La 
relazione  o l'equazione  tra  i valori  che  hanno  x c y nei 
limiti  di  ciascun  integrale  si  suppone  cognita , c tale  che  in 
linguaggio  geometrico  esprima  una  curva  continua  e rientran- 
te ; per  effetto  di  che  ar,  , a:,  , ar» , a*» , y , , yv  po- 

tranno avere  i significati  espressi  nei  numeri  543  e 544  ; o 
la  variazione  che  andiamo  a trovare  apparterrebbe  ad  una 
supcrGcie  di  contorno  dato  in  projezione  orizzontale,  quando 

fosse 

Ciò  posto  , se  facciamo 

dF  ==  Xdx  + Ydy  -f-  Zdz  + PJp  -f-  Qilq  , sarà 
SF—  ZZz  -{-  P^p  + (^q  ; 

_ « </s  </o3  . (/s  dtz  , 

ma  ò/)  = tì 0(7  = Ò-— = — - : dunque 
•*  dx  dx  ' dy  dy  ‘ 

c quindi  ( n‘  716  e 717  ) 

Sf^^’dy  /’*•  Fdx=  dy  IFdx  = 

Di  queste  tre  integrali  doppi  il  primo  non  ammette  ve- 
runa trasformazione  , ma  si  può  applicare  agli  altri  due  il 
metodo  per  parti.  E da  principio  essendo 

/>^  fìx  = r />5s  ]*•  _ , 

J dx  L JA  J dx 
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meltiplicando  per  dy,  e iulegrando  fra  i limiti  avremo 

n-  d,j  r-p^dx=  n-  rfyf  nz  1 *•-  n-dy  r-  ^^zzdx. 

•/y.  CTX,  dx  ,/y,  J*1  t/y,  »/ir,  dx 

Riguardo  poi  al  terzo,  convien  prima  osservare  ( n**  544  ) che 

c dopo  ciò  essendo 

con  moltiplicare  per  dx,  e integrare  rispetto  a a:  fra  i limi- 
ti 2:  c ^ , avremo 

Unendo  ora  i due  risultati  e l’ integrale  doppio  di  IZzdxdy, 
ed  osservando  ( n“  544  ) che 

/■'-*  n-iSz-^,j^  n-dy  r-fizdx, 

t/*.  c/y.  dy  Jy,  ^Jx,  dy 

avremo  Gnalmente 

"y/::  = fi-  "y  [ ]::  +/:-  1: 


CAPITOLO  JiXXI. 

Uso  delle  variazioni  in  un  nuovo  genere  di  massimi 
e minimi. 

727.  Nei  massimi  c minimi  comuni  si  dà  la  forma  di  una 
funzione  di  una  o più  variabili , e si  cerca  quali  valori  di 
queste  corrispondano  al  massimo  od  al  minimo  della  fun- 
zione. Ma  vi  à delle  quistioni  nelle  qnali  non  si  dà  che  una 
espressione  differenziale , che  racchiude  più  variabili , altre 
inmpendenti  altre  funzioni  incognite  di  esse  ; detta  espressio- 
ne e inoltre  soggetta  a segni  d’ integrazione,  da  effettuarsi  tra 
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limiti  or  fissi , or  variabili  con  certe  condizioni  : e trattasi 
di  determinare  le  funzioni  incognite  per  modo,  che  il  propo- 
sto integrale  divenga  un  massimo  o pure  un  uiiaimo.  Dun- 
que la  diversità  ebe  da  prima  si  scorge  tra  questi  nuovi 
massimi  o minimi  e i primitivi  consiste  in  ciò,  che  le  inco- 
gnite a ti'ovarc  non  sono  valori  determinali , ma  in  vece 
funzioni  delle  variabili  indipendenti. 

Per  Gssare  le  idee  e per  semplicità , nei  massimi  e mi- 
nimi dei  quali  tratteremo  si  supporrà,  che  l’ espressioni  sog- 
gette ai  segni  d’ integrazione  non  contengano  che  differenziali 
o derivate  di  primo  ordine  , talché  le  P , Q j P, , Q, , 
del  n°  720  saranno  nulle , egualmente  che  nulle  saranno  le 
Q,  R,  ...Q.,Rr,  ...  dei  n'  722  e 723. 

728.  Il  metodo  a seguire  per  la  ricerca  di  questi  nuovi 
massimi  o minimi  è in  generale  lo  stesso  che  pei  massimi  o mi- 
nimi ordinari:  si  suppou^no  cognite  le  funzioni  richieste  , 
e avendo  indicate  coi  simboli  x , y , z , ...  le  variabili  indi- 
pendenti  e le  funzioni , si  fanno  per  vieppiù  generalità  va- 
riar tutte  di  quantità  inGnitesime  ed  arbitrarie  Sx,  Sy,  Szj 

e l’essenziale  sta  in  esprimere  debitamente,  che  l’integrale 
proposto  diminuisca  se  debb’  essere  un  massimo  , c cresca  se 
debo  essere  un  minimo.  Ma  questo  equivale  a dire  che  qua- 
lunque sieno  i segni  e i valori  inGnitcsimi  delle  variazioni 
Sx  , Sy  , Sz  , ...  il  Mal  cangiamento  dell’integrale  sia  costan- 
iemerUe  negativo  nel  caso  del  massimo , e costantemente  po- 
sitivo nel  caso  del  minimo  : dunque  la  parte  di  questo  total 
cangiamento  , la  qual  non  racchiude  nè  le  potenze  nè  i pro- 
dotti delle  variazioni  Sx  ,Sy  ,Sz , , e che  costituisce,  la 

variazione  innanzi  trovata  dell’integrale , dotmà  generalmente 
parlando  esser  nulla  ; perchè  dessa  muterebbe  segno  colle  •«. 
variazioni , e lo  farebbe  mutare  a quei  total  cangiamento. 

La  della  condizione  dovendo  in  generale  veriGcarsi  egual- 
mente pel  massimo  e pel  minimo  , converrebbe  distinguere 
l’un  dall’altro  mediante  il  segno  dell’insieme  dei  termini,  che 
nel  mentovato  cangiamento  totale  dcH’integrale  sono  di  secondò 
grado  per  rapporto  alle  variazioni  Sx,  Sy,  Sz,  ...  ; ma  d’ordi- 
nario la  natura  stessa  della  quistionc  fa  conoscere  qual  dei 
due  possa  aver  luogo  , e di  tal  fatta  sono  le  quistioni  tolte 
ad  esempi  nel  capitolo  seguente. 

729.  Ciò  premesso  , nel  caso  di  una  sola  funzione  ignota 
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y la  variazione  dianzi  trovala  ( n“  720  \ conlicno  due  specie 
(li  termini,  altri  liberi  dal  segno y*e  della  forma  JI^x-\-KhK 
i quali  ancora  debbonsi  prendere  da  x'  c y'  sino  ad  e yr'\ 
altri  soggetti  a quel  segno  c incapaci  di  esserne  liberati , 
perchè  le  variazioni  Sx  e Sy  tengono  le  veci  di  funzioni  di 
a:  e di  y , che  per  la  natura  della  quistione  debbono  restare 
indeterminale.  Dunque  ripugna  eguagliare  a zero  tutta  la  va- 
riazione , e convicn  mettere  parlitainente 

rfA-)  sx = 0 '(  ) jy = « i 

ma  questi  due  integrali  non  possono  esser  nulli  indipenden- 
temente da  Sx  e Sy  senza  supporre 

JI/  — dA^=0,  JA— rf:V.  =0, 

dunque  queste  due  equazioni  difTercnziali , che  contengono  x 
e y in  istato  di  quantità  variabili  da  x'  e y'  sino  ad  x"  e 
y",  c che  altronde  sappiamo  ( n"  722  ) esser  equivalenti  ad 
una  sola , son  quelle  che  mediante  l’integrazione  determina- 
no y in  funzione  di  a:  e di  due  costanti  arbitrarie. 

730.  Consideriamo  ora  l’equazione 

Jl'Sx'  + K'Sy'=  H"Sx"  + K "Sy" , 

che  pu()  chiamarsi  equazione  ai  limiti , perchè  non  contie- 
ne le  variabili  generali  o correnti  x c y,  ma  sì  bene  i va- 
lori che  queste  hanno  nei  limiti  dell’ integrale. 

Supponendo  ( come  ordinariamente  avviene  ) che  non 
v’abbia  relazione  data  tra  un  limite  e l’ altro,  la  detta  equa- 
zione dovrà  primamente  spezzarsi  nelle  due 

( X'  ) Jl'Sx'  + K'Sy'  = 0 , U"Sx"-\-  K"S,y"=  0 ( X"  ); 

in  ordine  poi  a ciascuna  di  queste  , sono  due  i casi  più 
ovvi  a verificarsi,  c noi  li  dichiareremo  sulla  prima,  valen- 
do lo  stesso  per  la  seconda. 

731.  11  1“  caso  è quando  x'  e y'  son  quantità  date.  Al- 
lora Sx'  e Sy'  essendo  palesemente  nulle , da  un  canto  l’ e- 
quazione  di  cui  si  parla  è soddisfatta  da  sè  , c da  un  altro 
si  ha  per  determinare  le  costanti  arbitrarie  introdotte  dalla 
integrazione , la  condizione  che  la  primitiva  completa  debba 
sussistere  quando  por  a:  e y si  sostituiscono  x'  c y', 

732.  11  2”  caso  ha  luogo  quando  x'  c y'  non  son  date, 
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raa  è data  solamente  una  relazione  Ira  esse.  Esprimendo 

3uesta  coll’Muazione  F{x',y')  = 0 , e supponendo  che  rac- 
ìanle  la  diflcrenziazione  se  ne  desuma  dr^  = k'dx' , sarà 
pure  Sy'=k'Sx',  e l’cauazione  (X')  di  cui  si  tratta  darà 
fi'  + A'k'  = 0 , perche  ix'  dee  rimanere  indeterminata. 
Sicché  in  questo  caso  per  determinare  x',  y'  e le  due  costanti 
orbitrarie  introdotte  dalla  integrazione , avremo  l’ equazioni 

F{x',y‘)  = 0,  J/'  + £'k'  = 0, 
e r altra  che  nasce  sostituendo  x'  c y'  ad  x e y nella  pri- 
mitiva completa. 

733.  Sembra  in  amendue  i casi,  che  il  numero  delle  ignote 
a trovare  non  eguagli  quello  delle  equazioni  che  debbono 
aver  luogo  ; ma  ciò  avvieoe  quando  si  considera  un  sol  li- 
mite , poiché  considerandoli  amendue , si  appalesa  bentosto 
r eguaglianza  di  un  numero  all'  altro.  Le  ignote  son  due , 
c sono  propriamente  le  costanti  introdotte  dalla  integrazione, 
quando  per  ambidue  i lìmiti  à luogo  il  1°  caso;  sono  quat- 
tro, cioè  le  dette  due  costanti,  ed  x',y'  o pure  x" , y“ , 
quando  per  un  limite  à luogo  il  1°  caso  e per  l’ altro  il 
2"  ; sono  finalmente  sei , cioè  le  due  costanti  cd  x',  y',  x",  y" 
quando  à luogo  il  2°  caso  per  amendue  i limiti. 

734.  Per  ragioni  analoghe  a quelle  addotte  nei  tre  n‘  pre- 
cedenti , se  le  funzioni  richieste  di  x sono  y c z,  e debba 
essere  un  massimo  od  un  mìnimo  l’ integrale  che  ne  dipen- 
de, r equazioni  dìfiercnziali  che  determinano  quelle  funzioni 
saranno  due  qualunque  delle  tre 

M—  rfTV  = 0 , i/,— 0 , d!V,  = 0. 

733.  In  tale  ipotesi  le  quattro  costanti  che  vengono  intro- 
dotte dalla  integrazione  si  determineranno  dalle  altrettante 
equazioni  che  nascono  sostituendo  nelle  primitive  ora  x“,  y',  z', 
ora  x",y",z"  invece  di  ir,y,z,  quando  per  1"  caso  rela- 
tivo ai  limiti  si  ammetta  che  questi  sieno  aait. 

736.  Nella  ipotesi  medesima,  siccome  le  variabili  sono  tre, 
può  avvenire  che  per  uno  o per  tutti  due  i limiti  non  sian 
dati  i corrispondenti  valori  di  x ,y , z , ma  invece  siano  da- 
te due  relazioni , od  una  sola  tra  essi  valori , talché  in  tutto 
dobbiamo  ammettere  tre  casi,  dei  quali  si  é considerato  il  l”. 
Nel  2°,  supponendo  espresso  le  duo  date  relazioni  tra 
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x',y',z'  dalL’equazioni  /'(ar',  y',  2')=0,  /’ Ja;',  y',  a')  =0 , 
e da  queste  mediante  la  aifTcrcnziazione,  e l’eliminazione  ora 
di  dz'  ora  di  dì/,  supponendo  cavate  le  altre 

dy'  = k'dx',  dz‘—  l'dx',  avremo  2y'=  klx',  Sz'=  fóx'. 

Quindi  r equazione  al  primo  dei  limiti  ( supposti  sempre  in- 
dipendenti un  dall’ altro),  la  quale  si  esprime  da 

JI'Sx'-^-  K'Sy' L'Sz' = 0 , 

divenendo  {IJ'+rk'-{-L'l')Sx'  = 0 darà  JI'-\-rk'+L'l'==0; 
c cosi  per  determinare  x',  y',  z‘,  e le  quattro  costanti  intro- 
dotte dall’ integrazione  , avremo  l’ equazioni 

F{x',y',z')  = 0,  F,{x',y‘,z‘)^0,  IJ‘+£'k'+L'l'=:0, 

e le  due  che  nascono  sostituendo  x',  y',  z'  invece  di  x,  y,  z 
nelle  duo  primitive  complete.  In  vero  l’ equazioni  son  cinque 
mentre  le  ignote  son  sette  ; ma  dovendosi  aver  riguardo  al- 
r altro  limite , le  ignote  saranno  dicci  cen  altrettante  equa- 
zioni se  anche  per  1’  altro  limite  avrà  luogo  il  caso  in  paro- 
la ; c se  per  l’altro  limite  saranno  date  x",y",z",  l’ equa- 
zioni saranno  sette  come  le  ignote  , avendosi  due  altre  equa- 
zioni con  sostituire  x",y",z"  in  luogo  di  x,y,z  nelle  pri- 
mitive complete. 

737.  3®  Finalmente , nel  caso  di  una  sola  relazione  tra 
x‘,y',z',  la  supporremo  indicata  da  F{x‘,  y',  z' ) = 0 -,  e 
da  questa  potendosi  desumere  un’equazione  della  forma 

dz'=  m'dx'  + n'dy',  avremo  ancora  Sz'  = m'Sx'  -}-  n'Sy' , 
c con  ciò  r equazione  al  primo  limite  diverrà 

( //'-f  L'm'  ) Sx'+  ( K'+  L'n'  ) Sy'=  0 ; 

ma  ix'  e 5y'  debbono  rimanere  arbitrarie  e tra  loro  indi- 
pendenti ; dunque  bisogna  porre  separatamente 

IF+  L'm'=  0 , £•+  L'n'=  0 ; 

e quindi  in  questo  3®  caso , come  nel  precedente , per  de- 
terminare le  medesime  sette  ignote  avrem  pure  cinque  equa- 
zioni , che  sono 

F{  x',  y',  2'  ) = 0 , B'+  l'm'=  0 , F'+  L'n'=0, 

o le  due  che  nascono  dalle  primitive  complete  mediante  la 
sostituzione  di  x',  y',  z'  in  luogo  'di  x ,y  , z. 
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Avviene  ancora  in  miesfo  caso  , die  le  ignote  sembrano 
in  maggior  numero  dell’ equazioni  che  occorrono  a determi- 
narle ; ma  6 facile  vedere  incdianle  la  considerazione  doU’al- 
tro  limile  , che  in  luUe  le  sci  combinazioni  che  posson  farsi 
dei  tre  casi , il  numero  delle  ignote  pareggia  sempre  quello 
dell’ equazioni.  L’uno  e 1’ alfro  numero  è dieci  quando  per 
ninno  dei  limili  à luogo  il  1"  caso. 

738.  Quando  si  traila  dell’  integrale 

ffydxdy  —ffdxdyf{  x,y  ,z,p,q) 

considerato  nel  n”  726,  bisogna  por  mente  alla  impossibiliti 
di  ridurre  ad  integrale  semplice  l’ integrale  doppio  facicnte 
parte  della  sua  variazione  , ed  alla  impossibilità  di  liberare 
dal  segno  f i due  integrali  semplici  facienli  anche  parte  di 
detta  variazione.  Da  ciò  nasco  che  questa  variazione  non  po- 
trebbe esser  nulla  senza  porre  separatamente  le.  tre  equazioni 


ma  siccome  le  due  prime  sussistono  pei  soli  valori  che  han- 
no x e y nei  limili  degl’integrali,  mentre  la  terza  sussiste 
per  tutti  i valori  ùi  x c y compresi  tra  quelli  appartenenti 
ai  limili,  così  quest’ ultima  sarà  quella  che  determina  qual 
funzione  sia  z di  x e y ; ed  essendo  una  equazione  a deri- 
vale parziali  di  secondo  ordine  , la  sua  primitiva  completa 
racchiuderà  due  funzioni  arbitrarie. 

739.  Le  due  equazioni  ai  limiti  si  troverebbero  soddisfatte 
da  sè  stesse,  quando  5z  fosse  nulla  per  tutti  i valori  che  x e y 
Anno  in  essi  limiti  ; e ciò  si  verilica  palesemente  quando  in 
linguaggio  geometrico  son  date  non  le  sole  projezioni  delle 
lince  , sul  piano  xy  , ma  queste  linee  esse  stesse  , le  cui 
projezioni  sul  detto  piano  si  supposero  rappresentate  nel  n”  726 
dai  valori  di  x e y nei  limiti  di  ciascun  integrale.  In  que- 
sto caso  dunque  le  nominale  due  funzioni  arbitrarie  debbonsi 
poter  determinare  ( se  il  problema  può  esser  risoluto  ) me- 
diante la  condizione,  che  la  superficie  espressa  dalla  primiti- 
va della  terza  equazione  passi  per  tali  due  linee  ; come  nel 
n"  699  si  potè  determinare  1’  unica  funzione  arbitraria  che 
quivi  trovavasi  nella  primitiva  , facendo  passar  la,  superficie 
rappresentala  da  questa  per  una  sola  curva  data. 

77 
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740.  Prima  lU  venire  nel  capitolo  seguente  agli  esempi 
tratteremo  ancora  del  caso  in  cui  un  dato  integrale,  come 
f Vdx  ,ff  Vdxdij  debba  essere  massimo  o minimo,  e nel 
tempo  stesso  un  altro  dato  integrale  f dx  ,ff  fV dxdy  , 
dipendente  dalle  stesse  funzioni  incognite,  aver  debba  un  va- 
lor dato.  In  tal  caso  la  quistione  dicesi  di  massimo  o mini- 
mo relativo  anzi  che  assoluto  ; perche  non  fra  tutte  le  re- 
lazioni possibili  iTh  X a y , o ira.  x ,y  g z , ma  fra  quelle 
sole  die  adempiono  alla  condizione  di  fornire  per  JPydx  o 
per  fffVdxdy  un  valor  dato,  cercansi  quelle  che  rendono 
fVdx  0 ffVdxdy  màssimo  o minimo. 

Ora  una  quantità  che  si  vuol  data,  e parò  costante,  non 
dovendo  punto  variare,  è palese  da  prima  che  dovrà  essere 
nulla  la  variazione  di  ffp'dx  odi  ffìVdxdy,  del  pari  che 
dev’ esser  nulla  (n“  728)  la  variazione  di  J'Vdx  o di  ff  Vdxdy 
per  la  condizione  del  massimo  o del  minimo.  Ma  se  altro 
non  si  facesse  che  uguagliare  a zero  la  variazione  di 
y(  ^ + fV)  dx  o di  F + fF)  dxdy  , non  si  avrebbe 
poi  modo  da  rendere  di  dato  valore  1’ uiio  o l’altro  degl’in- 
tegrali f fVdx  ,ff  fFdxdy  ; perche  le  costanti  arbitrane  in- 
trodotte dalla  integrazione,  nun  sarebbero  più  che  non  furo- 
no eguagliando  a zero  la  semplice  variazione  di  fVdxoAi 
ff  Vdxdy  (essendo  sottinteso  che  IV  non  contenga  derivate 
di  ordine  più  alto  di  quelle  contenute  in  V)  , o frattanto  si 
avrebbe  una  condizione  di  più  a soddisfare,  che  è appunto  quella 
di  dover  1’  uno  o 1’  altro  degl’  integrali  f JVdx  , fffVilxdy 
eguagliare  una  quantità  datai  Ma  se  alla  variazione  di  fVdx  o 
à\ff  Vdxdy  aggiungasi  quella  di  \flVdxo^\  'kfftVdxdy, 
dove  X esprime  una  costante  indcterminala,  e poi  si  eguagli  a 
zero  la  variazione  diy'(  ^-(-X^)r/.r  o A\  ff\V-^\fV)dxdy, 
come  se  si  cercasse  il  massimo  o minimo  assoluto  di  que- 
st’integrali,  si  avrà  una  costante  di  più  a determinare,  che 
è X , come  si  avrà  una  condizione  di  più  a soddisfare. 
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C A i>  l T 0 L 0 XXXII. 

Esempi  Hi  massimi  c inmimi  HipenHcnli  Hai  calcolo 
Helle  variazioni. 


741 . 1”.  lìHrovar  la  linea  Hi  minima  lunf/hrzza  fra  tulle, 
le  possibili  a condursi  da  un  punto  mi  un  altro. 

Inferita  la  linea  richicsia  a Ire  assi  retlangolari  , la  sua 


luiigl)i‘ir/a  è indicata  dall’ inlcerale 


s^fy/Hx^  + Hf  4-  Hz* , 

valutalo  da  x' , y\  z'  ad  x",  y”,  s",  die  si  suppongono  essere 
le  cordinate  dei  due  punti. 

In  <|ueslo  esempio  , volendoci  servire  delle  forniolc  del 
n"  734  avremo 


V — Hx' Hif Hz‘ , e quindi 


tix  d^x  • da 


ay  il  y i*<i 

dU  dU  dz 

yj/,  = ~-  =0 , A . = — . = — • 

US  d z ds 

Dunque  in  virtù  del  n“  citalo,  l’ equazioni  die  determina* 
no  la  natura  della  linea  richiesta  saranno 


rf£=o,  rfi!=o.  rf£=o, 

US  lis  US 


(1) 


e supposto  die  non  sia  Hata  alcuna  relazione  tra  x' , y’,  z' 
e x",y”,z",  dovranno  verificarsi  l’ equazioni  ai  limiti 


dx'  ..  , . dy'  ~ . dz  j . 

— ; dx'-f  — àl/-\ -ÒZ  = \Ì  , 

ds'  ds'  ds' 


(2) 

(3) 


L’ equazioni  (1)  che  sono  di  secondo  ordine,  integratela 
prima  volta  danno  le  altre 

^z=j,±=n,~=^c, 

ds  Us  OS 
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fra  le  quali 


eliminando  nascono  le  due 


B 

C 


= b. 


Queste  poi  sono  di  primo  ordine,  e integrale  di  nuovo  danno 
x = az  + »,  ijz=bz  + 

clic  rappresentano , come  dovevamo  aspettarci , una  linea 
retta . 

Rapporto  a ciascuna  deirequazioni  ai  limili,  ammelteronio 
succcssivamcule  i tre  casi  che  prendiamo  a dichiarare  sulla 
prima . 

Questi  sono:  1"  che  il  punto  {x',  y',  z')  sia  dato-,  2°  che 
tal  punto  debba  stare  in  una  curva  data,  ed  espressa  dall’c- 
qiinzioni  F (x‘ , y' , z')  =0  , F,  {x',  y' , z')  = 0 •,  3“  final- 
mente che  debba  giacere  in  una  data  superficie,  espressa 
dall' equazione  sola  P {x' . y' , z')  — 0.  Si  scorge  pertanto  che 
tali  casi  corrispondono  esattamente  ai  tre  dichiarati  nei  n*  73Iì, 
736  c 737.  rie!  1”  l’ equazione  (2)  è soddisl'alla  da  se. 
Nel  2”  le  11' , IC,  IJ  del  n“  736  eguagliano  rispellivamente 

^ ^ , e quindi  l’equazione  ll'-\-  L‘l'~  0 può 

ridursi  all’  altra 

la  quale  per  i valori  di  k',  V , e por  lo  formolo  conosciute 
esprime  che  la  trovata  retta  esser  dee  normale  alla  curva  data. 
^cl  3°  caso  finalmente,  le  IV,  K',  IJ  del  n’  737  essendo  pur 
espresse  come  nel  2",  l’ equazioni  IV L' m'—^ , A'+Z'«'=0 
di  detto  n°  ci  danno  le  altre 


lo  quali  per  i valori  di  mJ  ed  n',  e per  le  formolo  cono* 
scinto  dinotano  che  la  trovala  retta  denh’ essere  normale  alla 
superficie  data, 

Dunque  ( come  doveasi  attendere  ) il  cammino  più  breve 
tra  due  punii  è la  retta  che  li  unisce  , e dee  trovarsi  nor- 
male ai  luoghi  geometrici  di  essi  quando  i punti  non  sono 
dati. 
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742.  Supponiamo  ora  che  la  richiesta  linea  più  corta  non 
debba  cercarsi  fra  tutte  le  possibili , ma  tra  quelle  esistenti 
sopra  una  data  superficie  curva , espressa  dall’  equazione 
f{x,y,z)  = 0.  In  questo  caso  tra  le  variazioni  lx,ly,lz 
delle  coordinate  dei  singoli  punti  della  linea  richiesta  , sus- 
sisterà quella  stessa  relazione  , che  in  virtù  dell’  equazione 
f{x,y,z)  = 0 sussiste  fra  dx  , dy  , dz  ; epperò  , suppo- 
nendo ridotta  l’ equazione  difTercnziale  di  questa  alla  furnia 
dz  = pdx  -f*  f/dy  , avremo  pure  = pSx  + ySy. 

Or  quella  parte  della  variazione  di  J" U che  rimane  soggetta 
al  segno  J"  quando  le  variabili  sono  x,y,z,  b ( n”  720  ) 

/[  ( J/  - rfiV)  So:  4-  ( M,—  rf.y.  )5y  + ; 

dunque  sostituendovi  i valori  di  Jfl , N , . scritti  nel 

n”  precedente  , e 1’  anzidetto  valore  di  cz  , diverrà 

e non  potrà  esser  nulla  indipendentemente  da  Sx  e Sy  ( co- 
me. in  generalo  debh’ essere  per  l’esistenza  del  massimo  o 
del  minimo  ) senza  porre  le  due  equazioni 


una  qualunque  delle  quali  ( poiché  il  di  loro  accordo  fu  di- 
mostrato nel  n“  724  ) insieme  con  la  data  f{x  , y , z)==0 
determina  pienamente  la  curva  richiesta. 

743.  L’ equazioni  (I)  ci  menano  ad  una  proprietà  solenne 
di  questa  curva.  Esse  infatti  con  supporvi  r/«  costante , e con 
sostituirvi  i valori  di  p ('  q tratti  dall'  equazioni 


dx 


che  sono  (n*104)]c  derivate  parziali  doirequazionc  f{x,y,z)=0, 
divengono 

dt  dz  ds  dx  ’ ds  dz  ds  dy  ’ 
e quindi  se  ne  desume  facilmente  la  doppia  proporziono 

df  d£  . <£y  . tz  ■ 

dx  dy  dz  ds*  ds*  ds*  ' 
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ma  i coseni  degli  angoli  della  normale  alla  superficie  cogli 
assi  coordinati  son  proporzionali  ( n"  3ì)6  ) ai  tre  primi  ter- 
mini , e i coseni  dogli  angoli  del  raggio  di  prima  curvatura 
della  linea  in  parola  coi  medesimi  assi  son  proporzionali 
( n“  34j  ) ai  secondi  Ire  termini;  dunque  un  tal  raggio  coin- 
ciderà colla  normale  , ed  il  piano  oseulalore  della  linea  più 
corta , nel  quale  si  contiene  ( n®  344  ) questo  raggio , sarà 
da  per  tutto  normale  alla  superficie. 

744.  Per  ciascuno  dei  limiti , ossia  degli  estremi  della  mi- 
nima curva,  qui  non  abbiamo  che  due  casi  : cioè  che  sia  da- 
ta , o che  si  trovi  in  una  da/a  linea  tracciata  sulla  propo- 
sta superficie , c per  la  quale  occorre  un’  altra  equazione. 
Nel  1°  caso  f equazione  corrispondente  al  limile  che  si  con- 
sidera c soddisfalla  da  sè  ; nel  2”  poi  avendosi  due  equazioni 
tra  le  coordinale  di  un  tal  limite  , si  ricade  nel  secondo  caso 
della  qiiislione  precedente;  e quindi  si  conclude,  come  ivi,  che 
la  minima  curva  debb' essere  normale  alla  linea  data. 

743.  ir.  Con  qual  arco  di  lungbezza  data  / bisogna  unire  i 
dati  punii  M'  ed  M"  {Jig.  93  ) posti  da  una  stessa  parte 
dell’  asse  OX  , perchè  abliassate  su  questo  le  perpendicolari 
M'P',  M''P",  il  trapezio  mislilineo  P'M'MM'T"  che  ne  risulta 
sia  un  massimo  o pure  un  minimo? 

Qui  riutegrale  da  farsi  divenire  massimo  o minimo,  e 
quello  che  vuoisi  dato  sono  rappresentali  rispettivamente  da 

ft/dx  e fV'dx'+dg^,  presi  l'uno  c l’altro  da  x'  c y'  fino  ad 

x"  e y",  che  sono  le  coordinale  dei  punti  M',  M":  dunque 
pel  n®  740  convien  porre 


ydx  -f-  \V'  dx*-\~  dy')  = 0 , 

dove  X indica  una  costante  indelenninala.  Ora  essendo 
f ==  ydx  -1-  Xl/ dx"‘-\-  dy*,  avremo 

M 


f/r 


ds 


e (piindi 
essere  f 


,,  dii  dU  i.du 

ti  y dt 

l’eijuazione  differenziale  della  curva  cercata 
una  o l’altra  delle  due 

dìj  d = 0 r/a-  — d — *=;  0 , 

df  ' dt 


potrà 
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che  8Ì  accordano  tra  loro  ( n“  722  ).  Or  gl’  integrali  di  que- 
ste sono  palesemente 


e possono  ricevere  Je  forme 


dunque  innalzando  a quadrato  c sommando  , avremo 


L'arco  richiesto  è dunque  circolare,  e le  costanti  A , B 
tornano  determinate  dalle  condizioni  che  dee  passare  pei 
punti  M',  M",  ed  avere  la  lunghezza  /.  Chiamando  c la  cor- 
da M'iM",  si  à per  dcternlinare  il  raggio  X l’equazione 

<?  / 

— = sen 


Trovato  poi  X , i valori  di  ^ e ^ si  potrebbero  avere  dal- 
r equazioni  che  nascono  sostituendo  ora  x' ,y' , ora  x",y" 
in  vece  di  a:  e y nell’  equazione  (1)  ; ma  non  ne  vale  la 
pena  , perchè  il  centro  dovendo  essere  nella  perpendicolare 
sul  mezzo  della  corda,  resterà  determinato  dal  solo  valore 
del  raggio. 

E chiaro  inoltre  che  il  centro  avrà  , come  lo  mostra  la 
figura  , una  posizione  doppia  e simmetrica  rispetto  alla  cor- 
da , e che  il  trapezio  al  quale  appartiene  1’  arco  rivolto  con 
la  concavità  all’  asse  OX  è un  massimo  , laddove  il  trapezio 
cui  spetta  r arco  rivolto  all’  asse  con  la  convessità  è un 
minimo. 

746.  Osservando  che  il  trapezio  massimo  è somma,  e che 
il  trapezio  minimo  è differenza  del  trapezio  rettilineo  costan- 
te P'M' M"P"  e del  segmento  Jl'MM'',  ne  viene  in  conseguen- 
za che  questo  segmento  è sempre  massimo  ; talché  se  la  qui- 
stione  riguardasse  il  segmento  racchiuso  da  una  retta  data 
e da  una  linea  contermine  di  data  lunghezza  , essa  non  sa- 
rebbe suscettibile  che  di  un  massimo,  il  quale  si  avrebbe  nel 
segmento  circolare  di  conia  eguale  alla  retta  data , e di  arco 
avente  la  data  lunghezza.  Or  si  vuole  osservare  , che  questa 
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conseguenza  sussiste  ancora  nel  caso  che  la  lunghezza  del- 
r arco  , e la  posizione  dell’  asse  son  tali  che  il  segmento  ven- 
ga inlersegato  dalle  ordinate  estreme  ; benché  in  tal  caso  il 
trapezio  mistilinco  non  sia  rappresentato  da  fydx. 

Infatti,  dato  che  il  massimo  segmento  sia  M'M.M"  [Jh-  94), 
si  potrà  in  osso  condurre  in  inlmiti  modi  una  corua  fz'fx” 
tale  che  pel  segmento  (a'ÌiIijl"  distaccato  da  essa,  e per  un  al- 
tro asse  ox  convenevolmente  scelto  abbia  luogo  il  caso  pre- 
cedente , cioè  che  (juesto  segmento  non  venga  intersegato 
dalle  ordinate  estrème  , e che  p<’rò  corrisponda  ad  un  inte- 
grale della  forma  fydx.  Or  l’area  totale  essendo  per  ipotesi 
un  massimo  , lo  sarà  pure  quella  di  dello  segmento,  non  fa- 
cendone variare  il  contorno  fMfjt"  ; poiché  se  un  altro  sog- 
menlo  isoperimetro  esser  potesse  maggiore  di 

il  segmento  W f nn" W sarebbe  maggiore  del  primitivo 
M'MiM",  onde  questo  non  sarebbe  più  il  massimo,  contro 
r ipotesi.  Dunque  pel  n”  precedente  l'arco  m'Mm"  S’Urà  circo- 
lare ; il  che  non  potrebbe  avvenire  per  tutte  le  corde  in  tal 
guisa  condotte,  se  tutta  intera  la  curva  M'MM"  non  fosse 
un  sol  arco  di  cerchio. 

747.  lir.  Dati  in  un  piano  l’asse  OX  {Jig.  95),  c i due  pun- 
ti lU',  51"  posti  da  una  medesima  parte  di  esso;  trovar  la 
curva  5I'M.5I",  che  rotando  intorno  al  medesimo,  generi  la 
minima  superfìcie. 

In  questa  ricerca  debb’ essere  un  minimo  l’integrale 

Sryyl/cfe’-j-r/y",  e quindi  fyV' dx'-\-dg' , 
preso  fra  limiti  x‘  ,y'  ed  x“ , y" . 11  perché  , essendo 

U =yV dx*-\-  dy',  avremo 


J/=  ^=0 , v=  ^ = — 

ir  J \r  • dU  ydy 

dy  1/  rfx‘-4-  dy' 


ydf_ 

''  di  '• 

ydy 


dt 


Pertanto  lfU=mx-^lV,hj+f{M—dN)lx+f{M,  - r/.V.)  Sy 
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e r equazioni  che  si  accordano  a darci  la  curva  saranno 

dt  ds 

Or  la  prima  di  queste  conduce  successivamente  alle  altre 


ydx  = Bdg  , \fda*=i  B\dx'-Y  dy*),dx  = - 


Bdy 


r ultima  delle  quali  integrata  coi  metodi  conosciuti , o mc- 
lola 


etodi  conos 

diante  la  formola  del  n°  426  ci  dà 

u . _ B 

, dunque  nvrem  pure 


X — A 


ma 


K/— ^ 


x^A 


B 


- — 1/«*— 


e ",  a quindi 


. y-Vy'-ir‘ 


x—A 


= B ^ 


Sommando  ora  queste  due  equazioni  esponenziali , si  ottiene 
r altra 


. •A  X ' V 

che  esprime  elegantemente  la  natura  della  curva. 

748.  L’equazione  ai  limiti  essendo  soddisfatta  da  sè  , a 
motivo  che  i punti  M'  ed  M"  si  suppongono  fissi , le  co-  * 
stanti  yf  e ^ si  dovranno  determinare  assoggettando  la  cur-  - 
va  a passare  per  questi  punti.  Infine  se  si  ponga  x— A=u, 
l’equazione  della  curva  prenderà  la  forma  semplicissima  : 

che  rimanendo  la  stessa  quando  u si  cangia  in  — u>  dimo- 
stra che  la  curva  è simmetrica  rispetto  a un  nuovo  asse  delle 

78 
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jr/,  come  otj^  distante  dal  primo  per  A,  e che  ha  per  coordinate 
del  punto  situato  in  quest’asse  « = 0,y  = 5.  (a) 

749.  IV".  Fra  tutte  le  curve  piane  e isoperimetre , com- 
prese tra  i punti  M',  M"  (,/fy.  96  ) dati  da  una  stessa  parte 
(li  un  asse  OX,  c posti  euii  esso  in  un  medesimo  piano,  tro- 
var quella  per  la  quale  il  trapezio  mislilineo  P'M'M'T"  ro- 
tando intorno  all’asse  genera  il  niassimo  solido. 

L’ espressione  integrale  del  solido  essendo  ir  Jy'dx  , e 


(a)  È questa  la  curva  che  in  Meccanica  dicesi  catenaria  , da  che 
rappresenta  quella  in  cui  si  piega  uu  tìlo  pesante,  omogeneo  e perfetta- 
mente flessibile  , attaccato  a due  punti  fissi.  Essa  è fregiata  di  molte 
proprietà  riguardevoli  , geometriche  non  meno  che  meccaniche , fra 
l’ altre  di  esser  rcttificahile , quadrabile  , e di  avere  il  suo  centro  di  gra- 
vità più  basso  che  non  sarebbe  per  ogni  altra  curva  della  stessa  lun- 
ghezza. Or  da  quest’ ultima  proprietà,  combinata  col  teorema  di  Guidi- 
no si  desume  che  la  catenaria  risolve  ancora  un  altro  bel  problema  di 
minimo  o di  massimo.  Infatti , secondo  quel  teorema  la  superficie  ge- 
nerata da  una  curva  che  rota  intorno  ad  un  asse  dal  qnale  non  è in- 
tersegata  , eguaglia  il  prodotto  della  lunghezza  della  curva  per  la  cir- 
conferenza descritta  dai  suo  centro  di  gravità.  Ma  supposto  esser  G il 
centro  di  gravità  della  catenaria  M'MM",  la  sua  distanza  GII  dall’asso 
è più  piccola  che  non  sarebbe  per  ogni  altra  curva  contermine  e iso- 
pcrimetra  : dunque  la  catenaria  è quella  che  rotando  intorno  ad  un 
asse  orizzontale  sottoposto  ad  essa  , produce  la  minima  superficie  ; del 
pari  che  pro<lurrebbe  una  superficie  massima  , se  I’  asse  fosse  superiore 
alla  curva. 

Vogliamo  anche  notare  ( senza  peraltro  assoggettarci  qui  alle  prove  ) 
che  B può  ammettere  più  di  un  valore , e che  segnatamente  può  a- 
reme  due  , minori  ciascuno  di  y'  o di  y"  quando  y'=y".  Or  v’i 
chi  pensa  che  in  tal  caso  la  quistione  ammetta  uu  minimo  per,  I’ uno  , 
e un  massimo  per  l’altro  : e ciò  perchè  se  amendue  fossero  minimi  , 
vi  sarebbe  tra  ossi  un  massimo  , o viceversa  : il  che  ripugna  , perchè 
Fsigerebbe  che  B ammettesse  in  vece  tre  valori.  A noi  però  non  sem- 
bra possibile  che  la  superficie  generata  da  un  arco  tutto  convesso  rispet- 
to ad  un  asse  di  rotazione , sia  maggioro  di  quella  che  si  produrreb- 
be da  un  altro  arco  contermine  c comunque  sinuoso,  nel  quale  il  primo 
fosse  contenuto  ; e in  vece  parci  più  conforme  al  vero  che  per  uno 
dei  due  valori  di  B non  v*  abbia  nè  massimo  nè  minimo,  come  certamente 
è possibile. 

Da  ultimo  aggiungiamo  esser  provato  , che  neh  caso  in  parola  ( di 
y'=y")  il  minimo  non  può  aver  luogo  se  il  rapporto  di  M'P'  alla 
metà  di  P'P"  non  sia  eguale  o maggiore  di  1,289... 
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Snella  della  lunghezza  della  curva  essendo  dy', 

ovrà  essere  un  massimo  ( n*  740  ) l’ integrale 

preso  da  sino  ad  x",y". 

Richiamando  le  formole  dei  n‘  722  c 729 , abbiamo 

U=  y'dx  + X*  V'dx'-V  di/  , 

c quindi 

Perciò  le  due  equazioni  ( fra  loro  di  accordo  pel  n*  722  ) 
J/— </vV=0, 
nel  caso  attuale  saranno 

2yrfy  + rf^  = 0,2yrf;r-rf'^  = 0, 

e la  natura  della  curva  richiesta  verrà  determinata  da  una 
qualunque  di  esse. 

Preferendo  noi  di  desumerla  dalla  prima  , integreremo 
questa  , e chiamando  b il  valore,  ignoto  di  y pel  punto  o della 
curva  dove  la  tangente  è perpendicolare  alF  asse  OX,  avremo 

_ \'dx 

di 


Vdx'-\-dy' 

e risolvendo  questa  equazione  per  rapporto  a dx , sarà 


dx- 


(y'-b*)dy 


Un’  altra”,  integrazione  darebbe  x in  funzione  di  y e di 
una  costante  arbitraria  ; ma  questa  integrazione  non  è fatli- 
bile*senza  introdurre  i trascendenti  ellittici  , e noi  ci  aster- 
remo di  effettuarla  , perchè  la  curva  è bastantemente  caratte- 
rizzata dall’ equazione  precedente.  Essendo  poi  fissi  per  ipo- 
tesi i punti  M',  M",  l’equazione  ai  limili,  che  si  compone 
di  termini  moltiplicati  per  ix , e di  termini  moltiplicati  per 
hj , è soddisfatta  da  sè  ; onde  la'  costante  che  introdurrebbe 
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la  nuova  integrazione , e i due  parametri  i e X si  determi- 
nerebbero assoggettando  la  curva  a passare  pei  punti  dati 
M',  M",  e ad  avere  tra  questi  una  data  lunghezza,  (a) 

7Ì)0.  V**.  Trovar  la  curva  in  cui  l’ integrale 


/ 


|/2(s  — a') 

valutato  da  Gno  ad  a''  sia  un  minimo. 

In  questo  esempio  abbiamo 

1/ di*  d* 

^ |/2Ca-1J)  “ ' 

ponendo  per  brevità  K2  ( z — z'  ) = u.  Dunque 

nr  n ni 

'^=s=®’-^=fì=;s;’ 

j/-2?=o 

Ju  I—  — V j / r I—  . , 

Éfy  tt  y uas 

-,  </t7  </»  -,  dU  dz 

* ““ *7”  ™ ^ — “~j"  * 

dz  u a z tids 

e supponendosi  da  noi  variabile  anche  z',  e pure  — ' 

Pertanto  le  tre  equazioni  ( fra  loro  di  accordo  ) , che  deter- 
minano la  natura  della  curva  richiesta,  espresse  nel  n”  723  da 

M—  dN=  0 , M,—  dN,=  Q,  M,—  dN,=^  0 , 

saranno  pel  caso  attualo 


,dx  n I du  n ds  , , dz  _ 

d-j^  = 0,d^=:0  , -+d—=0; 

.///•  *#//•  f 


(i) 


uds  ’ uds 

la  parte  poi  della  variazione  Ai  fU  da  prendersi  tra  i limiti 
x',  y',  z'  e x",  y",  z",  ed  eguagliarsi  a zero  , sarà  ( n"  725  ) 


uds 


uds 


(2) 


(a)  La  curva  di  cui  si  tratta  ha  in  Meccanica  it  nome  di  curva 
elastica , perchè  rappresenta  la  figura  che  prende  una  lama  elastica  , 
naturalmente  rettilinea , incastrata  ad  una  estremità , o incurvala  per 
l’azione  di  una  forza  che  sì  fa  agire  convenevolmente  all’altra  estremità. 
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Gr  integrali  delle  prime  due  equazioni  (1)  sono 

donde  Ady  = Bdx , c quindi  y = ax-\-b,  (3) 

Quest’  ultima  equazione  prova  che  la  curva  richiesta  , che 
supponiamo  rappresentala  da  {fig.  97  ) , giace  in  un 

piano  parallelo  all’  asse  delle  z.  Dippiù  , essendo  dy  = adx  , 
V equazione 

-=zAV%{z—z')  , 


^=A,  da  cui  — — 

VI? 


dx 


■ dy*-^  dì 

col  sostituirvi  adx  in  luogo  di  dy , diviene 

dx 


quindi  supponendo  xV.l-\-a*=s  X , e z — z'—Z,  la  curva 

sarà  riferita  a due  assi  come  ox  , oz  posti  nel  suo  proprio 
piano , ed  avrà  per  equazione  differenziale 


ponendo  per  semplicità  AVl-\-  a*=C.  Or  quest’ ultima  ac* 

cenna  chiaramente  ad  una  cicloide  sita  colla  sua  base  sul- 
r asse  ox , perchè  sciolta  rispetto  a dX  si  ottiene 

(E)  dX=i  ■ — . simile  a dxt=z — — , 

i/irr7. 

che  è r ordinaria  equazione  differenziale  della  cicloide  , a- 

vente  la  sua  base  sull’asse  delle  X)  talché  ^ esprime  il  dia- 

2C 

metro  del  cerchio  generatore. 

7S1.  Torniamo  ora  alle  coordinate  primitive  per  discutere 
le  condizioni  relative  ai  limili , quando  essi  non  son  doli. 

La  terza  dell’  equazioni  (1) , la  quale  non  è servita  per 
iscoprire  la  natura  della  curva , ci  dà 


Digitized  by  Googl 


618  ■ 


EtEMENTI 


DiirKjnc  la  parte  (2)  della  variazione  di/!/  diverrà 

dz 

uds  ~ ‘ uds  ' tids 
e quindi  1’  equazione  ai  limiti , stante  il  non  toser  data  >c- 
runa  dipendenza  dell’  uno  dall’  altro , si  partirà  nelle  due 


-dx" 

u"dt" 

dx' 


5x"- 


V + 


dz" 


u"ds" 
■ dz" 
u"di" 


5z"=0, 

5z'=0; 


(4) 


ma  per  essersi  vedute  costanti  le  quantità  ^ ® deli- 


biamo ritenere  che 


dx'  dx"  dy'  _ dy" 
u'ds'  ~ u"dt"  ■'  u'ds"  ~ u"dt"  ■ 

dunque  la  seconda  dell’ equazioni  (4^  diverrà 


dx" 

u"ds" 


Jy" 

u"dt" 


dz" 

u"dt" 


5s's=0. 


Or  questa  e la  prima  delle  stesse  equazioni  (4),  liberate  dai 
rotti  si  cangiano  nelle  altre 

dx"Sx"+  -f  dz"lz"=  0 , 

dx"^x'  + dtJ'hj'  + dz"^z'  = 0 ; 
le  quali  divise  rispettivamente  per  dx"Sx",  dx"lx'  divengono 

dx"  ix"  ■*"  d;c"  ix"  ~ ’ 

I , ^y”  »y'  , àz"  £s'  _ « 
dx"  sx'  dx"  ix'  ~ 


Dopo  ciò,  supponendo  che  i punti  M',  M"  debbano  giacere 

du"  dz" 

io  curve  date  LM'N,RM"S,  pongasi  mente  ebé  , 

si  riferiscono  alia  tangente  della  ciclòide  nel  pimto  M";  che 
^ si  riferiscono  alla  tangente  della  curva  RM"S  in  M", 

e che  del  pari  ^ 8'  riferiscono  alla  tangente  della  cur- 
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va  LM'N  io  M':  e diverrà  chiaro  che  l’ equazioni  preceden- 
ti , in  virtù  delle  forinole  conosciute  di  analisi  a tre  dimen- 
sioni esprimano  che  la  cicloide  sarà  normale  in  ài"  alla 
curva  Rol"S , e che  la  sua  tangente  in  tal  punto  sarà  per- 
pendicolare eziandio  alla  direzione  della  tangente  alla  curva 
LM'N  in  ài';  talché  se  le  date  curve  esistessero  nel  piano 
della  cicloide , le  loro  tangenti  in  M'  ed  M"  sarebbero  pa- 
rallele. 

71>2.  Se  il  luogo  del  punto  ài"  fosse  una  data  superficie 
in  vece  di  una  curva  data,  supponendo  essere  dz==mdx-\-ndij 
r equazione  differenziale  di  tal  superficie , avrebbesi 
3z"=w"5a:"-f- Dunque  la  prima  dell’ équazioni  (4) 
diverrebbe 

( rfr"4-  m"dz")lx"+  ( rf/'-f  «"</5")Sy"=  0 , 
e per  soddisfarla  converrebbe  porre 

dx"+  »i"afs"=  0 , dy"+  n“dz“=  0 , 


o che  torna  lo  stesso 


ma  d’altra  parte  l’ equazioni  della  tangente  alla  cicloide  nel 
punto  ài"  sono 


e quella  del  piano  tangente  alla  data  superficie  nel  mede- 
simo punto  è 

2 — «"  = »*''(  a?  — x")-\-n"{y  — y")' 

dunque  per  le  teoriche  dell’analisi  a tre  coordinate,  le  due 
precedenti  equazioni  esprimeranno  che  la  cicloide  sarà  nor- 
male in  ài"  alla  superficie.  E in  simil  modo  si  proverebbe 
che  quando  il  luogo  del  punto  ài'  fosse  pure  una  superfi- 
cie , il  piano  tangente  di  essa  in  ài'  debba  esser  perpendi- 
colare alla  tangente  delja  cicloide  in  ài" , e quindi  parallelo 
al  piano  tangente  dell’altra  superficie  in  M". 

7I>3.  Quando  i punti  M'  ed  ài"  son  dati , non  vi  à d’ i- 

fnote  se  non  la  costante  che  trovasi  nell’  equazione  (E) , c 
altra  che  emerge  dall.a  sua  integrazione.  Sarebbe  difficile 
il  determinare  analiticamente  la  prima  di  queste  due  costanti 
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mercè  la  condizione  che  la  curva  dee  passare  pel  punto  M", 
perche  l’ equazione  finita  della  curva  è come  lutti  sanno  tra- 
scendente; ma  non  ne  vale  la  pena,  perchè  dovendo  la  base 
della  curva  giacere  sulla  ox , ne  sarà  M'  la  origine,  e per 

avere  il  diametro  del  cerchio  generatore  basta  osservare , 

clic  descritta  un  altra  cicloide  Wmn  con  la  stessa  origine  e con 
un  diametro  arbitrario  2c  di  cerchio  generatore , e supposto 

che  incontri  la  corda  M'M"  in  m',  il  diametro  sarà  deter- 
minato dalla  proporzione  iVm'  : M'M"  : : 2e  : la  quale  à luo- 

go per  esser  fra  loro  sìmili  tutte  le  cicloidi,  (a),  e perchè  le  due 
che  qui  si  considerano  sono  ancora  similmente  poste,  (b) 
7554.  Quando  i punti  M'  ed  M"  in  vece  di  esser  dati , 
esistono  su  date  curve  o su  date  superficie , come  si  sup- 
pose nei  n‘  75J  e 7552  , sono  ignote  le  nove  ouantilà 
x'  ,y'  ,z' , x" , , z” , a , A , C , ma  si  hanno  per  determi- 

narle altrettante"  equazioni  ; poiché  ciascuno  dei  limiti  ne 
fornisce  tre  , che  sono  le  due  della  curva,  e quella  che  espri- 
me la  posizione  della  tangente  alla  curva  rispetto  alla  tan- 
gente della  cicloide  in  M"  ; o pure  l’equazione  della  super- 
Scie,  e le  due  esprimenti  che  il  piano  tangente  alla  superficie 
è perpendicolare  alla  tangente  della  cicloide  in  M".  Tre  altre 
equazioni  poi  sono:  »/ — y"  =a{x'  — x") , la  quale  nasce 
da  che  l’equazione  y=ax-\-  ò del  n”  7S0  debb  esser  soddisfat- 
ta da  x',y',  non  che  da  x" ,y"\  l’equazione  A\A dello 
stesso  n"  7550  , e l’ equazione  trascendente  che  equivale  alla 

proporzione  MW  :M'M":: 


fa)  Che  tulle  le  cicloidi  sieno  tra  loro  simili  è una  conseguenza  di 
un  teorema  generale  e solenne  , che  stabilisce  l(t  stmiglianza  dt  tutte 
le  curve  ad  unico  parametro , come  di  tulli  i cerchi , di  tutte  le  pa- 
rabole , di  tutte  le  iperbole  cqeilatere , di  tutte  le  lemniscate , ec.  ec. 
Veggansi  le  nostre  ricerche  artaliticAe  tulio  ttmtglianza  delle  curve,  con 
Appendice  tulio  timiglianza  delle  tuperjicie  curve , e tu  guella  delle 
curve  a doppia  curvatura.  Napoli  182S. 

(b)  Si  dimostra  in  Meccanica  che  la  cicloide  qui  trovata  rappresen- 
ta nel  vuoto  la  linea  della  più  celere  discesa  da  un  punto  più  allo  ad 
uno  più  basso  , non  posti  in  una  medesima  verticale , e ciascuno  dei  quali 
può  esser  dato , o giacere  in  una  data  curva  , o in  una  superficie  data. 
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TS6.  VI."  Fra  tulle  le  superfìcie  terminate  da  un  contor* 
no  dato  e non  piano , ritrovar  quella  di  cui  l’ area  sìa  un 
minimo. 

Riferita  la  superfìcie  a tre  assi  rettangolari , 1’.  area  di 
essa  verrA  indicala  dall’  integrale  doppio 

fj.'  *■'/''  * 

e le  quantità  x, , dipenderanno  dalla  projeziona 

del  dato  contorno  sul  piano  delle  x e y.  Dunque  parago- 
nando il  dello  integrale  a quello  considerato  nel  n®  726 
avremo 


r=Kl  + //+/, 


e per  conseguenza 
dV 


^ — ^ — ^ — V’  V — -T-  — T 


dV 


dz 


dp 


F‘ 


dq 


Sicché  pel  n"  738  quella  parte  della  variazione  di  esso  in- 
tegrale , che  si  riferisco  a tutti  i valori  di  a:  e y compresi 
Ira  quelli  che  appartengono  al  dato  contorno  , c clic  perciò 
eguagliata  a zero  fornisce  l' equazione  derivata  della  richie- 
sta superficie  , sarà 


di 


Lo  sviluppo  di  questa  dà  primamente 


,dp  dV  . 


dx 


ma  per  essere  V q' , si  à 

dV  _ dV  ^ dj^dq  dV  _ dV  dp  dr  dq^ 

dx  dp  dx'  dq  dx  ' ay  dp  dy  dq  dy  ’ 

^ = cd  abl)i<iino  ancora  (n®  380) 

dp  V dq  V ^ 

dp  d*z  dp  ^ f 

dx  d’x  ■ dy  dx  dxdy  ’ dy  dy'  ’ 
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duD(|ne  sostituendo  nell’  equazione  (L)  i valori  di  e , 

dF.  dF  do  dq  dp  dq 

nel  risultato  Bosliluendo  quelli  -fp  ' Tq  ' di^  Tx'Ty  ^ d^‘ 

e in  6ne  sosliluendo  il  valore  di  V ■,  avremo  dopo  le  ovvie 
riduzioni , 

(14-y/)/+(l+r/)r  = 2;)r/«.  (M) 

Di  questa  equazione  a derivale  parziali  di  secondo  ordi- 
ne ignorasi  la  primitiva  generale  ed  esplicila  in  x,y,z^ 
e due  funzioni  arbitrarie  ; ma  c dimostralo  che  tal  primitiva 
equivalga  al  sistema  delle  tre  equazioni 

X = a b , y = 9>  {a)  ^(0) , 

z =fda  l/_  !-((?'«)•  + fc/b  1/-1— 
dove  a e b esprimono  due  nuove  variabili.  Noi  qui  non  e- 
sporremo  il  metodo  con  che  si  è pervenuto  a quest’  equazio- 
ni , perchè  scoiifina  cogli  elementi  ; c ci  limiteremo  ad  os- 
servare che  le  connate  due  funzioni  arbitrarie  si  debbono 
determinare  in  modo  che  la  superficie  passi  pel  dato  contor- 
no ; perchè  essendo  Sz  = 0 poi  singoli  punti  di  esso , 
r equazione  ai  limili  nascente  dalle  altre  due  parli  della  va- 
riazione , è soddisfatta  da  sè  stessa.  Quando  una  tal  deter- 
minazione non  è possibile  , la  soluzione  del  problema  sem- 
bra per  lo  meno  incompleta. 

7o6.  Intanto  come  termine  di  questo  capitolo  e insieme  del 
metodo  delle  variazioni , vale  la  pena  di  segnalare  un  caso  ri- 

fuardevole  , in  cui  si  è giunto  a trovare  l’ equazione  finita 
ella  superficie  in  funzione  esplicila  Ai  x , y,  c z.  Esso  è 
quando  la  richiesta  minima  superficie  dee  passare  per  due 
rette  non  parallele  nè  concorrenti.  Allora,  prendendo  per  asse 
delle  X una  delle  rette , e per  asse  delle  z la  perpendicolare 
ad  ambedue  ,l’ equazioni  di  una  saranno  y = 0,  z=0,  e 
quelle  dell’altra  avranno  la  forma  y = a:  tan*  , z = c.  La 
superficie  risulta  espressa  dall'equazione 

y = Ttan  --  , 

lo  quale  ( Senza  qui  esporre  il  metodo  con  che  si  desume 
dalle  tre  suddette  } adempie  mauifestomcnto  alle  condizioni 
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di  passare  per  le  due  rcUc  date  , e si  può  facilmenle  veri- 
fìcare  che  rende  soddisfalla  l’eauaziQne  (M)  colle  derivate 

Sarziali  di  1*  e di  2°  ordine  della  variabile  z,  che  in  virtù 
eli' equazione  precedente  risulta  espressa  in  a:  e y da 


• - are  tao  ' 

« X 


Per  ravvisare  la  identità  di  questa  equazione  con  quella 
che  trovasi  .scritta  verso  la  fine  del  n°  33S , e così  dar  ra^ 
gione  della  nota  apposta  a quel  n°  , basta  supporre 

: oT?,  donde  ^ , (/y.  56  ). 
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C A 1»  1 T 0 L 0 XXXIII. 

Nozioni  preliminari , e metodo  dircUo  delle  diJJ'erenze 
per  le  funzioni  più  notevoli  di  una  variabile. 

Esislono  fra  quantità  comunque  diverse  in  grandez- 
za , e le  loro  differenze  prese  più  volte  di  seguito  con  uno 
stesso  ordine , proprietà  degne  di  attenzione . e che  formano 
il  soggetto  del  Metodo  o Calcolo  delle  differenze. 

l)a  prima  giova  osservare  la  diversità  che  corre  tra  que- 
ste e le  differenze  indicate  nel  Calcolo  differenziale  coi  sim- 
boli t^x  , Ay  , A3  , ...  A*y  , A*z  , . . . Quest’  ultime  non 
aveano  valori  Assi , neppur  dopo  Assali  quelli  delle  varia- 
bili X ,y  ,z  , ...  ma  convergeano  simultaneamente  a zero, 
bensì  le  differenze  delle  varialìili  indipendenti  per  mera  ipo- 
tesi , c quelle  delle  funzioni  di  tali  variabili  per  una  conse- 
guenza necessaria  della  continuità  delle  stesse  funzioni.  Quindi 
nd  caso  per  esempio  di  una  variabile  a:  e di  una  sua  fun- 
zione y = f (x) , non  si  consideravano  i valori  convergenti 
a zero  di  Aa:  e Ay  ; ma  sì  bene  quelli  del  loro  rapporto 

a Ano  di  scoprire  il  limite  a cui  questo  rapporto  si  av- 
vicinava : limite  che  era  una  nuova  funzione  di  x,  indipen- 
dente da  Ax  e Ay  , e determinata  soltanto  dalla  funzione 
primitiva  y , di  cui  per  ciò  chiamavasi  funzione  derivala. 
ài  contrario  nel  Calcolo  delle  differenze , di  cui  qui  ap- 
presso vorremo  esporre  lo  cose  principalissime  , le  differenze 
delle  variabili  indipendenti  si  suppongono  di  valor  dctcrmi- 
iialo  , e tali  per  conseguenza  risultano  anche  le  differenze 
delle  funzioni  : e si  opera  in  tal  modo,  perchè  le  differenze 
seguendo  assai  volte  leggi  più  semplici  delle  quantità  primi- 
tive , giova  in  tali  casi  far  dipendere  da  esse  il  calcolo  ri- 
goroso od  approssimativo  di  queste  quantità. 
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7K8.  Per  istabilire  innanzi  tutto  una  regolare  notazione 
delle  difléreuze  indicheremo  le  quantità  primitive  coi  simboli 

y ì y I ì y*  > y * • yt^—i  » y** 

Queste  quantità  possono  supporsi  fra  loro  indipendenti , e 
non  assoggettate  ad  altra  condizione  tranne  quella  di  essere 
omogenee;  e possono  supporsi  nate  da.  una  stessa  funzione 
y=f{x)  di  X,  col  riguardare  la  a;  nei  diversi  stali  di  gran- 
dezza indicati  da 

X , X,  , ^ t 7 • • • I > I 

o più  semplicémcnte  ( come  noi  supporremo  ) da 

x,x^-àx,x-\^2àx,x-\-3Ax,  ...  x-\-{n — 1)  Ax , x-\-nAx , 

dove  Ax  esprime  una  quantità  «lata.  In  ogni  modo , sicc9- 
jne  il  resto  che  nasce  togliendo  ^ da  y,  , ossia  f{x)  da 
J'{x-\-Ax),  imitando  la  pratica  tenuta  nel  Calcolo  diffe- 
renziale chiamerebbesi  differenza  dì  y , e si  denoterebbe 
con  Axj, , cbiameremo  del  pari  differenza  di  y,  e indiebe- 
remo  con  Ay,  ciò  ebe  nasce  togliendo  y,  da  y,  , ossia 
f{x-\-Ax)  da  f{x-\-2Ax).  Similmente  cbiameremo  dif- 
ferenza di  y,  e noteremo  con  Ay,  ciò  ebe  resta  sottraen- 
do y,  da  y,  , e cosi  di  seguito  : il  che  importa  supporre 
luti’  insieme 

y.— y=^^^y  >y.  — y.  = %.  ,y«— y.  = %.  » ••• 

e generalmente  y„  — y„-,  = Ay„_^. 

Sommando  tutte  quest’ equazioni  si  ha 

Vn  = y ^y  + ^y^  + ^y»  + ‘ ‘ %n-i  = 

di  che  apparisce  che  1’ ultima  di  quante  e quali  si  vogliano 
grandezze  omogenee  pareggia  l’ insieme  della  prima  , e delle 
differenze  di  tutte  le  precedenti  a contar  dalla  prima. 

7S9.  Le  quantità  Ay . Ay,  , Ay,  , . . . non  essendo  eguali 
tra  loro  se  non  per  la  funzione  particolarissima  y==a-^6x, 
potremo  similmente  considerare  le  differenze  successive  di 
esse.  Or  queste  si  chiamano  differenze  di  secondo  ordine , 
o semplicemente  differenze  seconde  delle  quantità  primitive 
y ì yi  } y»  1 ‘ • t e in  vece  di  notarsi  ( come  vorrebbe  una 
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slretla  analogià)  con  iil^y  , , ^ày,  , si  nolano  più 

spcdilamente  con  A*y , A‘y,  , A*y,  , . . . scrivendo 

Egualmente,  considerando  le  differenze  Ira  le  successive 
differenze  seconde  si  hanno  le  differenze  terze  o di  terzo 
ordine , che  si  dinotano  con  A*y,  A’y,  , A’y, , ...  e cosi 
di  seguilo. 

Lo  specchio  qui  appresso  pone  insieme  sottocchio  tutte 
le  relazioni  delle  quantità  in  parola 


y.-y  =^y  a a , 

Vm  — Vi  = Ay,  Ay,  — Ay  =A,y  [ 

y.  —y.  = %.  %.  — %.=^.y.U‘y.— ^*y=^’y . 

• ••••••••• 

760.  Con  r ajuto  di  esso  torna  facilissima  la  formazione 
delle  successive  differenze  di  y in  funzione  di  y,,  y,,... 

e viceversa  la  formazione  dei  successivi  stali  ai  y , indicati 
da  y,  , y,  , y, , •••  in  funzione  di  y,  Ay,  A*y,  ... , ammetten- 
do come  proposizioni  a un  di  presso  evidenti,  che  /a  diffe- 
renza di  un  prodotto  di  una  costante  per  una  funzione  sia 
eguale  al  prodotto  della  costante  per  la  differenza  della 
funzione  ; e che  la  differenza  n"'"“  di  un  tutto  sia  la  som- 
ma delle  differenze  n'""'  delle  sue  parti. 

In  fatti,  sostituendo  nella  terza  colonna  i valori  di  Ay, 
Ay,  c Ay,  scritti  nella  seconda,  si  ottengono  quelli  di  A*y 
e A'y,  ; 1 quali  alla  lor  volta  sostituiti  nella  quarta  colonna 
danno  il  valore  di  A*y.  Per  tal  maniera  si  hanno 

^y=y-— y.  ^*y  = y.— 2y.+y,A*y=y,— 3y,-f3y.— y , 
e io  dico  che  in  generale  sarà 


y 

y. 

y. 


^"y=y«— 


n{n — 1) 

1.2  ^ '•T** 


± y > (D) 


cogli  sle.ssi  coefBcienti  numerici  della  potenza  (a  — b'f. 

Ed  in  vero  , supponendo  vera  questa  legge  dei  coefU- 
.cicnli  per  la  differenza  , possiamo  facilmente  dimostra- 
re che  sarà  pur  vera  per  la  differenza  { n -f-  1 , poiché 

allora  essendo  da  una  parte 
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e da  un'  altra  parte  «sseiido  pel  n"  758 

%n=  Vn-^i  — Vn  > —'Jn  — Vn-i  > - • > % = y « —y, 


la  sostituzione  di  questi  valori  nella  formola  precedente  ci 
darà 


~1T 


Vn  + 


n-i 

1.2  ^ 


— • • • ±iyt—y): 


che  fe  il  risultalo  stesso  che  avrehbesi  cambiando  n in  n-f-l 
nella  formola  '(D).  Questa  formoia  dunque  essendosi  trovata 
vera  direltaraonle  pei  casi  w = 2,  ed  « = 3,  lo  sarà  del 
pari  ' per  n = 4 , = 5 , ...  La  stessa  per  brevità  si  può 
esprimere  simbolicamente  con 

A»y  = (y-ir, 

purché  dopo  lo  sviluppo  del  secondo  membro  si  cangino  gli 
esponenti  della  quantità  y in  indici  di  essa  , e si  scriva  y 
in  vece  di  1 nell'ultimo  termine  dello  sviluppo. 

• 761.  Per  contrario  i valori  yi  , y,  , y,  , • • • si  possono 
esprimere  in  funzione  di  y,  Ay,  A'y,  ...  poiché  partendo 
dalla  seconda  colonna  del  soprascritto  specchio  si  ba  bentosto 

y.  —y  I 

y.  =y.  + %.  =y+  ^y  4-  ^(y  + ^y)=y+2%+ A*y , 
y . =y.  + Ay.  = y + 2%  + A*»/  + A(  y -f  2Ay  + A*y  ) 
= y +3Ay  + 3A-y  + A’y, 
e io  dico  che  sarà  pure 

y.  = »+”%  + =^A-j,+  ...+A"j,,  (G) 

dove  i coeflicicnli  sono  gli  stessi  che  quelli  della  potenza 
(a  + b)\ 

Infatti , ammessa  questa  legge  dei  coefficienti  nella  re- 
cala espressione  di  possiamo  agevolmenle  verificarla  nella 
espressione  di  y„_j_,  , poiché  dal  n°  7.58  abbiamo 

y«-+-.=y»  + Ay» . 

ed  in  questa  equazione  sostituendo  ad  y„  c a Ay„  l’espres- 
sione precedente  c la  sua  differenza , si  ottiene  dopo  le  ov- 
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vie  riduzioni  quello  stesso  valore  di  y„  , , che  avrebbesi  cam- 
biando n in  n 1 nella  medesima  espressione  precedente  ; 
ma  questa  espressione  è di  fatto  verificata  sino  ad  n = 3, 
dunque  la  si  (Ice  ritener  dimostrata  generalmente.  La  stessa 
poi  si  può  anco  esprimere  con  bella  brevità  per  la  formola 
simbolica 

y„  = (l-f  A)"y, 

Eurcbò  nello  sviluppo  di  ( 1 -f  A)"  gli  esponenti  di  A sab- 
iano  come  indici  delle  successive  dinercnze  di  %j. 

762.  Ciò  premesso , passiamo  alla  ricerca  delle  differenze 
delle  più  notevoli  funzioni  di  una  sola  variabile. 

Sia  y =f  [x)  una  funzione  algebrica  razionale  intera  di 
X.  Sarà  essa  composta  di  termini  della  forma  ax"' , indicando 
a una  costante  , ed  m un  numero  intero  e positivo  ; talché 
le  differenze  di  tal  funzione  , dipenderanno  da  quelle  della 

funzione  y — x^. 

Or  per  quest’ ultima  essendo  y,=(r-|-Aa:)'”,  lo  sviluppo 
del  binomio  di  Newton  ci  darà  per  differenza  prima  di  a.”» 

Ay  =y , — y = "*  a””’  Aa  Aa’  + • • • 

Da  questa  , cambiando  x in  x -\-  Aj  si  desume 

ày,=m  (a+ Ax)’”-'  Ax  + (x+ Ax)“-*Ax'-|- • • • , 

dunque  sarà 

A*y  = Ay , — Ay  = »j  ( — 1 ) x”’~®  Ax*  + • • • 

Similmente  cambiando  x in  x + In  questa  differen- 
za seconda,  si  ottiene 

A*y,  =»»(»/  — 1 )(  X -f-  )”*”*  -f-  • • • 5 

di  che  risulta 

A’y  = A*y,  — A*y  = ?n  {m  — 1 )(  w?  — 2 ) x'""'^A.r’ 
e cosi  proseguendo  sarà,  in  generale 

A"y=A".x”=m(w— 0(wi— 2). . .{m— «-f  l)x^"Ax’'-l 

Da  questo  risultato,  supponendo  n = m si  desume 
A^y  = A“.x’"  = m ( ;«  — 1 ){ 2 ) ...  3.2. 1 . Ax’”  : 
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dunque  la  differema  m'""*  d“  ogni  j'unziotie  razionale  in- 
tera del  grado  m è costante  , e quindi  le  differenze  di  or- 
dine superiore  son  nulle. 

763.  La  forinola  (D)  del  n“  760  nel  caso  attuale  di  y=x'* 
diyiene 

= ( a:  4- «Aar  r — «[a:  4- («— I)  Aa:  ]"• 

+ Ix  + (n  — 2)  Ax]'“ zhx”* , 

e in  virtù  del  n”  precedente  il  secondo  membro  dee  ridursi  ad 
— l)(;/i-2)  ...  3.2.1. Aa?™ 

nella  ipotesi  di  n=m,  qualunque  sia  il  valore  di  x:  dun- 
que se  in  questa  ipotesi  facciamo  a:  = 0 , avremo  per  qua- 
lunque valor  intero  e positivo  di  ?n 

m”' -m{7n—l )"* 4. (w— 2)’” ;n  = 1 .2.3 ...m. 

Dippiù  sappiamo  dallo  stesso  n”  precedente  che  A”.a:”*  = 0 
nella  ipotesi  di  n"^  m •,  dunque  ponendo  di  nuovo  a:s=:0 
nella  formola  precedente , avremo  nella  delta  ipotesi 

=Pn  = 0: 

1 • aS 

or  queste  duo  ultimo  formolo  esprimono  due  riguardevoli 
teoremi  numerici. 

764.  11  prodotto  degli  n fattori  crescenti  della  quantità  Aa: 

y = x {x  A X ) ( a:  -j-  2^x  ) ...  — 1)  Aar] 

appartiene,  com’è  chiaro,  allo  funzioni  razionali  intere; 
ma  senza  darsi  la  pena  di  effettuare  le  moltiplicazioni  indi- 
cale , coir  espressioni  di  Ay  , A’y,  A’y,...  scritte  nello 
specchio  del  n"  7S9  si  può  avere 

Ay=y,  — 7j=in{x  ^x){x  -\-2ù^x) ...  [z»4-(« — l)Aa-]Aar , 
A*y=Ay, — ùkìj=n[n — l)(x-f-2Ax) ...  [a:4(« — lìAxJAur* , 
• ■••••••*** 

A"y  = «(«  — l)(ra  — 2)(zi— 3)...3.2.1.  Ax", 

essendo  nulle  tutte  le  differenze  di  ordine  più  allo, 

80 
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76JJ.  Circa  le  funzioni  razionali  fralle,  limitandoci  a con- 
siderare 

1 

^ x(®  + Ax)(x-t- 2Ax )•••  [x-4-(n  — 1 )A® ] ’ 


senza  molta  pena  si  trova 

^y=y.  —y 


— » Aa? 


a:  ( a:  -+-  Aj:  ) . . , {x  -i-  n Aa:)  ' 
n (fi  "H  l ) AJ5* 

y*  2/  £F  ( x-J- Aar  ) . . . [ar -+- ( n-t- 1)  ^ 

Al  Al  Al  — l)(n-t-2)Ax* 

^y— Ay.  ^ y— ar(a,-»-Ax)  ...  [*-t-(nH-2)  Ax]  ’ 

e COSI  di  seguilo. 

766.  Supponendo  ora 

avremo  immediatamente 

Ay=JO^^®  — = 1)  ; 

e quindi , trattandosi  del  prodotto  di  una  quantità  costante 
per  un’altra  variabile, 

A*y  = c*  ( a'"*  - 1 )• , A’y  = ( c^*— 1)%  ... 

e in  generale  A”  y = a®  ( 1 )"• 

767,  Per  la  funzione  logaritmica 

y — \ogx 

si  ha 

y . = log  ( ar  -f  Aa:  ) = log  ar  4*  ^ ) 

, , ,,  r A*  1 Ax*  1 Ax*  1 

= logar  + + J > 

donde  si  caveranno  y,  ,y  a ...  scrivendo  2Aa: , 3Aar , . . . 
in  vece  dì  Ax  ; e poscia  le  formale  del  n®  759  daranno 

A M r 1 AX*  t Ax’  1 

= + J’ 

A-J, J/[‘^_2^‘+«.]  , AT/=»[^-cc.], 

dove  M esprime  il  modulo  del  sistema  a cui  si  riferisce  log  x. 
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168.  Per  rnpporto  alle  funzioni  Irigonomelriclie , parlen- 
do  dalle  forniole  conosciulc 

sena  — 8en^  = 2sen5(a  — A),  cos  5 ( a + A ) , 

A M 

cosa  — cos6= — 2scn^(a — A). sen^(a 
trovasi  facilmente 

Aj?  / Aj*\ 

A sen  a:  = sen  ( ar  + Aar  ) — sen  x = 2 sen  — . cosi  a:  + y j, 
A cos  a;  = cos  ( a:  + Aa:) — cosa:= — 2sen—  . senlar  + y 1; 
da  queste  differenze  prime  si  possono  aver  quelle  di  sen^ar+ 

A j»  V 

o cos  ( ^ "t*  * fattori  variabili  esse , col  sem- 

plice cambiamento  di  a:  in  ar  + Aar  ; onde  moltiplicando 
quest’ altre  differenze  pei  fattori  costanti  delle  prime , si  avran- 
no le  differenze  seconde 

A'sena:  = -^  4 sen*  • sen  ( a:  -j-  Aar  ) , 

m 

A*cosar  =— 4sen*  ^ • cos  ( x -f-  Ax  ). 

E continuando  allo  stesso  molo,  si  perviene  alle  formole 
generali 

A*"  sen  X = ±;  2*"  sen”"  ~ • sen  ( x -j-  n Ax  ) , 

A®"  cosx  = ± 2®"  sen®"  ~ • eos  ( x -|-  n Ax  ) , 

A*»+>  sen  X = ±;  2®"“^*  scii®"'^*  • cos  ( x + ^ ) > 

A®n-t-»  COSX  = ± 2®""*"'  sen*""^'  • sen  (x  + — Ax  ) , 

£ m 


dove  avrà  luogo  il  segno  -f-  o il  segno  — secondochè  n 
sarà  pari  o dispari. 

769.  Termineremo  questo  capitolo  esprimendo  la  dilferen- 
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za  n"'”"*  ili  funzione  qualunque  colle  derivate  successive 
di  quest  i funzione , e rappresentando  il  risultato  con  una 
forinola  simbolica  : il  ebe  cosliluisce  una  bella  applicazione 
del  Calcolo  dilferenziale  alla  ricerca  delle  clifferenze. 

L’  espressione  della  differenza  di  primo  ordine  ci  è data 
senz’altro  dalla  serie  di  Taylor;  poiché  supponendo 
y=J[x),  si  ha  immediatamente 


A A 1 

•Z  dx 


dx' 


Ax*  rf’(/  Ajr’ 

f.2  + d?  TXs  + 


Or  se  in  questa  si  can^i  y \n  , risulterà 


A.'  A 1 I '^’^y 


+ ec. 


e i coefiìcienli  di  Ax,  Ax*,  Ax’  , ec.  dipendendo  dalle  de- 
rivale successive  della  espressione  di.A^,  ò palese  che  quella 
di  A'y  non  avrà  termine  che  contenga  una  derivala  di  y 
inferiore  al  secondo  ordine.  Essa  dunque  sarà  della  forma 


ed  in  questa  , canibianilo  pure  y in  Ay  si  conchiuderà  in 
simil  modo,  che  l’espressione  di  A’y  non  conterrà  termine 
affello  da  derivala  di  y inferiore  al  terzo  ordine  , e cosi  di 
seguito.  In  generale  dunque  A”y  avrà  la  forma 

L”y=xA  + A,  - — ^Ax”+'-fcc.  (I) 

dx'^ 

e i coclficicnli  numerici  A , A , , A^  , ec.  saranno  indipen- 
denti dalia  forma  della  funzione  y , cioè  a dire  saranno  gli 
stessi  per  qualunque  funzione.  Potremo  dunque  determinarli 
con  supporre  y = é^ , che  allora  sopprimendo  il  fattore  e* 
comune  ai  due  membri  ( n'  81  e ìGG  ) , verrà 

( — 1 )"  = Aàx"  -f  A,  Ax"-+-‘  -f-  A.  Ax"-^“  -f  ec . (2) 

e siccome  Ax  c indeterminato,  si  avranno  i coefficienti  A, 
A^  , A,  , ec.  sviluppando  il  primo  membro  ( n“  199  ) , ed 
eguagliando  partitamcnie  i coefficienti  delle  potenze  simili 
di  Ax  nei  due  membri. 
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Osservando  ora  che  il  secondo  membro  dell'equazione  (2) 

col  cangiameulo  di  à.x  in  diviene 

Aar"  + A,  + ec. 

e con  ciò  sarebbe  identico  al  secondo  membro  dell’  equazio- 
ne (1)  qualora  si  cambiassero  in  indici  gii  esponenti  àidy, 
ne  viene  in  conseguenza  die  se  anche  nel  primo  dell’  equa- 
zione (2)  si  sostituisca  ^ Ax  a Ax , e se  dopo  Io  sviluppo 

della  potenza  si  pratichi  il  dello  cangiamento  di  esponenti 
in  indici , sarà 


che  è la  promessa  formola  simbolica. 

CAPITOLO  XXXIV. 

Calcolo  inverso  delle  differenze. 

770.  II  Calcolo  o Metodo  inverso  delle  differenze  ha  per 
oggetto  la  ricerca  della  funzione  di  cui  è dilla  la  differenza. 
Questa  funzione  chiamasi  integrale  o sommatoria  della  dif- 
ferenza data  , e s’ indica  con  la  caratteristica  2 scritta  in- 
nanzi alla  stessa  differenza  : la  quale  caratteristica  è in  greco 
la  iniziale  della  voce  somma,  pcrchò  vedremo  che  la  fun- 
zione per  essa  indicata  è realmente  una  somma.  Cosi  per 

esempio  2a  indica  la  funzione  — la  cui  differenza  è a , 
talché  si  scrive  2a  = — • 

àX 

771.  Le  caratteristiche  A e 2 accennano  dunque  nel  Cal- 
colo delle  differenze  ad  operazioni  inverse  1’ una  dell’altra  , 
a simiglianza  delle  caratteristiche  d ed  f nel  Calcolo  infini- 
tesimale , eppcrò  si  distruggono  a vicenda  quando  insieme 
precedono  una  stessa  funzione,  talché  2Ay  = A2y=»/. 
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772.  Essendo  nulla  la  difTcrcnza  non  solo  d'o^ni  quantità 
costante , ossia  indipendente  da  2: , ma  bensì  d’ ogni  funzio- 
ne periodica  ( n"  16  ) di  ar  che  abbia  per  periodo  Ax , 
come  sono  per  esempio 

2rt*x  , 2mrx 
a seu , 0 cos  , ec. 

Ax  Ax 

3uando  n dinoti  un  intero  , ne  viene  in  conseguenza  clic . 
opo  aver  trovata  una  funzione  di  x che  abbia  una  propo- 
sta differenza  , per  dare  ad  essa  la  maggiore  generalità  pos- 
sibile , sarà  lecito  aggiungerle  non  solo  una  costante  arbi- 
traria (come  nel  calcolo  infinitesimale),  ma  eziandio  un’ar- 
bitraria funzione  periodica  di  x e Ax , il  cui  periodo  sia 
Ax.  Ma  ogni  funzione  cosiffatta  può  stimarsi  rappresentata 
da  una  serie  convergente , il  cui  termine  generale  sia  delia 
forma 


sen 


2n«x 

Ax 


n 2n*x 

U„  COS ; 

" Ax  ’ 


dunque  nel  calcolo  inverso  delle  differenze  , alla  funzione 
variabile  fornita  dalle  regole  di  esso  nella  ricerca  dell’  inte- 
grale ^ può  unirsi  una  serie,  il  cui  primo  termine  sia  una 
costante  qualunque,  ed  il  termine  generale  sia  dcll’anzidet- 
ta  forma  : e per  brevità  questa  serie  può  essere,  sotto  il  no- 
me di  coslanle  arbitraria  indicata  da  C.  (a) 

773.  Due  principii  fondamentali  del  metodo  inverso  delle 
differenze  , inversi  essi  stessi  dei  due  mentovati  nel  n°  760 
sono  : che  /’  integrale  2 del  prodotto  di  una  coslanle  per 
una  funzione  è identico  al  prodotto  della  costante  per 


(n)  Giova  osservare  che  quando  si  dovesse  prendere  I’  iiilegralc  S 
di  cositfalla  C , bisognerebbe  tenerla  come  una  quantità  realmente  co- 
stanlc.  Cosi  nel  modo  slesso  che 


Sì  a 


ax  s^rx  X s«rx 

— , sara  pure  isen  -r—  = — sen  — , 
Ax  Ax  Ax  Ax 


come  se  sen  fosse  costante  ; e ciò  incontra  perchè  nel  prentlcre  la 

diflerenta  devesi  la  x aumentare  proprio  di  Ax  , il  che  non  mula  la 
funzione  periodica  sen  di  periodo  Ax. 
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/’  integrale  2 della  funzione  ; e che  T integrale  2 della 
somma  di  jdù  fuToiom  è identieo  alla  somma  degt  itile* 
grati  2 di  ciascuna. 

In  virtù  di  quest’  ultimo,  prendendo  l’ integrale  2 delf  e- 
quozione 

y»=y  + 4- ...  4- 

dimostrata  nel  n”  758 , avremo 

^y» = 2y  4-  y 4-  y,  4-  y.  4- ...  4-  y„_i  > (S) 

che  nella  ipotesi  di  g = F{x)  equivale  all’altra 
2 F{x+nàx)=^  F{x)-\-F{x)  + F{x  + àx)  + F{x  -f-  2Ax)  -f 

...4-^[^4-(» — l)Aar].  (a) 

Or  da  questa  forinola  si  desume  l’altra 
2 F{x-{-nAx)--S.F{x)=F{x)+F{x+Ax)-\-...F[x+{n-l)Ax}  ^ 
che  più  brevemente  si  scrive 
2 F(t„)  - 2 F{x)  = F{x^)  + F{x.)  4-  ...  4-  ,) , 

accennando  l’indice  qual  multiplo  di  Ax  sia  unito  ad  :r.  Or 
se  piaccia  usare  per  rapporto  agl’  integrali  2 una  notazio- 
ne simile  a quella  in  uso  per  gl’  integrali  deGnili  f , con- 
verrà scrivere 

2^»  F{x)  = F(x^)  + F(x,)-^F(x,)-h  F(x„_,  ) ; 

e supponendo , come  sovente  si  pratica , 

F(x)  = F(xJ  + F(X,}  4-  -4-  F(x^,}  + F(xJ , 

avremo 

S"’>F(x)=^1"F(xÌ+F(xJ,  0 pure  y = 2^"  y 4-  y,. 

X,  '^0 


(a)  In  questa  forinola  , che  per  brerilà  si  esprime  colta  precedente, 
supponendo  date  soltanto  la  funzione  J^(x)  e la  differenza  àx , l’ inte- 
grale S F(x)  o vero  Sy  si  può  riguardare  come  racchiudente  una  co- 
stante arbitraria  , o piuttosto  come  se  fosse  esso  stesso  una  costante  ar- 
bitraria , quando  si  supponga  stabilito  il  valore  di  a? , che  poi  va  cre- 
scendo di  Aar,  2Aar,  3Ajr , , (n— I)Ax. 
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É dunque  cbinro  che  l’ integrale  a differenze  sia  oppor- 
lunamenle  indicalo  con  la  caratteristica  S , poiché  in  sostan- 
za rappresenta  una  somma , come  fu  annunziato  nel  n°  770; 
e questa'  somma,  quando  y=F{x)  si  compone  dei  valori 
che  prende  F(x)  al  crescere  la  x per  gradi  eguali  a Ajr  da 
x — x^  sino  ad  x = x^-\-  (n — 

774.  L’ integrazione  a differenze  indicata  da  2 può  ripe- 
tersi più  volle  di  seguilo,  a simiglianza  dell' operazione  in- 
versa indicala  da  A.  Dunque  in  virtù  dell’  equazione  ( S ) 
del  n®  precedente  sarà 

2*y„=  -|-  2y  -f  -f  . . . -f 

2.2®y„=2*y„=2*y+2®y-f-2®y.-f2®y.-}-...-l-2*y„_., 

e cosi  di  seguito.  Or  siccome  camliiando  successivaméfHc  n 
in  1,  2,  3,  ...  n — 1 nella  formola  (S)  , si  vengono  ad 
••  esprimere  , 2y,  , 2y,,  ..  in  funzione  di  2y , 

diviene  con  ciò  manifesto  che  l’espressione  di  2*y„  racchiu- 
derà due  costanti  arbitrarie  ( nel  senso  dichiaralo  al  n®  772) 
cioè  2*y  e l’espressione  di  2’„  ne  conterrà  tre,  2'y, 

2*y  e 2y  ; e generalmente  ne  conterrà  tn. 

775.  Dopo  questi  preliminari  al  metodo  inverso  delle  dif- 
fenze , cercheremo  l’ integrale  2 delle  più  notevoli  funzioni 
di  una  variabile , cominciaudo  da  quello  di  x^,  da  cui  di- 
pende l’integrazione  a differenze  di  tutte  le  funzioni  razionali 
ed  intere. 

Abbiamo  dal  n®  762 

1 • iS 


dunque  integrando  col  segno  2,  c poi  cambiando  m in 
m -f-  1 , sarà 


= ( w -f  1 )Hx^x”'  -f  — ^ Ax'2x’“—  -f  . . . 

donde 


2a' 


(»l-+-l)Ax 


(mij 

T? 


^ ^ : 
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or  quc8(a  forinola  col  porre  successÌTamente  iiK=0fS=l,s34Z, ... 
ci  oà 


21 

2x* 

-2x* 


àx 


'2Aa;  2^’ 


X 

3Ax 
ir*  1 


1 


— ~ x’-f — — x*^x , 
2"^  ^2.2  ’ 


776.  Per  la  funzione  razionale  intera  di  fornaa  speciale 
yz=x{x-\‘  Ax  ) ( X + 2Ax  ) ...  [x-|-(«  — 1)  ] 

abbiamo  dal  n"  764 

Ay  = n -f  Ax )(x  4-  2 Ax)  ...  [x  4-  {«  — 1)  Ax]Ax  : 

dunque 

2 ( X 4"  ) ( ^ *1"  2Ax  ) ...  [ X 4"  ( ^ 1 ) Ax  3 =» 


X ( a; -t- Aa- ) ( j -I- 2Aa:  ) . . . [ jr-i- ( n — l)Ax']  ' 

«Ax  ’ 

c quindi  mutando  x in  x — Ax  cd  n in  n + 1 , 

2 X { X + Ax  ) ( X -f  2Ax  ) . . . [ X 4-  nàx  ] = 

(x — Ax)x(x-hAx)...  [xH-  «Ax  ] 

* ( n -I-  I ) Ax  , 

Risulta  frattanto  da  questa  formola  c dalla  precedente  , che 
r integrale  2 eguaglia  la  differeriEa  moltiplicata  pel  fattore 
che  secondo  la  legge  precederebbe  il  primo  della  differen- 
za , e divisa  pel  numero  dei  fattori  che  viene  ad  aver  l’ in- 
tegrale e per  Ax. 

777.  In  simil  modo  , In  differenza  della  frazione  razionale 


^ X ( x-4-  Àx)(  xH-2Àx)  . [ X + (»  — 1 ) Axì 
essendo  pel  n"  765 

— «A* 


Ay 


;p  ( X -+-  Ax  )(  .r  -f-  2Ax  ) . . . ( X -+-  nAx  ) ’ 

81 
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otrcmo 


X ( X -H  Ax  )(  X -t-  2Ax  ) . . . ( X -f-  mAx  ) 
— » 


NAx.X  (X-+-Ax;  ...  [x-t-(« IJAx) 

778.  Per  la  esponenziale  a^,  la  forinola  del  n'  766 

X 

= a*  ( — 1 ) (lA  subito  ^ • 


Per  Ioga:  abbiamo  dal  n"  767 
A Ioga:  = log  ( 1 4-  “ ) 5 dunque  ponendo  1 ~ , 

X f X 

donde  a:  = -^^,  avremo  Alog— ^ = logs,  e quindi 


2Iogz  = log^^,  o pure  2;  log  x = log  • 

£ per  le  funzioni  circolari  sena:  e cos^r  essendosi  tro- 
valo ( n®  768  ) 

Asenx=  2sen  ^ ' cos  ( a: -f , 

(*+x)’ 


A cos  a:  = — 2 sen 


AX 


sen 


avremo,  integrando  e poi  cambiando  x in  x — ~ , 


779.  Finalmente  per  trovar  l’ integrale  2 di  una  qualun- 
<jne  funzione  y di  ^ , cercheremo  di  esprimerlo  mediante 
1 integrale  y di  ydx , e le  derivate  successive  di  questo;  ap- 
plicando cosi  il  metodo  inverso  dei  differenziali  al  metodo 
inverso  delle  differenze. 
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A <al  fine,  essendo  pel  Icorema  di  Taylor 

^y~dx  ’^dx*  TTì'^dx^  1.2's 
avremo,  prendendo  l’ integrale  2 dei  due  membri, 

. _ </y  , Aj;*  „ rf’//  Aa:’  ^ rf'y  , 

y = ^ ^ + TTi  **  + ro  ^ • 

Or  se  lutti  quest’ integrali  a differenze  si  suppongano  nulli 
per  x = x^t  e si  dinoti  con  il  valore  che  prende  y quan* 
do  a:  *=  , avremo 


y-y.  = AxSg  + ^ 
donde  si  trae 


dy  I A.r’  ^ d'y  ^ Aj' 


f/*” 


1.2. + 


. dy  __  y—y. 


1.2  dx'' 


St 




1.2.3  ^ dx' 


-ec. 


dx  Ax 

Questa  formola  col  cambiamento  successivo  di  y in  /ydx  , 

dy  d'y  . , , 


*<lx‘  AxL'/a:* 


zione  della  forma 


ti  . 

Ax’ 

2^- 

— ec. 

dx 

” 1.2.3 

dx' 

Ax 

-d’y 

A.r’ 

ec. 

1.2 

^ dx' 

1.2.3 

^dx* 

Aj: 

Ax’ 

^d'y 

ec. 

1.2 

^dx' 

1.2.3 

^ dx'"' 

di: 

d*y  rf’y 

dx' 

ec. 

! il 

risultalo 

sarà 

una  equa- 

i ,/r  ^ i 

Ora  i coefficienti  numerici  A,B , ec.  si  potranno  determi- 
nare facendo  y s=  e®  , ed  — — co  ; poiebò  in  tal  ^ modo 
questa  equazione  diviene  pel  n"  precedente 

* A^x ec.  , 


1 


Ax 
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o vero  , inollipliciindo  per  la  serie  in  che  si  svolge  e** — 1 , 

* = + ìS+ + "•  )(:s -5 “•)  • 

c trattando  questa  come  identica,  irovansi  essere 
^=0,  C=  — ~ , i?=0,  ec. 
talché  risulta  definitivamente 


CAPITOLO  XXXV. 


jipplicaziom  del  Calcolo  delle  dijferenze. 

1.  Interpolazione. 

780.  Quando  si  conoscono  un  cerio  numero  di  valori  di  una 
funzione  determinata  ma  incognita , corrispondenti  a va- 
lori dati  della  variabile,  e si  vuglion  dclernnnare  quelli  che 
corrispondono  a valori  intermedi  della  stessa  variabile,  l'ope- 
razione che  all'uopo  convicn  fare  dicesi  interpolazione  ; e 
generalmente  l’ oggetto  di  questa  ricerca  non  è già  di  tro- 
var valori  esatti , ma  in  vece  quello  di  ottenere  con  una 

S rande  semplicità  .valori  che  abbiano  un  grado  sulliciente 
i approssimazione. 

11  melolo  diretto  delle  dilTerenze  si  presta  facilmente  a 
questa  ricerca.  Rilorniùmo  infatti  alla  formola 

y.=V  + Jily  + AV+  • • • + , 

trovata  nel  n*  761  , e supponendo  che  y ed  dinotino 
ed  F[x  n Ax ) , facciamo  a:  = 0 : avremo 

F\  ffi?  ) = y.  + " Ay..+  i’y.  + - + ^'y. . 
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dove  rindice  zero  scritto  appiè  delle  quantità  y,  ày,  à“y , . ,.A”y 
serve  ad  esprimere  che  in  esse  si  suppone  or=sO,  e qtiinin 
risultano  indipendenti  da  a.  Or  se  per  semplicità  ritorniamo 

a scrivere  x in  vece  di  nAx , e quindi  — in  vece  n , avre- 
mo  la  formola 


1.2 


che  avrà  un  numero  finito  di  termini  quando  la  difierenza 
di  un  certo  ordine  è costante. 

781.  Questa  forinola,  se  si  hanno  i valori  y^,  y, , y, 
e quindi  ( n“  760  ) le  differenze  Ay^  , A*y^,  . . . , 

ci  esprime  sotto  forma  razionale  e intera  tal  funzione  di  x, 
indicata  da  F{x)  o da  y^,  che  adempie  la  condizione  di  ri- 
produrre quei  valori  nel  fare  successivamente  ar=0,  =Ax, 
= 2Ax  , . . . = nAx , e che  inoltre  ha  costante  ( n"  769  ) la 
sua  differenza  n"”’*.  Nella  stessa  poi  è necessario  cambiare 
<r  in  a; — x^  quando  il  primo  valore  di  y , indicato  d&y^  si 
suppone  corrispondere  ad  un  valor  qualunque  x^  di  x anzi 
che  a zero.  La  medesima  prende  allora  la  forma  più  generale 


e considerala  come  esalta  fa  pur  conoscere  i valori  di  y^ 
corrispondenti  a valori  arbitrari  di  x , permettendo  cosi  di 
estendere  quanto  si  vuole  il  numero  o la  tavola  dei  valori 
y, , y , , y,  , . . . ; nondimeno,  poiché  nel  fatto  non  è che  ap- 
prossimata , sarà  conveniente  di  non  adoperarla  che  per  valori 
di  X compresi  tra  fra  x^  ed  x^  -f-  nAx , eccetto  che  non  si 
fosse  certo  che  le  differenze  di  ordine  superiore  all’  n'""°  pos- 
sano esser  neglette  senza  errore  sensibile,  (a) 


(n)  Non  è mestieri  di  questa  o d' altra  formola  per  prolung.iro  • 
volontà  la  serie  dei  valori  y»  j Vi  > y»  » • • • quando  si  conoscono  y,  , 
> • ••  6 la  dilTereota  di  uu  cerio  ordine  si  suppone  costante. 
Difatti  lo  specchio  delle  forinole  scriUe  nel  n°  759  fa  palese  come  dai- 
1'  ultima  colonna  ( che  sarebbe  quella  della  differenza  costante  ripeUita 


Digitized  by  Googl 


643 


EliEMEim 


. 782.  Supponiamo  dunque  che  si  voglia  il  termine  corri- 
spondente ad  un  valore  di  x minore  di  x + n^x , e per 
iissarc  le  idee  intermedio  ad  a:,  e + Aa: , e in  pritno 
luogo  supponiamo  ancora  i termini  primitivi  così  vicini  fra 
essi , che  le  loro  diflerenze  seconde  possano  trascurarsi.  In 
questo  caso  la  forinola  (A)  , limitata  nel  secondo  membro 
ai  primi  due  termini  , darà 


, X — X,  . 

!/,  = yo+i;7- Ay.; 

c da  questa  equazione,  se  fosse  dato  ed  ignoto  x si  de- 
suolerebbe  l’altra 

y,— y. 

^ = («) 

783  Se  non  possono  disprezzarsi  che  le  dilferenze  di  3"  or- 
dine , si  premieranno  tre  termini  nel  secondo  membro  del- 
r equazione  (A  ) , e così  ridotta  , farà  conoscere  immediala- 
meiite  y^,  quando  è data  x ; ma  sarà  men  facile  il  desume- 
re X da  i/j.  , perchè  1’  equazione  è di  2°  grado  per  rappor- 
to ad  X.  La  diUicoltà  sarebbe  anche  più  grande,  so  bisognas- 
se considerare  un  maggior  numero  di  termini  per  aver  conto 
delle  differenze  di  ordine  superiore  al  2"  ; ma  in  questi  casi 
adoprasi  il  seguente  metodo  approssimativo  : si  trascurano 
da  prima  i termini  che  racchiudono  le  potenze  superiori  di 
X — x^,  ciò  che  dà  ( come  nel  primo  caso  ) 


X 


ys—y>  , 

X.  = Aar , 


e tornando  poi  all’  equazione  ( A ) , e sostituendo  ad  x — x^ 
questo  valore  approssimato  nel  coedieiente  della  prima  po- 
tenza di  X — x^  , scritta  come  fattore  di  tutti  i termini  tra- 


quante volle  si  vuote)  e dai  soli  primi  termini  delle  colonne  precedenti 
si  possano  formare  siiccessivnnieiite  la  penullinia  , l’ antepenultima  , e 
così  giungere  di  mano  in  mano  alla  prima,  che  racchiude  i valori  di 

f)a  questa  e dalla  precedente  equazione  si  desumono  facilmente 
le  regole  in  uso  pel  calcolò  diretto  e inverso  dei  logaritmi , dei  scoi  , 
coseni , ec. 
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scurati , dal  risultamento  che  in  tal  modo  è pure  di  primo 
grado  rispetto  ad  x — si  desume  un  valore  vieppiù  ap- 
prossimalo di  questo  liinomio;  valore  che  tornando  alla  stessa 
equazione  (A)  si  potrà  di  nuovo  sostituire  ada' — a:„  in  quel 
coefEciente,  e dal  risultato  desumere  un  terzo  valore  di  x^x^ 
più  prossimo  ancora  del  secondo,  e così  di  seguito. 

7^.  La  formola  (A)  suppone,  come  tutte  le  cose  Gn  qui 
dette  circa  il  Calcolo  delle  differenze  , che  x cresca  sempre 
di  una  stessa  quantità  indicala  da  ùkX.  Or  nel  caso  che  ciò 
non  incontri,  bisogna  ricorrere  ad  altre  formole  per  la  inter- 
polazione. Ve  ne  ha  di  quelle  la  costruzione  delle  quali  si 
riferisce  al  metodo  delle  differenze  ; ma  è più  semplice  , e 
altronde  bastevole  all’  oggetto  il  supporre  direttamente  con 
Lagrange 

y = y»  + 2/i  + y.  + • • • + -^n  y»  > 

dove  y,  ) yi  ^ y»  > • • • y»  esprimono  tanti  valori  dati  della 
funzione  y , ed  , a:,  , ar,  , . . . altrettanti  valori  arbi- 
trari e parimente  doli  di  x , ai  quali  corrispondono  i pri- 
mi. Allora  il  coefficiente  generale  AT,-  dovendo  essere  tal  fun- 
zione di  a: , da  ridursi  all’ unità  per  ar  = a*,-,  e da  ridursi 
a zero  per  x — x^,  quando  l’indice  i e diverso  da  que- 
ste due  condizioni  saranno  soddisfatte  prendendo 
_ (t— a-,  ) ( J— j-,  ) ( J— a-,  — 

‘ ta-.—x.)  ta-,— X.)  (x,— X,) . . . (x,— x.)  ’ 

tolchè  la  formola  cercala  sarà 


yx  = 


(x— x,)(x— X,).  . . (.T— X,) 


(X.— X,)(X„— X.).  . .(X.— x„) 


(x— X.)  (x— X,).  ■ ,(x— X.) 
fa-.— X.)(X,— X,)...(X,— x.''^' 


, , ( X— X,  )fx— X.)  . . ■ (x—  X,_ ,) 

(a^.— Xo)(x,— X,). . • (x,— x„_,) 


(L) 


2.  Termine  generale,  c termine  sommalorio  delle  serie. 

783.  Considerando  una  serie  di  grandezze,  tali  che  le  dif- 
ferenze di  un  certo  ordine  dei  suoi  termini  sieno  costanti  , 
il  metodo  diretto  delle  differenze , c propriamente  la  forino- 
la (G)  del  n"  761  ci  darà  il  termine  generale  della  serie. 
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«ome  por  addurre  un  esempio  andiamo  a vedere  nei  coai 
detti  numeri  Jtgurati. 

1 diversi  ordini  di  questi  numeri  sono 

1°  ordine  : 1 2 3 4 3 . . . 

2°  ordine:  1 3 6 10  13  . . . 

3”  ordine  : I 4 10  20  33  . . . 

• • • • •••» 
e la  legge  onde  son  formali  è , che  ciascun  numero  si  de* 
stime  unendo  a quello  da  cui  è proccdulo  nel  suo  ordine  , gli 
altri  che  lo  sovrastano  negli  ordini  precedenti , più  l'unità. 
Or  supponendo  espressi  da  y , , y.  , . . . i termini  sue* 

cessiti  di  un  ordine  qualunque,  sarà  il  termina  n"'“* 
o generale  della  serie  , e quindi  si  dedurrà  dalla  citala  for- 
mda  cambiandovi  n in  n — 1. 

Così  ( facendo  astrazióne  dal  1°  ordine  il  cui  termine 
generale  è visibilmente  fi  ) pel  2“  ordine  essendo 
y = 1 , y.  = 3 , y.  = 6 , y . = IO  , . . . 
e quindi  Ay  = 2 , A*y  = 1 , A’y  = 0 = A‘y= , avre- 
mo col  detto  cambiamento  y_  , 

In  slmil  modo  , essendo  pel  3®  ordine 

y = l , y.  =4,  y.  = 10,  y’  =20,  ... 

opperò 

Ay  = 3,  A*y  = 3,  A*y=  1 , A*y  = 0 = A'y  = . . . , 
avremo  col  solilo  cambiamento 

»(  . . 

J.2.3  ’ 

e por  induzione  il  termine  generale  dei  numeri’  figurati  di 
ordine  p"”"  verrà  espresso  da 

n «-+-•  «-t“2  w-H»— I 

V =— . . — C — . 

12  3 . p 

786.  Al  contrario , il  metodo  inverso  delle  differenze,  e se- 
gnatamente la  formola 
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slabllila  nel  n“  773  , può  darci  il  cosi  dello  termine  »om- 
matorìo,  cioè  la  somma  della  serie  sino  ad  un  termine  qua- 
lunque di  essa,  dato  che  se  ne  conosca  il  termine  generale. 
Così  per  esempio , essendo 

’ — rxs — ’ 


i termini  generali  dei  numeri  Usurali  di  1“  ordine  , di  2” , 
di  3°  , . . . , e dalla  forinola 


2.ar(ar-j-Aar)...  (x-f  n^x  = 


(x — Aj-)ar(jr-i-Ar)  ...  (arH-nAy) 
(«-l-l)Aa: 


trovata  nel  n®  776,  polendosi  desumere  l’ integrale  di  cia- 
scuno di  essi  termini  generali  col  porre  in  tal  formala  x=>i, 
Ax=l,  x^=l , c successivamente  «=1,  =2,  =3, ..., 

i richiesti  termini  sommatoci  saranno 

1.2  ’ 1.2.3  ’ ’ CÌTÌA  ’ ’ ’ 


S.  Approssimazione  delle  reUifirazioni , delle  quadrature, 
c delle  cubature. 


787.  Nei  capitoli  9,  10,  Il  e 12  del  calcolo  integrale 
abbiam  veduto  che  le  rcllificazioni , lo  quadrature  e le  cu- 
bature.si  riducono  ad  una  o più  integrazioni  definite,  da  farsi 
ciascuna  per  rapporto  ad  una  sola  variabile.  Dunque  per 
applicare  il  metodo  delle  differenze  a tali  ricerche , basterà 

considerar  l’ inlegra'e  /{x)  dx  ; il  che  equivale  alla  qna- 

drainra  della  curva  avente 'per  equazione  y = f{x). 

Ricorrendo  sulle  prime  al  metodo  diretto  delle  differenze 
si  scorge  che  per  rappresentare  le  ordinale  di  questa  curva 
si  potrebbe  impiegare  la  formula  (A)  d’ interpolazione,  data 
nel  n*781,  per  integrarla  di  poi  fra  i dati  limiti;  il  che  non 
patisce  mai  difficoltà,  trattandosi  di  espressione  razionale  ed 
intera.  E l’impiego  di  cotal  formolo  equivale,  come  ognun 
vede  , a surrogare  alla  proposta  curva  una  parabola  del  gra- 
do n , avente  con  essa  n -|-  1 punti  di  comune.  • _ 

788.  Se  non  che,  a quest’  unica  parabola  si  suol  preferire 
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un  sistema  di  parabole  di  2”  grado , che  passano  ciascuna 
per  tre  punii  successivi  della  curva  proposta  : la  prima  cioè 
pei  punii  ( , yj  , ( ar,  , y . ) , ( ar,  , y.  ) ; la  seconda  pei 

punti  ( a-,  , y.  ) , (x,  , y . ) , ( a-,  , y J ; e cosi  di  seguito. 
Per  tal  modo  si  sostituiscono  alle  parli  corrispondenti  dell’ area 
cercala  le  aree  di  qiieslc  parabole , comprese  fra  le  due  or- 
dinate estreme  che  vi  si  rapportano,  come  a dire  l’area  che 
nella  prima  parabola  è compresa  tra  le  ordinate  y^  ed  y,  , 
l’area  che  nella  seconda  parabola  è cnm,iresa  l'ra  le  ordi- 
nate y,  e y^  , e cosi  appresso.  E chiaro  che  a tal  fine  bi- 
sogna dividere  l’ intervallo  dei  due  limiti  dell’ integrale  in  un 
numero  pari  2n  di  parti  eguali  , che  ci  daranno  Ax  o più 
semplicemente  S , e ciascuna  parabola  fornirà  come  parte 
deir  area  cercata  quella  che  ha  per  base  due  di  queste  S suc- 
cessive. Or  indicando  la  parabola  di  2“  grado  che  passa  pei 
primi  tre  punti  ( 0 , y»  ) ( 5 , y , ) , ( 25  , y,  ) con  l’ equazione 

y = a -}-  Ax  -f  ex*  , 

r area  di  questa  curva , compresa  tra  le  ordinale  y,  ed  y, 
vien  espressa  ( n*  S13  ) da 

^^®yrfx  = 2n5-f  2A5‘-f  ; 

ma  perchè  la  parabola  passi  per  quei  tre  punti  debbono  sus- 
sistere le  tre  equazioni 

y„  = a , y . = o + A3  -f  cS*  , y,  = a -f  2A5  -f  4c3* , 
le  quali  ci  danno 

i y, y.— 2y.-+-yo  . 

« — I ® ^ ^ — 25* 

dunque  sostituendo  questi  valori  di  a , 6 ,c  nell’  espressione 
precedente  , avremo  per  quell'  area 

5(!/o  + 4y.  -fy.)> 

In  cgual  modo,  la  parte  dell’area  della  2*  parabola,  com- 
presa fra  le  ordinate  y,  ed  , quella  della  3”  parabola 
racchiusa  tra  le  ordinate  y*  e y, , . . . , c in  fine  l’arca  del- 
l’ultima parabola,  compresa  fra  le  ordinate  ya„_,  ed  y^,, 
Tengono  espresse  da 

d 9 

8(y.  +4y.  + y*),  j(yi  + 4y.  -f  y.), ...  , 

3 ( y»»— a ”1“  ^y«i— i"f"yii»  ) • 
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dunque  unendo  queste  formole  alla  precedente,  l’area  cer* 
cata  ossia  il  proposto  integrale  defìnilo  verrà  espresso  dalla 
formola 


[ (y.+y*n)+%>  H — ^yan-i)+2(y . +y . H — h ) ] 


in  cui  5 è la  parte  dell’  intervallo  tra  i limiti , ed 

y. . y-  > y sono  i valori  di  /(5*)  per  ar  = 0,  = J, 

= 23  , , . . , = 2n5.  E questa  formola  si  traduce  per  rappor- 
to alla  curva,  nel  prodotto  di  un  terzo  dell’ intervallo  costante 
delle  ordinate  per  la  somma  delle  ordinate  estreme  , del  qua- 
dro |>lo  delle  ordinate  intermedie  di  rango  impari , e dei 
doppio  delle  ordinale  intermedie  di  rango  pari. 

789.  Un  altra  formola  esprimente  con  maggiore  approssi- 


mazione l’integrale  definito  / ^"f{x)dx  ci  vien  fornita  dal 

t/ 

metodo  inverso  delle  differenze  , e propriamente  dalla  for- 
mola trovata  sul  finir  del  n°  779.  Da  questa  infatti , seri' 
vendo  pure  3 in  vece  di  ^x,  ed  y in  vece  di  f{x),  si  de- 
sume per  valor  di  quell’  integrale 


+~)  s''-  > + +•  • • 


dove  3 è la  parte  dell’intervallo  — x^  fra  i limiti, 
ed  y' , y'"  , . . . indicano  le  derivate  di  primo  ordine  , di 
terzo,  ...  della  funzione  f{x). 

790.  Quando  3 c abbastanza  piccola  per  potersi  trascurare 
3* , la  formola  si  riduce  all’  altra 


= -j-y.  , 

la  quale  coincide  con  quella  ritrovata  nel  n'  485  ; e quan- 
do non  si  possono  disprezzare  che  le  potenze  di  3 superiori 
al  quadrato,  si  ha  la  formola 

,/ir”  2 (iy«  + y.  + • • • + ^ iy'n—y',) . 

che  equivale  a quella  recata  nel  n"  486. 
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Tavola  dei  valori  del  Irascendenle  fd<!fV^L — c*sen*9=  Es 
preso  da  9 = 0”  sino  a 9=90”,  cioè  a dire  dei  quadraoti 
dei  perimetri  ellittici  di  semiasse  maggiore  ^ c di  eccentrici lù 
e = sentì , per  lutti  i gradi  di  tì  da  0 a 90”.  ( n'  462,475,^00) 


tì 

E‘ 

tì 

E- 

tì 

£‘ 

0” 

1,57079  63 

30 

1,46746  22 

60 

1,21105  60 

1 

1,57067  61 

31 

1,46077  35 

61 

1,20153  81 

2 

1,57031  19 

32 

1,45390  11 

62 

1,19204  56 

3 

1,56972  01 

33 

1,44686  92 

63 

1,18258  90 

4 

1,56888  31 

34 

1,43966  21 

64 

1,17317  93 

M 

1,56780  90 

35 

1,43229  09 

65 

l,l(i382  29 

6 

1,56649  61 

36 

1.42476  03 

66 

1,15454  66 

1_ 

1,56494  15 

31 

1,41707  49 

62 

1,14534  78 

8 

1,56316  22 

38 

1,409±5  91 

68 

1,13624  43 

9 

1,56114  11 

39 

1,40125  91 

69 

1.12724  96 

10 

1,55888  11 

40 

1,39314  02 

70 

1,11837  22 

11 

1,55639  91 

41 

1,38488  65 

21 

1.10964  34 

12 

1,55368  08 

42 

1,37650  43 

22 

1,10106  21 

la 

1,55073  19 

43 

1.36729  91 

23 

1.09.265  03 

14 

1,54755  45 

44 

1.35937  69 

ZA 

1,08442  52 

15 

1,54415  04 

45 

1.35064  38 

25 

1,07640  51 

Hi 

1,54052  15 

46 

1,34180  60 

26 

1,05860  95 

11 

1.53666  91 

41 

1,33286  99 

22 

1,06105  93 

18 

1,53259  12 

48 

1,32384  21 

28 

1,05377  69 

19 

1,52830  62 

49 

1.31472  95 

19 

1,04678  64 

20 

1,52379  92 

50 

1,30553  90 

SO 

1 04011  43 

21 

1,51907  85 

51 

1.29627  80 

SI 

1 ,03378  94 

22 

1,51414  69 

52 

1,28695  37 

82 

1,02784  36 

23 

1,50900  11 

53 

1,27757  29 

83 

1,02231  25 

^4 

1,50366  21 

54 

1,26814  65 

84 

1,01723  69 

25 

1,49811  49 

1.25807  96 

85 

1.01266  35 

25 

1,49236  81 

56 

1.24918  16 

86 

1,00864  79 

21 

1,48642  68 

57 

1,23966  U 

82 

1.00525  85 

28 

1,48029  26 

58 

1.23012  72 

88 

1,00258  40 

29 

1,47396  98 

59 

1.22058  89 

89 

1,00075  15 

30 

1,46746  22 

60 

1,21105  60 

90 

1,00000  00 
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Tavola  dei  valori  del  trascendente  ^ = F'  , 

1/ 1 — c“scu”<p 

preso  da  9 = 0®  sino  a 9 = 90®,  dove  c = sen6,  per  tutti  i 
gradi  di  0 da  zero  a 90°  ( n*  462  e 47o  )♦ 


6 

F‘ 

0 

0 

F* 

0“ 

1,57079  63 

30 

1,68575  03 

60 

2,15651  56 

1 

1,57091  59 

31 

1,69411  43 

61 

2;  18421  32 

2 

1,57127  49 

32 

1.70283  59 

62 

2,21319  46 

3 

1,57187  36 

33 
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